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'Askhsh 3

Sto prìblhma twn pÔrgwn tou Anìi1 èqoume treic stÔlouc, kai èna sÔnolo apì dÐskouc, èstw
pl jouc N , ìloi touc me diaforetik  di�metro. K�je dÐskoc èqei mÐa trÔpa sto kèntro tou, ètsi
¸ste na mporeÐ na topojethjeÐ se k�poio stÔlo, pern¸ntac ton mèsa apì thn trÔpa. Se mÐa tuqaÐa
kat�stash tou probl matoc, ìloi oi dÐskoi eÐnai topojethmènoi stouc stÔlouc, me ton periorismì,
ìmwc, ìti k�je dÐskoc prèpei na eÐnai topojethmènoc ep�nw apì megalÔterì tou dÐsko,   sth b�sh
tou stÔlou. Arqik�, kai oi N dÐskoi eÐnai topojethmènoi ston pr¸to stÔlo, se fjÐnousa seir�
megèjouc apì k�tw proc ta ep�nw (sth b�sh brÐsketai o megalÔteroc dÐskoc kai sthn koruf  o
mikrìteroc). To zhtoÔmeno eÐnai na metafèroume ìlouc touc dÐskouc apì ton pr¸to stÔlo ston
deÔtero, qrhsimopoi¸ntac san bohjhtikì ton trÐto. Se k�je kÐnhs  mac, mporoÔme na metafèroume
mìno èna dÐsko, o opoÐoc prèpei na eÐnai o korufaÐoc k�poiou stÔlou, sebìmenoi, bèbaia, ton periori-
smì pou anafèrjhke, ìti dhlad  den ja prèpei na topojethjeÐ o dÐskoc ep�nw apì �llon mikrìterhc
diamètrou.2 Sto parak�tw sq ma, faÐnetai arister� h arqik  kat�stash tou probl matoc gia 4
dÐskouc kai dexi� h epijumht  telik  kat�stash.

A CBACB

Gia thn epÐlush tou probl matoc twn pÔrgwn tou Anìi, up�rqei mÐa polÔ apl  anadromik  lÔsh
pou mporeÐ na diatupwjeÐ wc ex c:

“Gia na metakin soume N dÐskouc apì èna stÔlo s' ènan �llo, arkeÐ na metakin soume pr¸ta
touc pio p�nw N − 1 ston trÐto bohjhtikì stÔlo, met� na metakin soume ton k�tw N -ostì dÐsko
ston telikì stÔlo, kai tèloc na metakin soume touc N − 1 apì ton trÐto ston telikì, me bohjhtikì
ton pr¸to.” Ousiastik�, dhlad , to prìblhma thc metakÐnhshc N dÐskwn an�getai se autì thc
metakÐnhshc N − 1 dÐskwn. Telik�, ja qreiasteÐ na xèroume kai p¸c na metakin soume èna mìno
dÐsko, all� autì den eÐnai dÔskolo. Apl¸c, ton metakinoÔme (  se èna prìgramma pou epilÔei to
prìblhma, apl¸c ektup¸noume ìti ton metakinoÔme). ApodeiknÔetai, m�lista, ìti aut  h anadromik 
lÔsh eÐnai kai h bèltisth dunat , dhlad  h metakÐnhsh twn N dÐskwn gÐnetai me tic ligìterec dunatèc
kin seic.

Ac doÔme èna par�deigma. 'Opwc faÐnetai kai sto epìmeno sq ma, gia na metakin soume 4
dÐskouc apì ton stÔlo A ston stÔlo B, arkeÐ na metakin soume pr¸ta touc 3 ep�nw dÐskouc apì
ton stÔlo A ston stÔlo C, met� na metakin soume ton tètarto dÐsko apì ton A ston B kai, tèloc,
na metakin soume touc 3 dÐskouc apì ton C ston B. Gia tic metakin seic twn 3 dÐskwn, apì ton A
ston C kai met� apì ton C ston B, efarmìzoume thn Ðdia taktik  (anagwg  tou probl matoc sth

1To prìblhma twn pÔrgwn tou Anìi prot�jhke apì ton G�llo majhmatikì Édouard Lucas to 1883, all� h
proèleus  tou eÐnai ènac jrÔloc pou anafèretai sthn enasqìlhsh me to prìblhma k�poiwn monaq¸n sthn 'Apw
Anatol  kai sth fhmologoÔmenh katastrof  tou kìsmou mìlic oi monaqoÐ to epilÔsoun.

2O jrÔloc twn monaq¸n lèei ìti sto monast ri pou zoun up�rqei èna dwm�tio me treic stÔlouc kai 64 dÐskouc
ston pr¸to ap' autoÔc. 'Otan katafèroun oi monaqoÐ na metakin soun kai touc 64 dÐskouc, qwrÐc potè na b�loun èna
dÐsko ep�nw apì mikrìterì tou, sto deÔtero stÔlo, qrhsimopoi¸ntac san bohjhtikì ton trÐto, ja èljei h suntèleia
tou kìsmou. Upojèste ìti oi monaqoÐ eÐnai se jèsh na metakinoÔn èna dÐsko to deuterìlepto. Prèpei na anhsuqoÔme;



metakÐnhsh 2 dÐskwn, me th bo jeia tou trÐtou stÔlou, B   A, antÐstoiqa).

A CBACBACBACB

Gia ex�skhsh kai proetoimasÐa gia tic apait seic thc �skhshc aut c, ulopoi ste èna
prìgramma C, to opoÐo na diab�zei apì thn eÐsodo èna jetikì akèraio arijmì N kai na epilÔei to
prìblhma twn pÔrgwn tou Anìi, ektup¸nontac analutik� tic kin seic pou prèpei na gÐnoun gia na
metaferjoÔn N dÐskoi apì ton stÔlo A ston stÔlo B, me bohjhtikì ton C. MÐa pijan  ektèlesh
autoÔ tou progr�mmatoc ja mporoÔse na eÐnai h ex c:

% ./hanoi3

Please, give number of disks: 4

Move a disk from peg A to peg C

Move a disk from peg A to peg B

Move a disk from peg C to peg B

Move a disk from peg A to peg C

Move a disk from peg B to peg A

Move a disk from peg B to peg C

Move a disk from peg A to peg C

Move a disk from peg A to peg B

Move a disk from peg C to peg B

Move a disk from peg C to peg A

Move a disk from peg B to peg A

Move a disk from peg C to peg B

Move a disk from peg A to peg C

Move a disk from peg A to peg B

Move a disk from peg C to peg B

%

Na shmeiwjeÐ ìti to parap�nw prìgramma den eÐnai sta paradotèa thc �skhshc
aut c. Apl¸c, proteÐnetai na to ulopoi sete, epeid  eÐnai mÐa polÔ kal  kai apl 
�skhsh gia na dei kaneÐc thn idèa thc anadrom c.

Ac p�me t¸ra sto pragmatik� zhtoÔmeno thc �skhshc, pou eÐnai kai to paradotèo. Sta plaÐsia
thc �skhshc aut c, kaleÐsje na antimetwpÐsete mÐa parallag  tou probl matoc twn pÔrgwn tou
Anìi, sthn opoÐa, antÐ gia treic stÔlouc, èqoume tèsseric. EÐnai anamenìmeno, bèbaia, ìtan èqoume
perissìterouc apì treic stÔlouc, �ra kai perissìterh eleujerÐa stic kin seic mac, na apaitoÔntai
ligìterec kin seic gia na metakinhjoÔn N dÐskoi apì èna stÔlo se k�poion �llo.

Poioc eÐnai ìmwc o el�qistoc arijmìc kin sewn pou qrei�zontai ìtan èqoume tèsseric stÔlouc;
Up�rqei mÐa strathgik  metakÐnhshc N dÐskwn, h opoÐa eik�zetai (pisteÔetai) ìti epitugq�nei to
zhtoÔmeno me ton el�qisto arijmì kin sewn, dustuq¸c ìmwc den èqei akìma apodeiqjeÐ majhmatik�
autì, an kai èqei epibebaiwjeÐ peiramatik� gia arketèc timèc tou N . H strathgik , gia th metakÐnhsh
N dÐskwn apì ton stÔlo A ston stÔlo B, qrhsimopoi¸ntac san bohjhtikoÔc stÔlouc touc C kai
D, eÐnai h ex c:

1. MetakinoÔme touc K korufaÐouc dÐskouc apì ton stÔlo A ston stÔlo D, qrhsimopoi¸ntac
san bohjhtikoÔc touc B kai C.



2. MetakinoÔme touc upìloipouc N −K dÐskouc apì ton stÔlo A ston B, qrhsimopoi¸ntac san
bohjhtikì ton C, dhlad  k�noume metakÐnhsh me treic stÔlouc.

3. MetakinoÔme touc K dÐskouc apì ton D ston B, qrhsimopoi¸ntac san bohjhtikoÔc touc A
kai C.

Thn idèa aut  mporeÐte na th deÐte sto parak�tw sq ma, ìpou N = 16 kai K = 10.
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'Omwc, h strathgik  pou perigr�yame profan¸c ja dÐnei diaforetik� apotelèsmata gia diafo-
retikèc timèc tou K (apì 1 èwc N − 1). EkeÐnh h tim  tou K pou mac dÐnei ton el�qisto sunolikì
arijmì kin sewn eÐnai aut  pou prèpei na epilèxoume gia na efarmìsoume th strathgik .

Ac doÔme lÐgo kai ta sqetik� majhmatik�. Se sqèsh me th metakÐnhsh qrhsimopoi¸ntac treic
stÔlouc, dhlad  aut n pou k�noume sto b ma 2 prohgoumènwc, èqoume ta ex c. An h3(N) eÐnai
to pl joc twn kin sewn gia na metakin soume N dÐskouc me treic stÔlouc, tìte, me b�sh thn
anadromik  diadikasÐa pou perigr�yame sthn pr¸th selÐda, ja prèpei na isqÔei

h3(N) = 2 · h3(N − 1) + 1

kai me to dedomèno ìti h3(1) = 1, me lÐga majhmatik�, prokÔptei ìti

h3(N) = 2N − 1

Dokim�ste na to doulèyete sto qartÐ kai ja deÐte ìti eÐnai eÔkolo na katal xete s' autì to
apotèlesma.3

T¸ra, an eÐnai h(N, K) to pl joc twn kin sewn pou apaitoÔntai gia th metakÐnhsh N dÐskwn,
èqontac tèsseric stÔlouc, me pr¸to b ma th metakÐnhsh twn K korufaÐwn ap' autoÔc, tìte o
el�qistoc arijmìc kin sewn h4(N) gia th metakÐnhsh twn N dÐskwn, me tèsseric stÔlouc, ja eÐnai

h4(N) = min{h(N, 1), h(N, 2), . . . , h(N, N − 1)}

Fusik�, h4(1) = 1 kai, epÐshc, ja prèpei na isqÔei

h(N, K) = 2 · h4(K) + h3(N −K)

To zhtoÔmeno thc �skhshc aut c eÐnai na gr�yete èna prìgramma C to opoÐo, gia dedomèno N , na
upologÐzei kai na ektup¸nei tìso ton el�qisto arijmì kin sewn pou apaitoÔntai gia th metakÐnhsh
N dÐskwn qrhsimopoi¸ntac tèsseric stÔlouc, ìso kai thn tim  tou K pou antistoiqeÐ s' autìn ton
el�qisto arijmì, ìpwc perigr�yame sthn parap�nw strathgik . EpishmaÐnetai ìti den qrei�zetai

3Telik�, me touc monaqoÔc ti gÐnetai; Pìso qrìno jèloun gia na metakin soun touc 64 dÐskouc (me rujmì meta-
kÐnhshc èna dÐsko to deuterìlepto);



na ektup¸nontai kai oi kin seic pou apaitoÔntai gia na gÐnei h metakÐnhsh twn dÐskwn.
To prìgramm� sac na eÐnai se jèsh na k�nei touc upologismoÔc tou, tìso me anadromikì trìpo ìso
kai epanalhptik�, an�loga me to ti epijumeÐ o qr sthc. Sunep¸c, ja prèpei na diab�zei apì thn
eÐsodo tìso to N ìso kai thn epijumÐa tou qr sth gia anadromik    epanalhptik  antimet¸pish
kai na ektup¸nei ta zhtoÔmena (el�qisto arijmì kin sewn kai antÐstoiqh tim  tou K).

Upojètontac ìti to ektelèsimo prìgramma pou ja dhmiourg sete èqei to ìnoma “hanoi4”, k�poia
endeiktik� paradeÐgmata ektèles c tou faÐnontai sth sunèqeia:

% ./hanoi4

Please, give number of disks: 5

Please, select method, 1 (recursive) or 2 (iterative): 1

Number of moves: 13 (move first the 2 top disks)

% ./hanoi4

Please, give number of disks: 16

Please, select method, 1 (recursive) or 2 (iterative): 2

Number of moves: 161 (move first the 10 top disks)

% ./hanoi4

Please, give number of disks: 30

Please, select method, 1 (recursive) or 2 (iterative): 1

Number of moves: 1025 (move first the 22 top disks)

% ./hanoi4

Please, give number of disks: 64

Please, select method, 1 (recursive) or 2 (iterative): 2

Number of moves: ....... (move first the .... top disks)

%

Mèqri poia tim  tou N h anadromik  epÐlush oloklhr¸netai se logikì qrìno; P�ntwc, jewr ste
ìti den up�rqei perÐptwsh na klhjeÐ to prìgramm� sac me tim  tou N megalÔterh tou 64, giatÐ alli¸c
ja èqete prìblhma sqetik� me ton tÔpo twn metablht¸n pou ja prèpei na orÐsete s' autì.4

Ja prèpei na dom sete to prìgramm� sac se èna sÔnolo apì toul�qiston dÔo phgaÐa arqeÐa
C (me kat�lhxh .c) kai toul�qiston èna arqeÐo epikefalÐdac (me kat�lhxh .h).

Gia na parad¸sete to sÔnolo twn arqeÐwn pou ja èqete dhmiourg sei gia thn �skhsh au-
t , akolouj ste thn ex c diadikasÐa. Topojet ste ìla ta arqeÐa mèsa s' èna kat�logo pou ja
dhmiourg sete, èstw me ìnoma hanoi, stouc stajmoÔc ergasÐac Suns tou Tm matoc. EpÐshc, to-
pojet ste ston kat�logo autì kai èna arqeÐo me ìnoma README, sto opoÐo na dÐnete odhgÐec gia
th metagl¸ttish twn arqeÐwn kai thn kataskeu  tou telikoÔ ektelèsimou. Qrhsimopoi¸ntac thn
entol  zip wc ex c

zip -r hanoi.zip hanoi

dhmiourgeÐte èna sumpiesmèno (se morf  zip) arqeÐo, me ìnoma hanoi.zip, sto opoÐo perièqetai o
kat�logoc hanoi mazÐ me ìla ta perieqìmen� tou.5 To arqeÐo autì eÐnai pou ja prèpei na upob�lete,
me diadikasÐa pou ja anakoinwjeÐ sÔntoma.

4An oi monaqoÐ qrhsimopoi soun tèsseric stÔlouc antÐ gia treic, gia na k�noun th metakÐnhsh twn 64 dÐskwn,
m pwc ja èprepe na anhsuq soume t¸ra gia to pìte ja èljei h suntèleia tou kìsmou;

5ArqeÐa zip mporeÐte na dhmiourg sete kai sta Windows, me di�fora progr�mmata, ìpwc, gia par�deigma, to
WinZip.


