
 Α-1 

 
 
 

ΕΝΟΤΗΤΑ  Α 
 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΑΝΑΛΥΤΙΚΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
 

Καθηγητή Κωνσταντίνου Η. Ευσταθίου, 
Εργαστήριο Αναλυτικής Χηµείας 

Πανεπιστηµίου Αθηνών 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
1. ΣΦΑΛΜΑΤΑ ΣΤΙΣ ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ 

1.1. Αναλυτικό σφάλµα  
1.2. Τύποι αναλυτικών σφαλµάτων 
1.3. Εισαγωγική θεώρηση συστηµατικών σφαλµάτων  
1.4. Τυχαία σφάλµατα 
1.5. Αξιολόγηση µετρήσεων 
1.6. Μερικοί ορισµοί κατά ISO 5725 

 
2. KATANOMEΣ - ΣΤΑΤΙΣΤΙΚA ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΛΗΘΥΣΜΩΝ 
  2.1. Κατανοµές 

2.2. Χαρακτηριστικές παράµετροι κατανοµών και πληθυσµιακών δειγµάτων 
2.2.1. Παράµετροι θέσης 
2.2.2.  Παράµετροι διασποράς 
2.2.3. Παράµετροι συµµετρίας 

2.3.  Κανονική κατανοµή 
2.4. Κατανοµή µέσων τιµών  
2.5. Λογαριθµοκανονική κατανοµή 

 
3.  ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ∆ΟΚΙΜΑΣΙΕΣ ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

3.1. Μηδενική και εναλλακτική υπόθεση 
3.2. Σφάλµατα 1ου και 2ου είδους 
3.3. Στάθµη εµπιστοσύνης - Πιθανότητα σφάλµατος 
3.4 ∆οκιµασίες ενός και δύο άκρων 
3.5.  ∆οκιµασίες Student ή δοκιµασίες t 
3.6. Σύγκριση διακυµάνσεων (δοκιµασία F) 
3.7. ∆οκιµασίες ανίχνευσης εκτόπων τιµών 

3.7.1. Ορισµοί 
3.7.2. Κριτήρια απόρριψης τιµών 
3.7.3. Μέθοδος Neir 
3.7.4. ∆οκιµασία Q του Dixon 
3.7.5. Καλυπτική δράση και επέκταση κριτηρίου Q για περισσότερες  

έκτοπες τιµές 

 
“Το αναλυτικό αποτέλεσµα δεν έχει την παραµικρή αξία  aν δεν συνοδεύεται  

από κάποια εκτίµηση του εµπεριεχόµενου πιθανού σφάλµατος” 
 



 Α-2 

 
 
4. ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ  (ANOVA) 

4.1. Εισαγωγή 
4.2. Μονόδροµη ANOVA 

 
5. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΩΝ 
 5.1. Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων 
 5.2. Συντελεστής συσχέτισης  

5.3. Αδυναµίες της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων 
5.4. Τυπική απόκλιση των παραµέτρων α και β 
5.5. Εφαρµογές στατιστικής γραµµικών διαγραµµάτων 

5.5.1. Σύγκριση µεθόδων  
5.5.2. Ανίχνευση τάσης  
5.5.3. Ανίχνευση εκτόπων µετρήσεων σε γραµµικό διάγραµµα 
5.5.4. Σύγκριση κλίσεων δύο ευθειών παλινδρόµησης 
5.5.5. Ορισµός ευαισθησίας, ορίων ανίχνευσης και προσδιορισµού  

 
________________________________________________________________________ 
 
 



 Α-3 

1. ΣΦΑΛΜΑΤΑ ΣΤΙΣ ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ 
 
1.1. Αναλυτικό σφάλµα   
Κάθε µέτρηση µιας φυσικής ή χηµικής ποσότητας υπόκειται σε σφάλµατα, τα οποία προσ-
δίδουν στο αποτέλεσµα µια αβεβαιότητα. Η αβεβαιότητα µπορεί να εκτιµηθεί, µπορεί να 
ελαχιστοποιηθεί, αλλά ποτέ δεν µπορεί να µηδενιστεί.  
Το σφάλµα (error) Ε παρέχεται από τη σχέση 
 
 µxE i −=   (1-1) 
 
όπου xi είναι η πειραµατική τιµή και µ η πραγµατική τιµή.  
Το σχετικό σφάλµα (relative error) Er παρέχεται από τη σχέση 

 
 µ/µ)(x =µ /EE ir −=   (1-2) 
 
και συνήθως εκφράζεται ως σχετικό σφάλµα επί τοις εκατό (relative error per cent), Εr%: 
 
 Er% = Er × 100  (1-3) 
 
 
1.2. Τύποι αναλυτικών σφαλµάτων  
Υπάρχουν δύο τύποι αναλυτικών σφαλµάτων:  
1. Tα συστηµατικά (systematic) ή καθορισµένα (determinate), που οφείλονται σε ένα 

ή περισσότερους λόγους γνωστής προέλευσης (π.χ. ακαθαρσίες αντιδραστηρίων, προ-
σωπικά σφάλµατα, οργανολογικά προβλήµατα, ατέλεια της χρησιµοποιούµενης 
αναλυτικής τεχνικής).  

2. Τα τυχαία (random) ή ακαθόριστα (indeterminate) σφάλµατα, που οφείλονται σε 
απροσδιόριστα αίτια και στο "στατιστικό" θόρυβο που ενυπάρχει σε κάθε διαδικασία 
µέτρησης.  

Η σύγχρονη παρουσία συστηµατικών και τυχαίων σφαλµάτων, που είναι πάντοτε ανεξάρτητα 
µεταξύ τους, είναι µία σχετικά συνήθης περίπτωση, οπότε το ολικό αναλυτικό σφάλµα µπορεί 
να αναλυθεί σε δύο συστατικά σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 
 Ολικό αναλυτικό σφάλµα = συστηµατικό σφάλµα  +  τυχαίο σφάλµα  (1-4) 
 
 
1.3. Εισαγωγική θεώρηση συστηµατικών σφαλµάτων   
Η εξακρίβωση αρχικά της παρουσίας και στη συνέχεια του τύπου του συστηµατικού σφάλµα-
τος είναι τα πρώτα βήµατα που θα οδηγήσουν στην ανεύρεση της πηγής του. Μόλις βρεθεί η 
πηγή, εξετάζεται το κατά πόσο είναι δυνατόν αυτή να εκλείψει. Εάν τούτο είναι αδύνατον εξ 
αιτίας παραγόντων όπως η φύση της µεθόδου, η χρησιµοποιούµενη τεχνική, ο τύπος του 
δείγµατος, ή κάποιου συνδυασµού των παραγόντων αυτών, εξετάζεται (ως ύστατη λύση) η 
έµµεση διόρθωση µε µαθηµατική επέµβαση στο αποτέλεσµα.   
Η µαθηµατική επέµβαση πραγµατοποιείται αφού προηγουµένως εξακριβωθεί πλήρως ο τύπος 
του συστηµατικού σφάλµατος και διερευνηθούν προσεκτικά τα µαθηµατικά του χαρακτη-
ριστικά και οι τυχόν εξαρτήσεις του (π.χ. από τη φύση του δείγµατος, των υπόλοιπων συ-
στατικών). Εάν η µαθηµατική επέµβαση είναι εφικτή, τότε αυτή καθίσταται µέρος της 
µεθόδου. Εάν ούτε αυτή είναι εφικτή πρέπει να αρχίσει πλέον η αναζήτηση άλλης αναλυτικής 
µεθόδου. 
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Σχήµα 1-1.  ∆ιαγράµµατα συσχέτισης για τον καθορισµό του τύπου του συστηµατικού σφάλµατος µιας 

αναλυτικής µεθόδου (οι καµπύλες µε διακεκοµµένη γραµµή αποδίδουν την ιδανική συσχέ-
τιση). (Α) σταθερό σφάλµα, (Β) αναλογικό σφάλµα, (Γ) σύνθετο σφάλµα, (∆) περίπλο-
κο/µικτό σφάλµα. 

 
Ο προσδιορισµός του είδους του συστηµατικού σφάλµατος πραγµατοποιείται µε θεώρηση 
του διαγράµµατος συσχέτισης (correlation plot) πραγµατικών - µετρούµενων τιµών χηµικών 
µονάδων (συγκέντρωσης ή µάζας) και τυπικές µορφές τους δείχνονται στο Σχήµα 1-1. Απα-
ραίτητη προϋπόθεση για τη χάραξη ενός διαγράµµατος συσχέτισης είναι η µέτρηση ικανού 
αριθµού δειγµάτων µε γνωστή συγκέντρωση ή ποσότητα του προσδιοριζόµενου συστατικού. 
Τα δείγµατα αυτά είτε παρασκευάζονται (συνθετικά), είτε είναι φυσικά και έχουν προηγουµέ-
νως µετρηθεί µε τεχνική γνωστής αξιοπιστίας και απαλλαγµένη από συστηµατικά σφάλµατα.   
Τα δείγµατα που χρησιµοποιούνται για την κατασκευή των διαγραµµάτων συσχέτισης πρέπει 
να καλύπτουν ευρεία περιοχή τιµών περιεκτικότητας ή συγκέντρωσης. Ιδανικά πρέπει να 
καλύπτουν ολόκληρη την περιοχή των αναµενόµενων τιµών. Σηµεία των διαγραµµάτων που 
οµαδοποιούνται σε περιοχές εκτός της καµπύλης συσχέτισης, συνήθως αποκαλύπτουν ειδικού 
τύπου παρεµποδίσεις της εξεταζόµενης µεθόδου.  
Τα συστηµατικά σφάλµατα ταξινοµούνται στις ακόλουθες κατηγορίες, ανάλογα µε τη µορφή 
της καµπύλης του διαγράµµατος συσχέτισης:  
1. Σταθερό σφάλµα (constant error): Αποδίδεται από τις καµπύλες του διαγράµµατος συσχέ-
τισης 1-1Α. Η καµπύλη συσχέτισης είναι παράλληλη προς την ιδανική και δεν διέρχεται από 
την αρχή των αξόνων. Οδηγεί σε µονοκατευθυνόµενο (θετικό ή αρνητικό) αναλυτικό σφάλµα 
(π.χ. µε πρόσηµα σφαλµάτων του τύπου +++++ ή − − − − −). Είναι προφανές ότι το σχετικό 
σφάλµα είναι µεγαλύτερο στα "χαµηλά" δείγµατα. Η διαπίστωση ικανοποιητικής ανάκτησης 
(recovery) κατά τον έλεγχο της µεθόδου δεν αποκαλύπτει την παρουσία σταθερού σφάλ-
µατος.   
Εάν δεν είναι δυνατή η εξάλειψη του σταθερού συστηµατικού σφάλµατος, µπορεί απλά να 
διαπιστωθεί το µέγεθός του και εφόσον είναι σταθερό σε όλα τα δείγµατα τα αποτελέσµατα 
µπορούν να υποστούν µαθηµατική διόρθωση. Είναι προφανές ότι τούτο δεν ισχύει, όταν το 
σταθερό σφάλµα οφείλεται σε παρεµποδίζουσες ουσίες των οποίων η συγκέντρωση ποικίλει 
από δείγµα σε δείγµα.  
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Η σύγχρονη παρουσία σταθερού συστηµατικού σφάλµατος και έντονου τυχαίου σφάλµατος 
περιορίζει σηµαντικά τη δυνατότητα µετρήσεων χαµηλών συγκεντρώσεων ή ποσοτήτων, αφού 
αυξάνεται σηµαντικά η αβεβαιότητα του αποτελέσµατος.   
Η παρουσία σταθερού αλλά άγνωστου σε τιµή συστηµατικού σφάλµατος (τυφλή µέτρηση 
διαφορετική του µηδενός) στο στάδιο της µέτρησης (µόνο) αποκλείει τη γνωστή προσθήκη 
(standard known addition) ως τεχνική ποσοτικοποίησης.  
2. Αναλογικό σφάλµα (proportional error). Aποδίδεται από τις καµπύλες του διαγράµµατος 
συσχέτισης 1-1Β. Η καµπύλη συσχέτισης διέρχεται από την αρχή των αξόνων (σηµείο 0,0). 
Οδηγεί σε µονοκατευθυνόµενο αναλυτικό σφάλµα (π.χ. +++++ ή − − − −) µε αυξανόµενο 
µέγεθος, όσο αυξάνει η περιεκτικότητα του δείγµατος στο προσδιοριζόµενο συστατικό, ενώ 
το σχετικό σφάλµα διατηρείται σταθερό. ∆ιαπιστώνεται εύκολα µε πειράµατα ανάκτησης, η 
οποία εµφανίζεται συστηµατικά µεγαλύτερη ή µικρότερη του 100%.  
Η τεχνική της γνωστής προσθήκης δεν επηρεάζεται από αυτό το αναλογικό σφάλµα και απο-
τελεί την πλέον ενδεδειγµένη τεχνική ποσοτικοποίησης, εάν δεν είναι δυνατή η εξάλειψη της 
αιτίας αυτού του σφάλµατος και εφόσον το σφάλµα αυτό υπεισέρχεται στο τελικό στάδιο της 
µέτρησης (π.χ. κατά τη φωτοµέτρηση του επεξεργασµένου δείγµατος).  
3. Συνδυασµός σταθερού - αναλογικού σφάλµατος (combined error). Aποδίδεται από τις 
καµπύλες του διαγράµµατος συσχέτισης (1-1Γ). Οδηγεί σε σφάλµατα µονοκατευθυνόµενα ή 
µε µία µόνο χαρακτηριστική αλλαγή προσήµου του σφάλµατος (π.χ. +++++ ή +++ − − − −). 
Εάν υπεισέρχεται µόνο στο στάδιο της τελικής µέτρησης δεν µπορεί να αντιµετωπιστεί παρά 
µόνο µε χρησιµοποίηση καµπύλης αναφοράς ως τεχνικής ποσοτικοποίησης.  
4. Περίπλοκο/µικτό σφάλµα. Αποτελεί µερική περίπτωση του προηγούµενου τύπου και απο-
δίδεται από µη ευθύγραµµες καµπύλες συσχέτισης. Συνήθως οφείλεται στη χηµεία της µέτρη-
σης (π.χ. µικρές σταθερές ισορροπίας, βραδεία αποκατάσταση ισορροπίας) και σε οργανολο-
γικά προβλήµατα. Τα σφάλµατα µπορεί να είναι µονοκατευθυνόµενα ή οµαδοποιούνται σε 
περιορισµένο αριθµό οµάδων µε το ίδιο πρόσηµο (π.χ. +++ −−−−++). Το τελευταίο αυτό 
χαρακτηριστικό καθιστά το είδος αυτό του σφάλµατος ως το πλέον "ύπουλο", αφού µπορεί 
(συµπτωµατικά) να υπάρχουν περιοχές πρακτικά µηδενικού σφάλµατος, ή µίας “καθησυχα-
στικής” εναλλαγής των προσήµων του σφάλµατος. Εάν σφάλµα αυτού του είδους υπεισέρχε-
ται µόνο στο στάδιο της µέτρησης, δεν µπορεί να αντιµετωπιστεί παρά µόνο µε χρησιµοποίη-
ση καµπύλης αναφοράς ως τεχνικής ποσοτικοποίησης, όπου τα πρότυπα θα πρέπει να έχουν 
υπόβαθρο περιεχόµενο παραπλήσιο των δειγµάτων. 
 
 
1.4. Τυχαία σφάλµατα  
Μετρήσεις µε αποκλειστικώς τυχαία σφάλµατα χαρακτηρίζονται από τυχαιότητα στη συχνό-
τητα και αλληλουχία του πρόσηµου του σφάλµατος (π.χ. ++−+ −−+−++−+). Τα µικρά (απο-
λύτως) σφάλµατα είναι περισσότερο πιθανά από τα µεγάλα και γενικά χαρακτηρίζονται από 
κάποιο µέτρο της διασποράς (dispersion ή scattering) των λαµβανόµενων τιµών (π.χ. εύρος 
τιµών, τυπική απόκλιση). Το µέτρο διασποράς επιλέγεται ανάλογα µε το είδος της στατιστι-
κής κατανοµής τους.  
Εξ ορισµού τα τυχαία σφάλµατα έχουν ως πραγµατική µέση τιµή το µηδέν και ως εκ τούτου 
αποτελεσµατική µείωσή τους µπορεί να επιτευχθεί µε αύξηση του αριθµού των µετρήσεων. 
Τούτο βέβαια δεν είναι πάντοτε εφικτό λαµβανοµένων υπόψη παραγόντων, όπως η ποσότητα 
του διατιθέµενου δείγµατος, το κόστος, ο χρόνος και ο φόρτος εργασίας. Σε αντίθεση µε τα 
τυχαία σφάλµατα, τα συστηµατικά σφάλµατα δεν µειώνονται µε αύξηση του αριθµού µετρή-
σεων. 
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Σχήµα 1-2.  Σηµειογράµµατα αξιολόγησης της ορθότητας και ακρίβειας µετρήσεων. 

 
 
1.5. Αξιολόγηση µετρήσεων  
Οι επόµενοι όροι χαρακτηρίζουν µία αναλυτική τεχνική, αλλά και τη γενικότερη απόδοση 
ενός εργαστηρίου, όπως και την προσωπική ικανότητα του αναλυτή:  
1. Ορθότητα (accuracy). Είναι µέτρο της εγγύτητας της µετρούµενης τιµής προς την πραγ-
µατική και αποδίδεται αποκλειστικά από το σφάλµα (Εξίσωση 1-1) ή τη µέση τιµή των από-
λυτων τιµών του σφάλµατος (ή του σχετικού σφάλµατος) σε περίπτωση γενικής αξιολόγήσης 
πολλών µετρήσεων σε πολλά δείγµατα.  
2. Ακρίβεια (precision). Είναι το µέτρο της διασποράς µιας σειράς µετρήσεων από µέτρηση 
σε µέτρηση και µέσα στην ίδια σειρά µετρήσεων (within-run precision) και εκφράζεται µε 
κάποιο στατιστικό µέτρο της διασποράς (π.χ. µε την τυπική απόκλιση).   
Όροι που σχετίζονται µε την ακρίβεια είναι η επαναληψιµότητα (repeatability) και η ανα-
παραγωγιµότητα. (reproducibility). Γενικά, η επαναληψιµότητα αποτελεί µέτρο της δια-
σποράς οµοειδών µετρήσεων που εκτελούνται στο ίδιο εργαστήριο και από το ίδιο προσωπι-
κό, ενώ η αναπαραγωγιµότητα αποτελεί ανάλογο µέτρο της διασποράς oµοειδών µετρήσεων, 
που έχουν ληφθεί σε διάφορα εργαστήρια.  
Στα σηµειογράµµατα του Σχήµατος 1-2 δείχνονται τυπικές περιπτώσεις συνδυασµών ορθότη-
τας και ακρίβειας.  
3. Τάση (trend). Εκφράζει τον τρόπο κατά τον οποίο εξαρτάται το αποτέλεσµα της µέτρησης 
ενός µεγέθους από την προηγούµενη µέτρηση του ίδιου µεγέθους (στο ίδιο δείγµα) και επο-
µένως εµπεριέχει τη διάσταση του χρόνου. Ιδανικά δεν πρέπει να υπάρχει καµία εξάρτηση, 
άσχετα από το είδος του ενυπάρχοντος σφάλµατος (συστηµατικού ή τυχαίου). Ή δεν θα πρέ-
πει να υπάρχει διαφορά (µηδενικό ή αποκλειστικά συστηµατικό σφάλµα) ή το εκάστοτε απο-
τέλεσµα θα πρέπει να εµφανίζεται τυχαία µεγαλύτερο ή µικρότερο από το προηγούµενο. Εάν 
διαπιστωθεί συστηµατική εµφάνιση συνεχώς αυξανόµενων ή µειούµενων τιµών, τότε υπάρχει 
τάση (ή ολίσθηση) τιµών (Σχήµα 1-3).  
Η τάση συχνά παραβλέπεται ως παράγοντας αξιολόγησης σειρά µετρήσεων και δεν ελέγχεται 
η ύπαρξή της. Παρ' όλα αυτά µπορεί να ανιχνευθεί µε σχετικά απλές στατιστικές δοκιµασίες1, 
οι οποίες επιβάλλεται να προηγηθούν από κάθε άλλη στατιστική δοκιµασία αξιολόγησης της 
ορθότητας και της ακρίβειας της εξεταζόµενης µεθόδου. 

                                            
1  'Ενας απλός τρόπος ανίχνευσης τάσης βασίζεται στην εξέταση της τυπικής απόκλισης (sa) της κλίσης 
a της ευθείας που περιγράφει το αποτέλεσµα κάθε µέτρησης (Υ) ως συνάρτηση του αύξοντα αριθµού 
της (i), όπως λαµβάνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (Υ = a i + b). Εάν η κλίση a βρεθεί 
σηµαντικά διαφορετική από το µηδέν (π.χ. µε τη δοκιµασία Student’s t), τότε θεωρείται ότι υπάρχει 
τάση στο δεδοµένο επίπεδο εµπιστοσύνης. 
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Σχήµα 1-3. Τάση µετρήσεων: (A) απουσία συγκεκριµένης τάσης, (Β) ενδείξεις αυξητικής τάσης, (Γ) 

σαφής ύπαρξη αυξητικής τάσης. 
 
Η ύπαρξη τάσης (γενικά) είναι "ό,τι χειρότερο" µπορεί να συµβεί σε µία µέτρηση, αφού φέρει 
την όλη διαδικασία εκτός ελέγχου (οut of control). Η οποιαδήποτε αξιολόγηση ως προς την 
ορθότητα ή ακρίβεια, οσωνδήποτε µετρήσεων µε τάση, δεν έχει νόηµα. H τάση καθιστά αδύ-
νατο τον υπολογισµό οποιουδήποτε στατιστικού στοιχείου (ακόµη και της µέσης τίµης) και 
διορθώνεται µόνο µε δραστικό έλεγχο της χηµείας (π.χ. αστάθεια κάποιου αντιδραστηρίου) 
και των χρησιµοποιούµενων οργάνων (π.χ. σωρευτική µόλυνση ή ρύπανση ενός ανιχνευτή, 
θερµική αστάθεια).  
Η τεχνική του εσωτερικού προτύπου (internal standard), ως τεχνική ποσοτικοποίησης, πολλές 
φορές διορθώνει τα αποτελέσµατα και εφαρµόζεται, όπου είναι δυνατόν (ιδιαίτερα στις 
χρωµατογραφικές τεχνικές). Τυπικά η τεχνική αυτή εφαρµόζεται, εφόσον έχουµε τη δυνατό-
τητα σύγχρονης µέτρησης δύο αναλυτικών σηµάτων, δηλ. της µετρούµενης ουσίας και του 
εσωτερικού προτύπου. 
 
 
1.6. Μερικοί ορισµοί κατά ISO 5725  
Ο ∆ιεθνής Οργανισµός Προτυποποίησης (International Organization for Standardization) 
στην έκδοσή του 5725 µε τίτλο “Accuracy (Trueness and Precision) of measurement methods 
and results” καθιερώνει ένα πρότυπο τρόπο προσδιορισµού της ορθότητας και ακρίβειας νέων 
επίσηµων αναλυτικών µεθόδων ελέγχου, µέσω διεργαστηριακών (interlaboratory) αναλύ-
σεων προτύπων δειγµάτων. Στην πρώτη ενότητα (5725-1) του προτύπου αυτού παρέχονται 
ορισµένοι βασικοί ορισµοί ως οι ακόλουθοι:  
• Παρατηρούµενη τιµή (observed value): η τιµή του χαρακτηριστικού που λαµβάνεται ως 
αποτέλεσµα µιας παρατήρησης.  
• Αποτέλεσµα δοκιµασίας (test result): η τιµή ενός χαρακτηριστικού που λαµβάνεται µε 
εκτέλεση µιας καθορισµένης µεθόδου δοκιµασίας2.  
• Επίπεδο δοκιµασίας σε πείραµα επαναληψιµότητας (level of the test in a precision 
experiment): Η γενική µέση τιµή (general average) των αποτελεσµάτων δοκιµασίας από όλα 
τα εργαστήρια για ένα συγκεκριµένο δοκιµαζόµενο υλικό ή δείγµα.  
• Στοιχείο σε πείραµα επαναληψιµότητας (cell in a precision experiment): Τα απο-
τελέσµατα δοκιµασίας σε απλό επίπεδο δοκιµασίας που λαµβάνονται από ένα εργαστήριο. 
                                            
2 [Σηµείωση ISO] Η µέθοδος δοκιµασίας πρέπει να καθορίζει τον αριθµό των πραγµατοποιούµενων 
παρατηρήσεων και τον τρόπο µε το οποίο από τις παρατηρήσεις προκύπτει και πώς παρουσιάζεται το 
αποτέλεσµα (µε λήψη µέσης τιµής, διάµεσης τιµής, υπολογισµό τυπικής απόκλισης κ.λπ.). Μπορεί 
επιπλέον να απαιτούνται κάποιες τυπικές διορθώσεις (π.χ. ως προς πίεση και θερµοκρασία σε περιπτώ-
σεις τιµών όγκου αερίων). Η τιµή µπορεί να υπολογισθεί από κάποιο αριθµό παρατηρήσεων και στην 
απλούστερη περίπτωση µόνο από µία. 
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• Αποδεκτή τιµή αναφοράς (accepted reference value): Μια τιµή που εξυπηρετεί ως “εκ 
συµφωνίας” αναφορά για σύγκριση και η οποία προκύπτει ως:  
α) Θεωρητική ή καθιερωµένη τιµή µε βάση επιστηµονικές αρχές. 
β) Αποδιδόµενη (assigned) ή διακριβωµένη (certified) τιµή µε βάση πειραµατική εργασία 
ενός εθνικού ή διεθνούς οργανισµού. 
γ)  Εκ συγκατάθεσης (consensus) ή διακριβωµένη τιµή βασιζόµενη σε πειραµατική συνερ-
γασία υπό την γενική επίβλεψη µιας επιστηµονικής ή τεχνικής οµάδας.  
δ) Σε περίπτωση που δεν υπάρχουν τα α), β) και γ), η αναµενόµενη τιµή (expected value) της 
(µετρούµενης) ποσότητας, δηλ. η µέση τιµή ενός καθορισµένου πληθυσµού µετρήσεων.  
• Ορθότητα (accuracy): Η εγγύτητα (closeness) της συµφωνίας µεταξύ του αποτελέσµατος 
δοκιµασίας και της αποδεκτής τιµής αναφοράς3.  
• Αληθότητα (trueness): Η εγγύτητα της συµφωνίας µεταξύ της µέσης τιµής που λαµβάνεται 
από µια µεγάλη σειρά αποτελεσµάτων δοκιµασίας και της αποδεκτής τιµής αναφοράς4.   
• Συστηµατικό σφάλµα (bias): Η διαφορά µεταξύ της αναµενόµενης τιµής µιας σειράς 
αποτελεσµάτων δοκιµασίας και της αποδεκτής τιµής αναφοράς5, 6.  
• Συστηµατικό σφάλµα (ή µεροληψία) εργαστηρίου (laboratory bias): Η διαφορά µεταξύ 
της αναµενόµενης τιµής µιας σειράς αποτελεσµάτων δοκιµασίας ενός συγκεκριµένου εργα-
στηρίου και της αποδεκτής τιµής αναφοράς.  
• Συστηµατικό σφάλµα µεθόδου µέτρησης (bias of the measurement method): H διαφορά 
µεταξύ της αναµενόµενης τιµής µιας σειράς αποτελεσµάτων δοκιµασίας από όλα τα εργαστή-
ρια που χρησιµοποιούν τη µέθοδο αυτή και της αποδεκτής τιµής αναφοράς.   
• Συστατικό συστηµατικού σφάλµατος εργαστηρίου (laboratory component of bias): Η 
διαφορά µεταξύ του συστηµατικού σφάλµατος του εργαστηρίου και του συστηµατικού σφάλ-
µατος µεθόδου µέτρησης.  
• Ακρίβεια (precision): Η εγγύτητα της συµφωνίας µεταξύ των ανεξάρτητων αποτελεσµάτων 
δοκιµασίας που λαµβάνονται κάτω από αυστηρά ‘επιβαλλόµενες’ (stipulated) συνθήκες7. 
                                            
3 [Σηµείωση ISO] Ο όρος αυτός, όταν εφαρµόζεται σε µια οµάδα (set) αποτελεσµάτων δοκιµασίας, 
περιλαµβάνει συνδυασµό τυχαίων συστατικών και ένα κοινό συστηµατικό σφάλµα ή συστατικό συ-
στηµατικού σφάλµατος. 
 
4 [Σηµείωση ISO] 
α) Το συστηµατικό σφάλµα  αποτελεί συνήθως το µέτρο της ορθότητας.  
β) Η αληθότητα έχει αναφερθεί και ως “ορθότητα της µέσης τιµής”. ∆εν συνιστάται η χρήση του όρου 
αυτού.  
 
5 [Σηµείωση ISO] Το συστηµατικό σφάλµα αποτελεί ουσιαστικά το “ολικό συστηµατικό σφάλµα” σε 
αντίθεση µε το τυχαίο σφάλµα. Μπορεί να υπάρχουν ένα ή περισσότερα συστατικά που συνεισφέρουν 
στο συστηµατικό σφάλµα. Μία µεγαλύτερη συστηµατική διαφορά από την αποδεκτή τιµή αναφοράς 
απεικονίζεται από µια αντίστοιχα µεγαλύτερη τιµή συστηµατικού σφάλµατος. 
 
6  [Σηµείωση] O όρος bias στην Ελληνική βιβλιογραφία Αναλυτικής Χηµείας αναφέρεται και ως “προ-
κατάληψη” ή “µεροληψία” , που αποτελεί και µια πιο άµεση και καθηµερινή απόδοση αυτής της 
Αγγλικής λέξης στην Ελληνική.  
 
7  [Σηµείωση ISO] 
α) Η ακρίβεια εξαρτάται από την κατανοµή των τυχαίων λαθών και δεν σχετίζεται µε την αληθή τιµή ή 
την καθορισµένη τιµή. 
β) Η ακρίβεια µπορεί να εκφρασθεί και ως ανακρίβεια (imprecision) και υπολογίζεται ως η τυπική 
απόκλιση των αποτελεσµάτων δοκιµασίας. Όσο µικρότερη είναι η ακρίβεια, τόσο µεγαλύτερη είναι 
τυπική απόκλιση. 
γ) Ο όρος “ανεξάρτητα αποτελέσµατα δοκιµασίας” υποδηλώνει αποτελέσµατα που ελήφθησαν κατά 
τρόπο που δεν επηρεάζεται από ένα προηγούµενο αποτέλεσµα πάνω στο ίδιο το δοκιµαζόµενο αντικεί-
µενο. Τα µέτρα της ακρίβειας εξαρτώνται κρίσιµα από τις επιβαλλόµενες συνθήκες.  
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• Επαναληψιµότητα (repeatability): Η ακρίβεια κάτω από συνθήκες ενδοεργαστηριακής 
επαναληψιµότητας.  
• Συνθήκες επαναληψιµότητας (repeatability conditions): Συνθήκες κάτω από τις οποίες 
λαµβάνονται ανεξάρτητα αποτελέσµατα δοκιµασιών µε την ίδια µέθοδο, επάνω στα ίδια 
δείγµατα, στο ίδιο εργαστήριο, από τον ίδιο αναλυτή, µε τα ίδια σκεύη και µεταξύ σύντοµων 
χρονικών διαστηµάτων.  
• Τυπική απόκλιση επαναληψιµότητας (repeatability standard deviation): Η τυπική απόκλιση 
των αποτελεσµάτων δοκιµασίας που λαµβάνονται κάτω από συνθήκες επαναληψιµότητας8.  
• Όριο επαναληψιµότητας (repeatability limit): Τιµή ως προς την οποία η διαφορά δύο 
αποτελεσµάτων δοκιµασιών κάτω από συνθήκες επαναληψιµότητας αναµένεται να είναι ίση 
ή µικρότερη στο 95% των περιπτώσεων9.  
• Αναπαραγωγιµότητα (reproducibility): Ακρίβεια κάτω από συνθήκες αναπαραγωγιµότητας.  
• Συνθήκες αναπαραγωγιµότητας (reproducibility conditions): Συνθήκες κάτω από τις οποίες 
λαµβάνονται αποτελέσµατα δοκιµασιών µε την ίδια µέθοδο, επάνω στα ίδια δείγµατα σε δια-
φορετικά εργαστήρια, από διαφορετικούς αναλυτές, που χρησιµοποιούν διαφορετικά σκεύη.  
• Τυπική απόκλιση αναπαραγωγιµότητας (reproducibility standard deviation): Η τυπική 
απόκλιση των αποτελεσµάτων δοκιµασίας που λαµβάνονται κάτω από συνθήκες αναπαραγω-
γιµότητας10.  
• Όριο αναπαραγωγιµότητας (reproducibility limit): Τιµή προς την οποία η διαφορά δύο 
αποτελέσµατων δοκιµασιών κάτω από συνθήκες αναπαραγωγιµότητας αναµένεται να είναι 
ίση ή µικρότερη στο 95% των περιπτώσεων11.  
• Έκτοπη τιµή ή µέτρηση (outlier): Μέλος οµάδας τιµών το οποίο είναι ασυνεπές ως προς 
τα άλλα µέλη της οµάδας12. 
 
 

                                            
8 [Σηµείωση ISO] 
α) Αποτελεί µέτρο της διασποράς κάτω από συνθήκες επαναληψιµότητας. 
β) Αντίστοιχα θα µπορούσαν να ορισθούν οι όροι “διακύµανση επαναληψιµότητας” (repeatability varian-
ce) και “συντελεστής διακύµανσης επαναληψιµότητας” (repeatability coefficient of variation), ως µέτρα 
της διασποράς κάτω από συνθήκες ενδοεργαστηριακής επαναληψιµότητας. 
 
9 [Σηµείωση ISO] Το χρησιµοποιούµενο σύµβολο είναι r. 
 
10 [Σηµείωση ISO] 
α) Αποτελεί µέτρο της διασποράς κάτω από συνθήκες αναπαραγωγιµότητας. 
β) Αντίστοιχα θα µπορούσαν να ορισθούν οι όροι “διακύµανση αναπαραγωγιµότητας” (reproducibility 
variance) και “συντελεστής διακύµανσης αναπαραγωγιµότητας” (reproducibility coefficient of varia-
tion), ως µέτρα της διασποράς κάτω από συνθήκες αναπαραγωγιµότητας. 
 
11 [Σηµείωση ISO] Το χρησιµοποιούµενο σύµβολο είναι R. 
 
12 [Σηµείωση ISO] Στο ISO 5725-2 καθορίζονται οι στατιστικές δοκιµασίες και το επίπεδο σηµαντικό-
τητας που πρέπει να χρησιµοποιούνται για τον εντοπισµό εκτρόπων τιµών σε πειράµατα ορθότητας 
και ακρίβειας. 
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Παρατήρηση επί της ορολογίας:  
Μία απλή µέτρηση µπορεί να θεωρηθεί ότι παρέχεται από τη σχέση: 
 

xi                 =               µ               +               Β                +             e 
       (µετρούµενη τιµή)      (αποδεκτή τιµή)     (συστηµ. σφάλµα, bias)   (τυχαίο σφάλµα) 
 
Αν έχουν εκτελεστεί πολλές µετρήσεις και έχει ληφθεί η µέση τιµή µετρήσεωνx  κάτω από 
συνθήκες επαναληψιµότητας, οι τιµές Β και e αποκτούν πλέον µέτρα και αντικαθίστανται ως 
εξής:  
 
                   xi                =               µ             +           (x  −  µ )         +         ( xi  −x )               
       (µετρούµενη τιµή)      (αποδεκτή τιµή)    (συστηµ. σφάλµα, bias)     (τυχαίο σφάλµα) 
 
 η τελευταία µπορεί να γραφεί ως εξής: 
 

           xi − µ                      =             (x  −  µ )               +             ( xi −x )              
   (ολικό σφάλµα µίας µέτρησης)        (συστηµ. σφάλµα, bias)             (τυχαίο σφάλµα)  
 
τα παραπάνω αποτελούν  µέτρα των εννοιών: 
 
                   Ορθότητα                     =             Αληθότητα                +        Ακρίβεια            
                  (accuracy)                                      (trueness)                          (precision)                              
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2. KATANOMEΣ - ΣΤΑΤΙΣΤΙΚA ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΛΗΘΥΣΜΩΝ 
 
2.1.   Κατανοµές  
Η διαπίστωση ενός ενδεικτικού µεγέθους του τυχαίου σφάλµατος µπορεί να πραγµατοποιηθεί 
µόνο µε πολλαπλές πάντοτε µετρήσεις ενός δείγµατος ή (πληρέστερα) περισσότερων δειγµά-
των διαφορετικών περιεκτικοτήτων, για να διαπιστωθεί η εξάρτηση των στατιστικών ιδιο-
τήτων του τυχαίου σφάλµατος από τη δεδοµένη αναλυτική περιοχή (τυπικά: στα 10%, 50% 
και 90% της συνολικής περιοχής).  
Οι αριθµητικές τιµές πλήθους µετρήσεων µπορούν να καταταχθούν σε διαδοχικές κλάσεις 
(classes). Κάθε κλάση περιλαµβάνει τις µετρήσεις που βρίσκονται µεταξύ δύο οριακών 
τιµών, η διαφορά των οποίων ∆x είναι η ίδια (κατά κανόνα) σε όλες τις κλάσεις. Οι µετρήσεις 
µπορούν να πραγµατοποιούνται στο ίδιο δείγµα, όταν εξετάζεται η κατανοµή των αποτελε-
σµάτων µιας µεθόδου ή σε πλήθος οµοειδών δειγµάτων, όταν εξετάζεται η κατανοµή των 
τιµών της µετρούµενης παραµέτρου. Σε κάθε περίπτωση, για να έχει νόηµα η επίπονη αυτή 
διαδικασία, πρέπει να εξασφαλίζεται η οµοιογένεια του πληθυσµού.  
Το ποιoς πρέπει να είναι ο αριθµός των κλάσεων (εποµένως και το εύρος τους ∆x) για ένα 
δεδοµένο αριθµό µετρήσεων ρυθµίζεται από τον ερευνητή σύµφωνα µε την πείρα του. Προ-
φανώς, όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός των κλάσεων, τόσο λιγότερες µετρήσεις θα περι-
λαµβάνονται σε κάθε µία εξ αυτών και ενδέχεται να µην υπάρχει ικανοποιητική απεικόνιση 
της κατανοµής. Για µικρό αριθµό κλάσεων, ενώ θα υπάρχει ικανοποιητικός πλέον αριθµός 
µετρήσεων για κάθε κλάση, πάλι δεν θα υπάρχει ικανοποιητική απεικόνιση της κατανοµής. 
Υπάρχει ένας εµπειρικός κανόνας για τον καλύτερο αριθµό κλάσεων (κανόνας του Sturges) 
σύµφωνα µε τον οποίο ο άριστος αριθµός κλάσεων για Ν µετρήσεις είναι ο πλησιέστερος 
ακέραιος αριθµός προς τον αριθµό k, που παρέχεται από την εξίσωση: 

 
 Κανόνας Sturges:    Nlog3,3221k 10+=   (2-1) 
 
Στον Πίνακα 2.1 δίνονται τιµές 50 διαδοχικών προσδιορισµών θειικών ιόντων σε δείγµα φυ-
σικού ύδατος και στον Πίνακα 2.2 δείχνεται η κατάταξη τους σε διαφορετικές κλάσεις.  
Το πλήθος των µετρήσεων που ανήκει σε κάθε κλάση ονοµάζεται συχνότητα (frequency, f) 
της κλάσης, το δε πηλίκο της συχνότητας δια του συνολικού αριθµού των µετρήσεων (πληθυ-
σµιακό κλάσµα) αποτελεί τη σχετική συχνότητα (relative frequency, fR) της κλάσης. Η απει-
κόνιση του πληθυσµιακού κλάσµατος ή συχνότητας (frequency, f) των τιµών ενός µεγάλου 
αριθµού (N) (ιδανικά άπειρων) µετρήσεων στο ίδιο δείγµα, σε n κλάσεις αποδίδει χονδρικά 
την κατανοµή (distribution) των µετρήσεων µε τη µορφή ιστογραµµάτων (Σχήµα 2-1Α).  
Είναι προφανής η ισχύς των σχέσεων: 
 

 ∑
=

=
n

1i
Nf(x)   (2-2)

  

 ∑
=

=
n

1i
R 1(x)f   (2-3) 

 
Όσο αυξάνει ο αριθµός των µετρήσεων Ν τείνει προς το άπειρο και το εύρος ∆x των κλάσεων 
τείνει προς το µηδέν, το περίγραµµα του ιστογράµµατος τείνει να αποκτήσει τη µορφή συνε-
χούς καµπύλης (Σχήµα 2-1Β), oπότε η διακριτή (discrete) Εξίσωση 2-2 αποκτά τη συνεχή 
(continuous) µορφή της: 

 ∫
+∞

∞−

=1dxf(x)     (∆x → 0, N → ∞)        (2-4) 
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Πίνακας 2.1. Αποτελέσµατα 50 διαδοχικών µετρήσεων θειικών σε δείγµα φυσικού ύδατος µε 
µία φωτοµετρική µέθοδο. 

  
Προσδιορισθείσα συγκέντρωση (mg SO3/L) 

4,59 4,66 4,76 4,65 4,64 4,56 4,57 4,63 4,66 4,49 
4,62 4,71 4,51 4,72 4,44 4,68 4,66 4,69 4,62 4,56 
4,68 4,58 4,67 4,79 4,68 4,55 4,46 4,75 4,67 4,57 
4,63 4,77 4,65 4,70 4,64 4,67 4,74 4,76 4,65 4,69 
4,56 4,73 4,48 4,63 4,73 4,65 4,58 4,70 4,59 4,54 

 
 

       Πίνακας 2.2.  Κατάταξη σε κλάσεις των µετρήσεων του Πίνακα 2.1. 
 

Περιγραφή κλάσης 
( mg SO3/L) 

Συχνότητα, 
f(x) 

Σχετική συχνότητα, 
fR(x) 

4,40 < x ≤ 4,45 1 0,02 
4,45 < x ≤ 4,50 3 0,06 
4,50 < x ≤ 4,55 3 0,06 
4,55 < x ≤ 4,60 9 0,18 
4,60 <x ≤ 4,65 11 0,22 
4,65 < x ≤ 4,70 13 0,26 
4,70 < x ≤ 4,75 6 0,12 
4,75 < x ≤ 4,80 4 0,08 
4,40 < x ≤ 4,80 50 1,00 

  
 

 
 
Σχήµα 2-1. (Α): Πληθυσµιακή "διακριτή" κατανοµή (ιστόγραµµα) του συνόλου των 50 µετρήσεων του 

Πίνακα 2.1. (Β): Πιθανή µορφή της αντίστοιχης συνεχούς καµπύλης κατανοµής. 
 
H τιµή του ολοκληρώµατος µεταξύ δύο ορίων (α, β) εκφράζει την πιθανότητα (Ρ) του να βρε-
θεί τιµή x στην περιοχή αυτή (P(α ≤x ≤ β)). Η τιµή 1 (P=1 σηµαίνει βεβαιότητα) στην περι-
οχή ολοκλήρωσης (−∞, +∞) εκφράζει την προφανή βεβαιότητα ανεύρεσης µιας τιµής x 
µεταξύ −∞ και +∞, δηλ. πάντοτε  P(−∞ ≤ x ≤ +∞) = 1.   
Η καµπύλη κατανοµής (distribution curve), γενικά, αποτελεί την πληρέστερη απεικόνιση 
της στατιστικής κατανοµής ενός πλήθους τιµών (π.χ. φυσιολογικών τιµών ενός συστατικού 
του ορού).  
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Εναλλακτικό τρόπο παρουσίασης της στατιστικής κατανοµής ενός πλήθους τιµών αποτελούν 
τα διαγράµµατα της συνάρτησης σωρευτικής κατανοµής (cumulative distribution function, 
cdf). Η cdf (στη συνεχή µορφή της) ουσιαστικά αποδίδει το ολοκλήρωµα της συνάρτησης 
κατανοµής fR(x) από την τιµή −∞  έως µια τιµή α, δηλαδή ουσιαστικά είναι γραφική παρά-
σταση της πιθανότητας P(−∞ ≤ α). 
 

 cdf: ∑
−∞=

≤−∞
α=x

x
R (x)f=α)P(   (2-5) 

 

 cdf: ∫
∞−

≤−∞
α

R dx(x)f=α)P(   (2-6) 

 
Η cdf είναι πάντοτε µονότονη συνάρτηση (η τιµή της αυξάνει, όσο αυξάνει η τιµή α) µε 
δυνατή περιοχή τιµών από 0 έως 1. Στο Σχήµα 2-2 δείχνονται οι καµπύλες cdf που αντιστοι-
χούν στις κατανοµές του Σχήµατος 2-1 στη διακριτή και στη συνεχή µορφή τους. 
 
 

 
 

Σχήµα 2-2. Καµπύλες cdf: (Α) της διακριτής και (Β) συνεχούς κατανοµής του Σχήµατος 2-1. 
 
Με εξέταση της µορφής της διάκριτης καµπύλης cdf ενός πεπερασµένου πλήθους τιµών δια-
πιστώνεται ο τύπος κατανοµής (διαγράµµατα cdf σε χάρτες "κανονικών πιθανοτήτων", δοκι-
µασία Kolmogorov - Smirnov κ.α.). 
 
 
2.2. Χαρακτηριστικές παράµετροι κατανοµών και πληθυσµιακών δειγµάτων  
Επειδή µια oποιαδήποτε καµπύλη κατανοµής δύσκολα µπορεί να αποδοθεί µε τρόπο διαφο-
ρετικό από το ίδιο το σχήµα της, καταβάλλεται προσπάθεια να αποδοθεί µε ένα περιορισµένο 
αριθµό χαρακτηριστικών αριθµητικών παραµέτρων.  
Οι ακριβείς τιµές των χαρακτηριστικών παραµέτρων µιας κατανοµής ενός πληθυσµού είναι 
επακριβώς γνωστές στο σηµείο που είναι διαθέσιµος ολόκληρος ο πληθυσµός των στοιχείων 
που απαρτίζουν την κατανοµή. Κάτι τέτοιο βέβαια δεν είναι δυνατόν. Στην πράξη οι oποιεσ-
δήποτε στατιστικές µελέτες πραγµατοποιούνται σε περιορισµένο αριθµό στοιχείων του πλη-
θυσµού, γνωστό ως πληθυσµιακό δείγµα (population sample).   
Όσο αυξάνει το µέγεθος (αριθµός στοιχείων, µετρήσεων κ.λπ.) του πληθυσµιακού δείγµατος, 
τόσο ακριβέστερα µπορούν να εκτιµηθούν οι χαρακτηριστικές παράµετροι του πληθυσµού. 
Τα µεγέθη αυτά, ως υπολογίζονται από το πληθυσµιακό δείγµα, ονοµάζονται γενικά εκτιµή-
τριες (estimators) παράµετροι των πληθυσµιακών κατανοµών.   
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Οι κυριότερες χαρακτηριστικές παράµετροι των κατανοµών, που παρέχονται από πληθυ-
σµιακό δείγµα (x1, x2, ..., xn) (π.χ. τα αναλυτικά αποτελέσµατα µετρήσεων ενός συστατικού 
στο ίδιο προς ανάλυση δείγµα) χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες:  
1. Παράµετροι θέσης. 
2. Παράµετροι διασποράς. 
3. Παράµετροι συµµετρίας.  
και περιγράφονται στη συνέχεια. Οι παράµετροι αυτές συλλογικά ονοµάζονται περιγραφικά 
στατιστικά στοιχεία (descriptive statistics), εφόσον οι τιµές τους περιγράφουν κατά κάποιο 
τρόπο τη µορφή της κατανοµής του δείγµατος. 
 
 
2.2.1. Παράµετροι θέσης  
Οι παράµετροι θέσης, γνωστές και ως στατιστικά στοιχεία κεντρικής τάσης (central 
tendency) είναι οι παράµετροι εκείνες που σχετίζονται µε τη θέση του κέντρου της κατα-
νοµής και εκφράζονται πάντοτε σε µονάδες της µετρούµενης ποσότητας.    
1. Μέση τιµή (mean).  Η µέση τιµή είναι η κυριότερη παράµετρος θέσης και παρέχεται από 
τη σχέση: 
 

 ∑
=

=+++=
n

1i
in21 n/xn/)x...x(xx   (2-7) 

 
Εφόσον έχει αποκλειστεί η παρουσία συστηµατικού σφάλµατος, η µέση τιµή προσεγγίζει την 
πραγµατική και το τυχαίο σφάλµα περιορίζεται, όσο αυξάνει το µέγεθος του δείγµατος. Η 
µέση τιµή πληθυσµού (n = ∞) συµπίπτει µε την πραγµατική µ, δηλαδή ισχύει: 
 
 µx → ,    εάν     n → ∞ (2-8)             
 
Σε όλες τις πληθυσµιακές κατανοµές, η κάθετος που φέρεται στη µέση τιµή χωρίζει την περι-
βαλλόµενη επιφάνεια σε δύο µέρη ίσου εµβαδού (σηµείο Α, Σχήµα 2-1β).  
2. ∆ιάµεση τιµή (median). Μετά τη διάταξη των τιµών κατά αυξανόµενη τιµή (x1 < x2 < 
...< xn) (διατεταγµένες τιµές, ordered values), ως διάµεση (ή διχοτόµος) τιµή median(xi) 
παρέχεται από τις σχέσεις: 

 
 2/1)(ni x)median(x +=   (n: περιττός)  (2-9α) 

 

 
2
xx

)median(x 12n/2n/
i

++
=   (n: άρτιος)  (2-9β) 

 
Η διάµεση τιµή συχνά προτιµάται ως ανθεκτικότερο στατιστικό στοιχείο (robust statistic ή 
robust estimator) σε σχέση µε τη µέση τιµή, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις µικρών πληθυσµιακών 
δειγµάτων, διότι δεν επηρεάζεται από την παρουσία ισχυρώς αποκλινουσών ή εκτόπων µε-
τρήσεων  (outliers) στο πληθυσµιακό δείγµα.   
Η µόνη δυσκολία στον υπολογισµό της διάµεσης τιµής είναι ο αλγοριθµικός χαρακτήρας του 
προσδιορισµού της, δηλ. είναι αποτέλεσµα αλληλουχίας διαδικασιών ως: διάταξη τιµών κατά 
αυξανόµενη τιµή, ανεύρεση των µεσαίων στοιχείων και επιλογή της Εξίσωσης 2-9α ή της Εξί-
σωσης 2-9β) και δεν υπολογίζεται από µια συγκεκριµένη εξίσωση (όπως π.χ. η µέση τιµή). 
 
3. Ρυθµισµένη µέση τιµή (trimmed mean value). Πολλές φορές, για να αποφευχθεί η επί-
δραση ισχυρώς αποκλεινουσών µετρήσεων στη µέση τιµή, απορρίπτονται οι ακραίες τιµές 
µιας διατεταγµένης σειράς µετρήσεων (δηλ. οι µικρότερες και οι µεγαλύτερες τιµές σε ίσο 
αριθµό) και υπολογίζεται η µέση τιµή των υπολοίπων.   



 Α-15

Ως εκατοστιαίο ποσοστό ρύθµισης (trimming percentage) ορίζεται η ποσότητα 100r/n, όπου 
r o αριθµός των απορριπτόµενων µετρήσεων και n o αρχικός αριθµός µετρήσεων. Τα συνήθη 
ποσοστά ρύθµισης είναι 10 έως 25%.   
4. Επικρατούσα τιµή (mode, ΜΟ). Αντιστοιχεί στην τιµή που εµφανίζει τη µεγαλύτερη 
συχνότητα εµφάνισης (τιµή κορυφής). ∆εν συµπίπτει κατ' ανάγκη µε τη µέση ή διάµεση τιµή 
(σηµείο Β, Σχήµα 2-1Β). Eίναι σύνηθες το φαινόµενο κατανοµών µε περισσότερες από µία 
κορυφές (πολυκόρυφη κατανοµή), π.χ. µε δύο κορυφές, (δικόρυφη κατανοµή, bimodal di-
stribution) κατά την εξέταση της κατανοµής των τιµών (όχι σφαλµάτων) δειγµάτων κλινικού 
ενδιαφέροντος. Toύτο συνήθως είναι ένδειξη ανοµοιογένειας του πληθυσµιακού δείγµατος 
από το οποίο δεν θα πρέπει να αναµένονται στατιστικώς χρήσιµα αποτελέσµατα, δεδοµένου 
ότι η ανάµιξη πληθυσµιακών δειγµάτων καταργεί την οποιαδήποτε αξία των στατιστικών 
δοκιµασιών.  
Εάν η κατανοµή είναι διακριτή (δηλ. πληθυσµιακά στοιχεία είναι διατεταγµένα σε τάξεις), 
µπορεί να αναδειχθεί µόνο η επικρατούσα κλάση (εκείνη µε τη µέγιστη συχνότητα). Στην 
περίπτωση  αυτή η επικρατούσα τιµή ορίζεται από τη σχέση: 

 

 
21

1

LL
L

cLMO
+

+=   (2-10) 

 
όπου L είναι η µικρότερη τιµή της επικρατούσας κλάσης, L1 και L2 οι απόλυτες τιµές των 
διαφορών των συχνοτήτων της επικρατούσας κλάσης από την προηγούµενη και την επόµενη, 
αντιστοίχως, κλάση και c το εύρος της επικρατούσας κλάσης. 
 
 
2.2.2.  Παράµετροι διασποράς  
1. Εύρος ή περιοχή τιµών (range, R). Στη διατεταγµένη οµάδα τιµών (x1 < x2 < ...< xn) απο-
δίδεται από τη διαφορά: 

 
 1xxR n −=   (2-11)  
 
Το εύρος τιµών έχει περιορισµένη στατιστική αξία ως ελάχιστα ανθεκτικό στατιστικό στοι-
χείο, εφόσον είναι προφανές ότι επηρεάζεται δραµατικά από την παρουσία εκτόπων µετρή-
σεων.  
2. Τυπική απόκλιση (standard deviation, s). Παρέχεται από την εξίσωση: 
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=   (2-12) 

 
και αποτελεί το συνηθέστερο τρόπο έκφρασης της διασποράς των τιµών και εποµένως της 
ακρίβειας µίας µέτρησης. H s αποτελεί εκτιµήτρια της τυπικής απόκλισης πληθυσµού (po-
pulation standard deviation, σ) και ισχύει  
 
 σs→ ,    εάν     ∞→n   (2-13)             
 
Η τυπική απόκλιση (πληθυσµιακού δείγµατος) αποτελεί πολύτιµο στατιστικό στοιχείο, αφού 
πλήθος στατιστικών δοκιµασιών µπορεί να διευκολυνθεί από τη γνώση της τιµής της. Πρέπει 
να τονιστεί ότι οι στατιστικές δοκιµασίες αυτές προϋποθέτουν κανονικές κατανοµές πληθυ-
σµού κάτι που συχνά παραβλέπεται.  
Μια ισοδύναµη αλλά πιo εύχρηστη µορφή της Εξίσωσης 2-12 είναι η ακόλουθη: 
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Η τελευταία εξίσωση επιτρέπει τον υπολογισµό της τρέχουσας τυπικής απόκλισης πληθυ-
σµιακού δείγµατος (καθώς τούτο αυξάνει, π.χ. κατά τη συλλογή µετρήσεων µέσω ηλεκτρο-
νικών υπολογιστών), χωρίς να είναι αναγκαίος ο προηγούµενος υπολογισµός της µέσης τιµής.  
3. Σχετική τυπική απόκλιση (relative standard deviation, sr), η οποία παρέχεται από την 
εξίσωση: 

 
 x/ss r =   (2-15) 

 
Συχνά η σχετική τυπική απόκλιση αναφέρεται και ως συντελεστής µεταβλητότητας (coef-
ficient of variation, CV), αλλά η χρήση του όρου αυτού δεν συνιστάται πλέον. 
 
4. Σχετική τυπική απόκλιση επί τοις εκατό (relative standard deviation per cent, RSD %), η 
οποία παρέχεται από την εξίσωση: 

 
 100)x/(sRSD,% ×=   (2-16) 
 
Η έκφραση αυτή της σχετικής τυπικής απόκλισης είναι αρκετά συνηθισµένη αλλά χρειάζεται 
ιδιαίτερη προσοχή, όταν οι ίδιες οι µετρήσεις εκφράζονται επί τοις εκατό και καλό θα ήταν 
γενικά να αποφεύγεται (προτιµότερο είναι να δίνεται απλά η τιµή sr ως δεκαδικό κλάσµα και 
µόνο). Για παράδειγµα:  Αναφέρεται ανάλυση ορυκτού σιδήρου µε αποτέλεσµα: Fe: 15,20% 
και τυπική απόκλιση 0,25%, η σχετική τυπική απόκλιση είναι sr  = 0,25% / 15,20% = 0,0164 
ή 1,64%. Το αποτέλεσµα µπορεί να δοθεί ως: 
 

15,20% ± 0,25% (± τυπική απόκλιση) 
ή 

15,20% ± 1,64% (± σχετική τυπική απόκλιση επί τοις εκατό) 
 
Είναι προφανές ότι αν δεν δοθούν οι εντός παρενθέσεων διευκρινίσεις τα συµπεράσµατα για 
την επαναληψιµότητα των µετρήσεων µπορεί να είναι τελείως διάφορα. Ο µόνος ορθός τρό-
πος παρουσίασης του προηγούµενου αποτελέσµατος, που δεν απαιτεί επιπλέον διευκρινίσεις 
είναι:  (15,20±0,25) %. 
  
5. ∆ιακύµανση (variance). Η διακύµανση (γνωστή και ως διασπορά ή µεταβλητότητα) (τε-
λεστής: Var) είναι ίση µε το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης (v = s2 ή σ2). Θεωρείται ως 
πρωτογενές στατιστικό στοιχείο σε σχέση µε την τυπική απόκλιση. Σηµασία έχει στη διάδοση 
σφαλµάτων, όπου η χρήση της διευκολύνει τους υπολογισµούς, εφόσον ισχύουν σχέσεις ως 
(Α, Β: δύο διαφορετικοί πληθυσµοί, όπως π.χ. αποτελέσµατα µετρήσεων διαφορετικών µεγε-
θών, µε αντίστοιχες διακυµάνσεις Var(A), Var(B) ).  
 Var(A±B) = Var(A) + Var(B)  (2-17α)  
 [Var(A⋅B)]/ (Α⋅Β) = [Var(A)]/A + [Var(B)]/B  (2-17β) 

 
6. Μέση απόλυτη απόκλιση (absolute mean deviation, amd). Παρέχεται από την εξίσωση: 
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και είναι ανθεκτικότερο στατιστικό στοιχείο και µέτρο της διασποράς, σε σχέση µε την τυπι-
κή απόκλιση (µε περιορισµένη όµως χρήση για περαιτέρω δοκιµασίες), επηρεαζόµενο λιγό-
τερο από την παρουσία εκτόπων µετρήσεων.  
7. Τυπικό σφάλµα (standard error, S.E.). Αποτελεί µέτρο της διασποράς της µέσης τιµής από 
πληθυσµιακό δείγµα σε πληθυσµιακό δείγµα που έχει ληφθεί από την ίδια κατανοµή. Ουσια-
στικά πρόκειται για την τυπική απόκλιση της µέσης τιµής (όπως και συχνά αναφέρεται: 
standard deviation of the mean) και παρέχεται από την εξίσωση: 
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8. Εύρος µεταξύ ποσοστηµοριακών σηµείων (interpercentile range). Eίναι ίσως ο καταλλη-
λότερος τρόπος έκφρασης της διασποράς των τιµών σε περιπτώσεις πληθυσµών µε άγνωστη 
κατανοµή και εκφράζει την περιοχή τιµών που χωρίζουν δύο ποσοστά του διατεταγµενου 
συνόλου των µετρήσεων. Γενικά, εάν το στοιχείο του δείγµατος µε τιµή xα χωρίζει το διατε-
ταγµένο σύνολο των τιµών σε οµάδες που περιέχουν αντίστοιχα το 100α% και 100(1−α)% 
του συνόλου των στοιχείων και η τιµή x1−α χωρίζει το διατεταγµένο σύνολο των µετρήσεων 
αντίστοιχα σε 100(1−α)% και 100α%, τότε η διαφορά x1−α − xα αποδίδει το εύρος µεταξύ των 
100α% και 100(1−α)% σηµείων.   
Ουσιαστικά το εύρος µεταξύ ποσοστηµοριακών σηµείων, αντιστοιχεί στο εύρος τιµών του 
πληθυσµιακού δείγµατος, αφού απορριφθούν τα πρώτα α × n και τα τελευταία α × n από τα 
διατεταγµένα σηµεία. Είναι προφανές ότι το εύρος µεταξύ αυτών των σηµείων, ως εκτιµήτρια 
ποσότητα είναι αρκετά ανθεκτικό, εφόσον αποκλείονται οι έκτοπες τιµές (outliers).   
Συνηθέστερη µορφή είναι η ενδοτεταρτηµοριακή περιοχή (interquartile range), η οποία 
αντιστοιχεί στην περιοχή µεταξύ των διατεταγµένων τιµών που αντιστοιχούν στο 25% και 
75% του συνολικού πληθυσµού. Χρησιµοποιείται κυρίως για την περιγραφή διασποράς πλή-
θους τιµών διαφορετικών αναλυτικών δειγµάτων και όχι τόσο στην περιγραφή της διασποράς 
µετρήσεων ενός δείγµατος για το χαρακτηρισµό τυχαίου σφάλµατος. 
 

 
 
Σχήµα 2-3.  Τυπικές περιπτώσεις κατανοµών µε διαφορετικές τιµές παραµέτρων ασυµµετρίας (µε 

διακεκοµµένες γραµµές δείχνεται συγκριτικά καµπύλη κανονικής κατανοµής). 
 
2.2.3. Παράµετροι συµµετρίας  
Οι παράµετροι συµµετρίας έχουν περιορισµένη µόνο χρησιµότητα και στην ουσία παρέχουν 
πληροφορίες ενδεικτικές του κατά πόσο η παρατηρούµενη κατανοµή πλησιάζει ή όχι την 
κανονική κατανοµή.  
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1. Ασυµµετρία (skewness, g1). Η παράµετρος αυτή αποτελεί µέτρο της συµµετρίας της κατα-
νοµής του πληθυσµιακού δείγµατος και της απόκλισής της από την κανονική κατανοµή. Η 
ασυµµετρία παρέχεται από την εξίσωση: 
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Θετική τιµή ασυµµετρίας υποδηλώνει ασυµµετρία (“ουρά” ή “άπλωµα” σε σχέση µε ότι θα 
αναµενόταν σε περίπτωση κανονικής κατανοµής) προς τα δεξιά, αρνητική υποδηλώνει ασυµ-
µετρία προς τα αριστερά, ενώ µηδενική τιµή υποδηλώνει συµµετρική κατανοµή.  Ενδεικτικά, 
για δείγµατα µεγέθους 20 και 90 στοιχείων, τιµές g1 µέχρι 0,8 και 0,4, αντιστοίχως, υπο-
δηλώνουν κανονική κατανοµή (σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%).   
2. Κύρτωση (kurtosis, g2). Η παράµετρος αυτή αποτελεί µέτρο της επιµήκυνσης ή διαπλά-
τυνσης της κορυφής της κατανοµής σε σχέση µε κορυφή της κανονικής κατανοµής και παρέ-
χεται από την εξίσωση: 
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Πίνακας 2.3. Περιγραφικά στατιστικά πληθυσµιακού δείγµατος Πίνακα 2.1. 

 
Στατιστικό στοιχείο Τιµή 

Γενικά στοιχεία  
Μέγεθος δείγµατος (size) 50 
Παράµετροι θέσης  
Μικρότερη τιµή (minimum) 4,4400 
Μεγαλύτερη τιµή (maximum) 4,7900 
Μέση τιµή (mean) 4,6382 
∆ιάµεση τιµή (median) 4,6500 
Επικρατούσα τιµή (mode) 4,6611 
Παράµετροι διασποράς  
Εύρος τιµών (range) 0,3500 
Τυπική απόκλιση (standard deviation) 0,0829 
Σχετική τυπική απόκλιση (relative stand. deviation) 0,0179 
Σχετική τυπική απόκλιση % (rel. stand. deviation %) 1,79 
∆ιακύµανση (variance) 0,0069 
Μέση απόλυτη απόκλιση (mean absol. deviation) 0,0657 
Τυπικό σφάλµα (standard error) 0,0117 
Περιοχή µεταξύ τεταρτηµορίων (interquartile range) 0,115 
Παράµετροι συµµετρίας  
Ασυµµετρία (skewness) −0,4358 
Κύρτωση (kurtosis) 2,7768 

 
Αρνητικές και θετικές τιµές της παραµέτρου αυτής υποδηλώνουν σχετικά πεπλατυσµένες και 
σχετικά οξύτερες κορυφές, αντιστοίχως. Μηδενική τιµή υποδηλώνει κορυφή αντίστοιχη 
εκείνης της κανονικής κατανοµής. Ενδεικτικά, για δείγµατα µεγέθους 20 και 100 στοιχείων, 
τιµές g2 µέχρι 1,18 και 0,77, αντιστοίχως, υποδηλώνουν κορυφή η οποία δεν αποκλίνει από 
εκείνη της κανονικής κατανοµής (σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%).  
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Στον Πίνακα 2.3 δίνονται τα κυριότερα περιγραφικά στατιστικά στοιχεία που αφορούν το 
πληθυσµιακό δείγµα του παραδείγµατος κατανοµής (στοιχεία Πίνακα 2.1). 
 
 
2.3.  Κανονική κατανοµή  
Η κανονική κατανοµή (normal distribution) ή κατανοµή κατά Gauss (Gaussian distri-
bution) αποτελεί τον πλέον συνήθη τύπο κατανοµής και αποδίδεται από την καµπύλη του 
Σχήµατος 2-4. Ισχύει η εξίσωση 

 

 
2σ2/2µ)(xe

π2σ
1f(x) −−=   (2-22) 

 
όπου  σ  είναι η τυπική απόκλιση (standard deviation) του πληθυσµού και ο συντελεστής 

π2/σ1  δρα ως συντελεστής κανονικοποίησης, ο οποίος εξασφαλίζει εµβαδόν κάτω από την 
καµπύλη (ολοκλήρωµα της f(x) από −∞ έως +∞) ίσο προς τη µονάδα, ως επιβάλλεται από την 
Εξίσωση 2-3.  
Χαρακτηριστική είναι η συµµετρία της κατανοµής αυτής και συνεπώς η σύµπτωση της µέσης 
τιµής (µ) µε την επικρατέστερη. Στην περίπτωση πληθυσµών τυχαίων αναλυτικών σφαλµά-
των θεωρείται ως η επικρατέστερη και πλέον πιθανή κατανοµή. 
 

 
 
Σχήµα 2-4.   Τυπική καµπύλη κανονικής κατανοµής (καµπύλη Gauss) και διάφορα χαρακτηριστικά 

σηµεία της. 
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Σε ένα κανονικό πληθυσµό τυπικές χαρακτηριστικές περιοχές της κατανοµής είναι οι εξής:  
P(µ−σ ≤ x ≤µ+σ)      ή    P(−1 ≤ z ≤+1)  = 0,683  
P(µ−2σ≤ x ≤µ+2σ)   ή    P(−2 ≤ z ≤+2)  = 0,955  
P(µ−3σ≤ x ≤µ+3σ)   ή    P(−3 ≤ z ≤+3  )= 0,997  

δηλαδή η πιθανότητα µιας µέτρησης να βρεθεί στην περιοχή µ−σ έως µ+σ είναι περίπου 68%, 
στην περιοχή µ−2σ έως µ+2σ περίπου 95% (ή -ισοδύναµα-µία στις 20 µετρήσεις αναµένεται 
να αποκλίνει απολύτως περισσότερο από 2σ), κ.ο.κ. Πληρέστεροι πίνακες παρέχουν τις τιµές 
της πιθανότητας P(µ−zσ ≤ x ≤ µ+zσ) για διάφορες τιµές του z. Τυπικό παράδειγµα αποτελεί ο 
Πίνακας 2.4, όπου παρέχονται οι πιθανότητες µε ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων για 
τιµές z που καλύπτουν την περιοχή 0,00 - 3,09 σε βήµατα 0,01.  
Πολλές δοκιµασίες µπορούν να πραγµατοποιηθούν µε βάση τα παραπάνω ή τα δεδοµένα των 
πληρέστερων πινάκων. Π.χ. τιµές που αποκλείνουν από τη µέση τιµή περισσότερο από 2σ 
µπορούν να θεωρηθούν ως έκτοπες (outliers) και να απορριφθούν ως προερχόµενες από άλλο 
πληθυσµό, διακινδυνεύοντας όµως πιθανότητα 5% να απορριφθεί τιµή προερχόµενη από τον 
αρχικό πληθυσµό ("νόµιµη" τιµή). 
 
Πίνακας 2.4. Κανονική (Gaussian) κατανοµή. Τιµές του ολοκληρώµατος:  

∫
+

−

−=
z

z

2/2t dt,e
π2

1P     όπου      
σ

µxz −
=  

 
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,0000 0,0080 0,0160 0,0239 0,0319 0,0399 0,0478 0,0558 0,0638 0,0717
0,1 0,0797 0,0876 0,0955 0,1034 0,1113 0,1192 0,1271 0,1350 0,1428 0,1507
0,2 0,1585 0,1663 0,1753 0,1819 0,1897 0,1974 0,2051 0,2127 0,2205 0,2282
0,3 0,2358 0,2434 0,2510 0,2586 0,2661 0,2737 0,2812 0,2886 0,2961 0,3035
0,4 0,3108 0,3182 0,3255 0,3328 0,3401 0,3473 0,3545 0,3616 0,3688 0,3759
0,5 0,3829 0,3899 0,3969 0,4039 0,4177 0,4108 0,4245 0,4313 0,4381 0,4448
0,6 0,4515 0,4581 0,4647 0,4713 0,4778 0,4843 0,4907 0,4971 0,5035 0,5098
0,7 0,5161 0,5223 0,5285 0,5346 0,5407 0,5467 0,5527 0,5587 0,5646 0,5705
0,8 0,5763 0,5821 0,5878 0,5935 0,5991 0,6047 0,6102 0,6157 0,6210 0,6265
0,9 0,6319 0,6372 0,6424 0,6476 0,6528 0,6579 0,6629 0,6680 0,6729 0,6779
1,0 0,6827 0,6875 0,6923 0,6970 0,7017 0,7063 0,7109 0,7154 0,7199 0,7243
1,1 0,7287 0,7330 0,7373 0,7415 0,7457 0,7499 0,7540 0,7580 0,7620 0,7660
1,2 0,7699 0,7737 0,7775 0,7813 0,7850 0,7887 0,7923 0,7959 0,7995 0,8029
1,3 0,8064 0,8098 0,8132 0,8165 0,8198 0,8230 0,8262 0,8293 0,8324 0,8355
1,4 0,8385 0,8415 0,8444 0,8473 0,8501 0,8529 0,8557 0,8584 0,8611 0,8638
1,5 0,8664 0,8690 0,8715 0,8740 0,8764 0,8789 0,8812 0,8836 0,8859 0,8882
1,6 0,8904 0,8926 0,8926 0,8990 0,9011 0,9031 0,9051 0,9051 0,9070 0,9090
1,7 0,9109 0,9127 0,9146 0,9164 0,9181 0,9199 0,9216 0,9233 0,9249 0,9265
1,8 0,9281 0,9297 0,9312 0,9327 0,9342 0,9357 0,9371 0,9385 0,9399 0,9412
1,9 0,9426 0,9439 0,9451 0,9464 0,9476 0,9488 0,9500 0,9512 0,9523 0,9534
2,0 0,9545 0,9556 0,9566 0,9576 0,9586 0,9596 0,9606 0,9615 0,9625 0,9633
2,1 0,9643 0,9651 0,9660 0,9668 0,9676 0,9684 0,9692 0,9700 0,9707 0,9715
2,2 0,9722 0,9729 0,9736 0,9743 0,9749 0,9756 0,9762 0,9768 0,9774 0,9780
2,3 0,9786 0,9791 0,9797 0,9802 0,9807 0,9812 0,9817 0,9822 0,9827 0,9832
2,4 0,9836 0,9840 0,9845 0,9849 0,9853 0,9857 0,9861 0,9865 0,9869 0,9872
2,5 0,9876 0,9879 0,9883 0,9886 0,9889 0,9892 0,9895 0,9898 0,9901 0,9904
2,6 0,9907 0,9909 0,9912 0,9915 0,9917 0,9920 0,9922 0,9924 0,9926 0,9929
2,7 0,9931 0,9933 0,9935 0,9937 0,9939 0,9940 0,9942 0,9944 0,9946 0,9947
2,8 0,9949 0,9950 0,9952 0,9953 0,9955 0,9956 0,9958 0,9959 0,9960 0,9961
2,9 0,9963 0,9964 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972
3,0 0,9973 0,9974 0,9975 0,9976 0,9976 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980

____________________________ 
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Παράδειγµα 2-1. Μέθοδος προσδιορισµού συστατικού Χ σε δείγµα, απαλλαγµένη από 
συστηµατικά σφάλµατα παρουσιάζει τυπική απόκλιση 2,0 mg/g δείγµατος. ∆είγµα περιέχει 
40,0 mg X / g. Ποια η πιθανότητα ανάλυση του δείγµατος να έχει ως αποτέλεσµα µια τιµή 
στις περιοχές:  α)  39,0 - 41,0 mg X / g  και β) 41,5 - 42,0 mg X / g.  
Λύση. Σε όλες τις περιπτώσεις η περιοχή ανάγεται σε αδιάστατες µονάδες τυπικής απόκλισης 
z (z = (x − µ)/σ) και υπολογίζεται (από τις τιµές του Πίνακα 2.4) το εµβαδόν (ολοκλήρωµα) 
της καµπύλης Gauss  που αντιστοιχεί στην εκάστοτε περιοχή:  
α) Oι τιµές 39,0 και 41,0 mg X / g αντιστοιχούν στις τιµές z: 
z1 = (39,0 − 40,0) / 2,0 = −0,50   και  z2 = (41,0 − 40,0) / 2,0 = +0,50. Εφόσον η περιοχή είναι 
συµµετρική ως προς την κεντρική τιµή ( |z1| = |z2| ) η πιθανότητα παρέχεται από την τιµή P 
για z = 0,50 και είναι 0,3829. Εποµένως η πιθανότητα (%) να βρεθεί η τιµή στην αναφερό-
µενη περιοχή είναι 38,3%.  
β) Oι τιµές 41,5 και 42,0 mg X / g αντιστοιχούν στις τιµές z: 
z1 = (41,5 − 40,0) / 2,0 = 0,75   και  z2 = (42,0 − 40,0) / 2,0 = 1,00. Aπό τον Πίνακα 2.4 υπο-
λογίζεται πιθανότητα για να βρεθεί η τιµή στην περιοχή +0,75z έως −0,75z (Pz1) είναι 
0,5467. Ανάλογα και για να βρεθεί η τιµή στην περιοχή +1,00z έως −1,00z  (Pz2) είναι 
0,6827. Η διαφορά (Pz2) − (Pz1) = 0,6827 − 0,5467 = 0,1360 παρέχει την πιθανότητα να 
βρεθεί η τιµή οπουδήποτε στις περιοχές −1,00z έως −0,75z  ή  +0,75z έως +1,00z. Επειδή 
ενδιαφερόµαστε µόνο για την µία εξ αυτών και λόγω της συµµετρικότητας της κανονικής κα-
µπύλης κατανοµής η ζητούµενη πιθανότητα θα είναι η µισή της προηγουµένης δηλαδή 
0,1360 / 2 = 0,068  ή  6,8%.  
_____________________________ 
 
 
Θεώρηµα κεντρικού ορίου. Χαρακτηριστική και µάλλον απρόσµενη ιδιότητα της κανονικής 
κατανοµής είναι το ότι αποτελεί την οριακή κατανοµή των µέσων τιµών πολλαπλών µετρήσε-
ων, προερχόµενων από πληθυσµούς µε οποιαδήποτε κατανοµή. Η ιδιότητα αυτή εκφράζεται 
από το ακόλουθο σηµαντικότατο θεώρηµα, που είναι γνωστό ως θεώρηµα κεντρικού ορίου 
(central limit theorem): 
                    

ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΕΝΤΡΙΚΟΥ ΟΡΙΟΥ 
To άθροισµα τιµών προερχοµένων από ένα ή περισσότερους πληθυσµούς µε 
οποιαδήποτε κατανοµή τείνει να αποτελέσει στοιχείο ενός πληθυσµού µε 
κανονική κατανοµή, όσο αυξάνει ο αριθµός των αθροιζόµενων τιµών. 
  

Στο Σχήµα 2-5 δείχνονται τα ιστογράµµατα τριών κατανοµών διαφορετικού τύπου (Α: οµοιο-
γενής κατανοµή, Β: λογαριθµοκανονική, Γ: ασυνεχούς τύπου -κατά τόπους ορισµένη-) και τα 
ιστογράµµατα των κατανοµών των µέσων τιµών 3, 5 και 12 αρχικών τιµών της κάθε κατανο-
µής. Όλα τα ιστογράµµατα έχουν κατασκευαστεί από ένα πλήθος 5000 ψευδοτυχαίων τιµών, 
οι οποίες δηµιουργήθηκαν µε τη βοήθεια µικροϋπολογιστή. Είναι προφανές ότι ανεξάρτητα 
από το σχήµα της κατανοµής των αρχικών (απλών) τιµών, η κατανοµή των µέσων τιµών σε 
όλες τις περιπτώσεις τείνει προς την κανονική.  
∆ύο επιπτώσεις του θεωρήµατος του κεντρικού ορίου στη χηµική ανάλυση είναι οι εξής:   
1) Όταν το αποτέλεσµα είναι η µέση (ή διάµεση) τιµή n µετρήσεων, τότε τα αποτελέσµατα 
(ως τιµές) τείνουν να αποκτήσουν (όσο η τιµή του n αυξάνει) κανονική κατανοµή ανεξάρ-
τητα από το είδος της κατανοµής του πληθυσµού των απλών µετρήσεων.   
2) Εάν στις απλές µετρήσεις το τυχαίο του σφάλµατος είναι συνέπεια διάδοσης και άθροισης 
καθ' οιονδήποτε τρόπο πολλών τυχαίων σφαλµάτων (π.χ. στη φωτοµετρική ανάλυση: σφάλµα 
ζύγισης προτύπου, σφάλµα λήψης όγκου αγνώστου, σφάλµατα αραίωσης προτύπων, σφάλµα 
αραίωσης αγνώστου, ανοχές στην τοποθέτηση κυψελίδας, και όσο αυξάνει ο αριθµός των 
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πιθανών πηγών τυχαίου σφάλµατος, τόσο περισσότερο το τελικό αποτέλεσµα τείνει να απο-
τελέσει στοιχείο πληθυσµού µε κανονική κατανοµή. 
 

 
 

Σχήµα 2-5. Ιστογράµµατα 5000 τιµών απλών (n=1) και µέσων τιµών 2, 5 και 12 µετρήσεων από 
πληθυσµούς τριών διαφορετικών κατανοµών. 

 
2.4. Κατανοµή µέσων τιµών   
Εφόσον το θεώρηµα κεντρικού ορίου ισχύει για κατανοµές οποιουδήποτε τύπου, πολύ περισ-
σότερο θα ισχύει και για κατανοµές που είναι ήδη κανονικές: η κατανοµή της µέσης τιµής 
δείγµατος πληθυσµού κανονικής κατανοµής θα είναι επίσης κανονική, χωρίς να είναι 
προϋπόθεση η άθροιση µεγάλου αριθµού στοιχείων, όπως στις κατανοµές τυχαίας µορφής. 
Έτσι, η µέση τιµή n τιµών προερχόµενων από κανονικό πληθυσµό αποτελεί στοιχείο ενός 
άλλου κανονικού πληθυσµού µε τυπική απόκλιση που παρέχεται από τη σχέση 

 
                     n/σσ xx =                                                    (2-23) 

 
Έτσι, για να υποδιπλασιαστεί, να υποτριπλασιαστεί κ.ο.κ. η διασπορά των µετρήσεων και 
εποµένως το τυχαίο σφάλµα θα πρέπει αντιστοίχως να τετραπλασιαστεί, εννεαπλασιαστεί, 
κ.ο.κ. ο αριθµός των µετρήσεων, κάτι που βέβαια δεν είναι πάντοτε εφικτό.  
Στο Σχήµα 2-6 δείχνονται οι κατανοµές του αρχικού κανονικού πληθυσµού (n=1) και οι 
κατανοµές πληθυσµού µέσων τιµών 2, 4 και 9 στοιχείων του αρχικού πληθυσµού. Είναι χα-
ρακτηριστική η µείωση του εύρους της κατανοµής, όσο αυξάνει ο αριθµός των αθροιζόµενων 
τιµών για τον υπολογισµό της µέσης τιµής. 
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Σχήµα 2-6.  Κατανοµές κανονικού πληθυσµού (n=1) και των µέσων τιµών 2, 4 και 9 τιµών στοιχείων 

του. 
________________________ 
 
Παράδειγµα 2-2. Να υπολογιστεί η πιθανότητα του να βρεθεί η µέση τιµή 3 µετρήσεων του 
συστατικού Χ (Παράδειγµα 2-1) στην περιοχή 39,5 - 40,5 mg X/g δείγµατος.  
 
Λύση. Η τυπική απόκλιση των απλών µετρήσεων είναι 2,0 mg X/g. H τυπική απόκλιση του 
νέου πληθυσµού (µέσες τιµές 3 µετρήσεων) είναι: 2,0/√3 = 1,387 mg Χ/g, εποµένως η ζητού-
µενη περιοχή (σε αδιάστατες µονάδες τυπικής απόκλισης z) είναι: (39,5− 40,0)/1,387 = −0,36  
έως  (40,5−40,0)/1,387 = +0,36  και από τον Πίνακα 2.4 προκύπτει ότι για z = 0,36 η 
ζητούµενη πιθανότητα είναι P = 0,2812 ή 28,1%. 
 
Παράδειγµα 2-3. Να υπολογιστεί ο απαιτούµενος αριθµός n απλών µετρήσεων του συστα-
τικού Χ (Παράδειγµα 2-1) έτσι, ώστε να υπάρχει πιθανότητα 97% η µέση τιµή των µετρή-
σεων αυτών να βρεθεί στην περιοχή 39,0 - 41,0 mg X/g δείγµατος.  
 
Λύση. Η περιοχή 39,0-41,0 mg X/g είναι συµµετρική ως προς την κεντρική (ορθή) τιµή των 
40,0 mg X/g. Από τον Πίνακα 2-4 προκύπτει ότι το 97% του εµβαδού της καµπύλης Gauss 
οριοθετείται από την περιοχή ±2,17z. Εποµένως, εάν η τυπική απόκλιση της µέσης τιµής των 
n µετρήσεων είναι 

x
σ  , τότε  1,0 = 2,17

x
σ  ή 

x
σ  = 0,4608 mg X/g και από την Εξίσωση 2-23 

έχουµε:  n = (σ / 
x

σ  )2 =  (2,0 / 0,4608)2 = 18,8, εποµένως απαιτούνται 19 µετρήσεις. 
_______________________ 
 
 
2.5. Λογαριθµοκανονική κατανοµή  
Στους λογαριθµοκανονικούς (log-normal) πληθυσµούς τιµών x1, x2, ... oι λογάριθµοι των 
τιµών αυτών (log x1, log x2, ...) αποτελούν στοιχεία κανονικών πληθυσµών. Η λογαριθµοκα-
νονική κατανοµή αποτελεί το πλέον τυπικό παράδειγµα ασύµµετρης κατανοµής.  
Η λογαριθµοκανονική κατανοµή, ενώ είναι σχετικά σπάνια ως κατανοµή τυχαίων σφαλµάτων, 
είναι συνήθης ως κατανοµή των τιµών συγκεντρώσεων συστατικών βιολογικών δειγµάτων 
οµογενών πληθυσµών (Σχήµα 2-7).   
Λογαριθµοκανονικά δεδοµένα κανονικοποιούνται µε λογαρίθµηση και µπορούν στη συνέχεια 
να υποστούν την ίδια στατιστική επεξεργασία µε τα διάφορα κριτήρια σηµαντικότητας που 
ισχύουν στις περιπτώσεις  κανονικών πληθυσµών. 
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Σχήµα 2-7. Λογαριθµοκανονική κατανοµή δείγµατος 500 τιµών τριγλυκεριδίων στον ορό και  το αντί-

στοιχο διάγραµµα cdf. 
  
3.  ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ∆ΟΚΙΜΑΣΙΕΣ ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΗΤΑΣ  
Τα πειραµατικά δεδοµένα σπάνια συµφωνούν απόλυτα µε τα αναµενόµενα, τα οποία βασίζο-
νται κάποιο θεωρητικό µοντέλο. Επιπροσθέτως, κατά τη σύγκριση δύο οµάδων µετρήσεων 
της ίδιας ποσότητας, κατά κανόνα, οι τιµές δεν βρίσκονται σε συµφωνία. Στις περιπτώσεις 
αυτές, η αριθµητική διαφορά µεταξύ των τιµών µπορεί να αποδοθεί, είτε σε συστηµατικά 
σφάλµατα, οπότε η διαφορά κρίνεται ως σηµαντική (significant), ή σε τυχαία και µόνο 
σφάλµατα. Ο έλεγχος της σηµαντικότητας των παρατηρούµενων διαφορών πραγµατοποιείται 
µε ειδικές στατιστικές δοκιµασίες γνωστές ως δοκιµασίες σηµαντικότητας (significance 
tests)13. 
 
 
3.1. Μηδενική και εναλλακτική υπόθεση  
Σε όλες τις στατιστικές δοκιµασίες εξετάζεται η πιθανότητα ισχύος κάποιας υπόθεσης. Για 
παράδειγµα, µια υπόθεση µπορεί να είναι ότι οι παρατηρούµενες διαφορές στα αποτελέσµατα 
αναλύσεων δύο δειγµάτων είναι τυχαίες και στην πραγµατικότητα τα δύο δείγµατα είναι τα 
ίδια.   
Η υπόθεση εκκίνησης ή βασική υπόθεση είναι η µηδενική υπόθεση (null hypothesis), που 
συµβολίζεται ως Ho. To επίθετο "µηδενική" υποδηλώνει την ανυπαρξία πραγµατικής (συστη-
µατικής) διαφοράς µεταξύ των εξεταζοµένων ποσοτήτων, π.χ., ότι οι διαφορές µεταξύ πραγ-
µατικής τιµής µ και µέσης τιµής µετρήσεωνx, µεταξύ δύο µέσων τιµών µετρήσεωνxΑ καιxΒ, 
µεταξύ δύο τυπικών αποκλίσεων sΑ και sΒ πληθυσµιακών δειγµάτων Α και Β ή µετρήσεων 
του ίδιου πληθυσµιακού δείγµατος µε δύο διαφορετικές µεθόδους Α και Β, είναι καθαρά 
τυχαίες.  
Εάν η µηδενική υπόθεση θεωρηθεί ότι δεν ισχύει, τότε ισχύει η συµπληρωµατική της υπό-
θεση, γνωστότερη ως εναλλακτική υπόθεση (alternative hypothesis), που συµβολίζεται ως 
Ηa.  Τονίζεται ο συµπληρωµατικός χαρακτήρας των υποθέσεων, δηλαδή δεν υφίσταται άλλη 
(τρίτη) υπόθεση και ισχύει πάντοτε η εξίσωση: 
 

                                            
13 Τονίζεται µε ιδιαίτερη έµφαση ότι το επίθετο σηµαντικός (significant) στη στατιστική δεν έχει την 
καθηµερινή έννοια του “µεγάλου”, “υπέρµετρου”, “σοβαρού” κ.λπ., αλλά την έννοια της ιδιαίτερης 
σηµασίας. Έτσι, π.χ., σηµαντική διαφορά σε κάποια αναλυτικά αποτελέσµατα δεν σηµαίνει “µεγάλη 
διαφορά”, αλλά διαφορά που σε καθορισµένα πλαίσια πιθανοτήτων (επίπεδο εµπιστοσύνης), οφείλεται 
σε παρουσία συστηµατικού σφάλµατος, διαφορετικά δείγµατα, διαφορετική επιδεξιότητα των αναλυ-
τών ή άλλους λόγους, όχι όµως σε τυχαίες και µόνο διαφορές. 
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 1)P(H)P(H ao =+   (3-1) 
 
όπου P(Ho) και P(Ha) είναι η πιθανότητες ισχύος της µηδενικής και εναλλακτικής υπόθεσης, 
αντίστοιχα. Η Εξίσωση 3-1 δηλώνει ως βεβαιότητα (P=1) το ότι θα ισχύει πάντοτε η µία ή 
άλλη υπόθεση και τίποτα το ενδιάµεσο.  
Τυπικά παραδείγµατα µηδενικής και της αντίστοιχης εναλλακτικής υπόθεσης των πλέον συνη-
θισµένων δοκιµασιών σηµαντικότητας δίνονται στον Πίνακα 3.1. 
 
 
3.2. Σφάλµατα 1ου και 2ου είδους  
Το αποτέλεσµα µιας στατιστικής δοκιµασίας µπορεί να είναι ορθό (να ανταποκρίνεται στην 
πραγµατικότητα) ή όχι. Μπορεί να θεωρηθεί ότι υπάρχουν δύο τύποι σφαλµάτων στα συµ-
περάσµατα µιας στατιστικής δοκιµασίας. Τα σφάλµατα αυτά συνδέονται άµεσα µε την απο-
δοχή ή όχι της µηδενικής υπόθεσης: 
 
Πίνακας 3.1. Τυπικές περιπτώσεις µηδενικής και εναλλακτικής υπόθεσης 
 
 

Ερώτηµα 
 
Μηδενική υπόθεση Ηo 

Εναλλακτική υπόθεση Ηa

∆ιαφέρει η µέση τιµή µιας σειράς 
µετρήσεων από την αποδεκτή τιµή ; 

 
x = µ      

 
x ≠ µ   

∆ιαφέρουν οι µέσες τιµές δύο σειρών 
µετρήσεων Α και Β ; 

 
  µΑ = µΒ * 

 
  µΑ  ≠ µΒ * 

∆ιαφέρουν οι τυπικές αποκλίσεις δύο 
σειρών µετρήσεων Α και Β ; 

 
  σΑ = σΒ * 

 
   σΑ ≠ σΒ * 

Μία απέχουσα τιµή x ανήκει στον 
πληθυσµό Α(µ, σ) ή είναι τιµή που 

ανήκει σε άλλο πληθυσµό; 

 
x ∈ A(µ,σ) 

 
x ∉ A(µ,σ) 

  
* Χρησιµοποιούνται χαρακτηριστικά πληθυσµού (µ, σ) και όχι πληθυσµιακού δείγµατος (x, s), διότι τα 
συµπεράσµατα των δοκιµασιών αφορούν πλέον τους ίδιους τους πληθυσµούς. 
  

 
Σφάλµα 1ου είδους (error of 1st kind ή error α):  

Απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης, ενώ αυτή ισχύει. 
  

 
Σφάλµα 2ου είδους (error of 2nd kind ή error β):  

H µηδενική υπόθεση γίνεται αποδεκτή, ενώ αυτή δεν ισχύει. 
  

Είναι προφανές ότι σε περίπτωση σφάλµατος 1ου είδους δεν ισχύει η εναλλακτική υπόθεση, 
ενώ σε περίπτωση σφάλµατος 2ου είδους ισχύει η εναλλακτική υπόθεση. Στη στατιστική που 
σχετίζεται µε τεχνικοοικονοµικά θέµατα το σφάλµα 1ου είδους χαρακτηριστικά ονοµάζεται 
“κίνδυνος του παραγωγού” (producer’s risk), επειδή µπορεί π.χ. να θεωρηθεί ότι ο παραγωγός 
ζηµιώνεται απορρίπτοντας παρτίδα παραγωγής δεχόµενος (εσφαλµένα) ότι αποκλίνει από τις 
προδιαγραφές. Αντίστοιχα, το σφάλµα 2ου είδους ονοµάζεται “κίνδυνος του καταναλωτή” 
(consumer’s risk), επειδή µπορεί π.χ. να θεωρηθεί ότι ο καταναλωτής ζηµιώνεται εξαιτίας 
παρτίδας παραγωγής, που ενώ απέκλινε από τις προδιαγραφές (εσφαλµένα) πέρασε στην 
κατανάλωση.  
Στην ιδανική περίπτωση οι πιθανότητες σφάλµατος 1ου και 2ου είδους πρέπει να είναι όσο το 
δυνατόν µικρότερες. Μπορούν βέβαια να µηδενιστούν µόνο εάν εξεταστεί το σύνολο του πλη-
θυσµού κάτι φυσικά αδύνατον. Στον Πίνακα 3.2 δείχνονται συγκριτικά οι γενικές περιπτώ-
σεις εµφάνισης σφάλµατος 1ου και 2ου είδους και στο Σχήµα 3-1 παρουσιάζεται γραφική 
παράσταση των πιθανών εκβάσεων µιας στατιστικής δοκιµασίας σηµαντικότητας. 
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Πίνακας 3.2. Γενικές περιπτώσεις σφαλµάτων 1ου και 2ου είδους. 
 

Πραγµατική κατάσταση Συµπέρασµα στατιστικής 
δοκιµασίας Ισχύει η Ηο Ισχύει η Ηa 
Απόρριψη Ηο Σφάλµα 1ου είδους Ορθό συµπέρασµα 
Απόρριψη Ηa Ορθό συµπέρασµα Σφάλµα 2ου είδους 

 

  
Σχήµα 3-1. Γραφική παράσταση των πιθανών εκβάσεων µιας στατιστικής δοκιµασίας σηµαντικότητας. 

 
Για να αποφεύγει κανείς πάντοτε σφάλµατα 1ου είδους, θα πρέπει µόνιµα να δέχεται ότι η 
µηδενική υπόθεση ισχύει, π.χ. πάντοτε θα αποκλείει τον χαρακτηρισµό τιµών ως εκτόπων και 
όλες τις απέχουσες µετρήσεις θα τις θεωρεί έγκυρες, πάντοτε θα θεωρεί ότι οι µέσες τιµές 
οµάδων µετρήσεων είναι ουσιαστικά ίδιες. ∆ηλαδή θα δέχεται πάντοτε ότι οι όποιες διακυ-
µάνσεις και αποκλίσεις οφείλονται αποκλειστικά και µόνο σε τυχαία σφάλµατα.   
Αντίστοιχα, αν θέλει κανείς να αποφεύγει πάντοτε σφάλµατα 2ου είδους, θα πρέπει µόνιµα 
να απορρίπτει τη µηδενική υπόθεση, π.χ. πάντοτε θα αποδίδει τις όποιες αποκλίσεις σε συ-
στηµατικά σφάλµατα, θα θεωρεί εκ των προτέρων κάθε αποκλίνουσα µέτρηση ως έκτοπη 
εξωγενούς χαρακτήρα (δηλ. ως προερχόµενη από άλλο “ξένο” πληθυσµό). ∆ηλαδή θα δέχεται 
πάντοτε ότι οι όποιες διακυµάνσεις και αποκλίσεις οφείλονται µόνο συστηµατικά σφάλµατα.   
Είναι προφανές ότι και οι δύο παραπάνω παραδοχές είναι παράλογες και ότι κάθε προσ-
πάθεια µείωσης της πιθανότητας του ενός τύπου σφάλµατος, αυξάνει την πιθανότητα 
σφάλµατος του άλλου τύπου. Εποµένως είναι αναγκαία η εκτέλεση των στατιστικών δοκι-
µασιών σε µια λογική και όχι ακραία στάθµη εµπιστοσύνης.   
 
3.3. Στάθµη εµπιστοσύνης - Πιθανότητα σφάλµατος  
Όλες οι στατιστικές δοκιµασίες καταλήγουν σε συµπεράσµατα που αναπόφευκτα δεν είναι 
πάντοτε αλάνθαστα. Τα συµπεράσµατα αυτά µπορεί να ανταποκρίνονται στην πραγµατικότη-
τα, µπορεί και όχι. Σκοπός των δοκιµασιών αυτών είναι το να αποφευχθεί η εισαγωγή υποκει-
µενικού χαρακτήρα υποθέσεων και συµπερασµάτων (που συνήθως ξεκινούν µε φράσεις όπως: 
“µου φαίνεται”, “µάλλον”, “νοµίζω”, “κατά πάσα πιθανότητα”) κατά την εξέταση και σύγκρι-
ση πειραµατικών δεδοµένων, αλλά αυτές να γίνονται κατά αντικειµενικό, ενιαίο και επιστη-
µονικά αποδεκτό τρόπο.  
Ως στάθµη (ή επίπεδο) εµπιστοσύνης (confidence level, CL) µιας στατιστικής δοκιµασίας 
ονοµάζεται η ελάχιστη πιθανότητα αποφυγής σφάλµατος 1ου είδους. Η πλέον συνηθισµένη 
στάθµη εµπιστοσύνης που χρησιµοποιείται τουλάχιστον σε θέµατα χηµικής ανάλυσης είναι 
το 0,95 (ή 95%). Σε κάθε περίπτωση, η στάθµη εµπιστοσύνης µιας δοκιµασίας πρέπει να 
δηλώνεται.   
Εναλλακτικά χρησιµοποιείται και ο όρος πιθανότητα σφάλµατος (error probability, P), που 
υποδηλώνει την πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους. Έτσι, στάθµη εµπιστοσύνης 0,95 (ή 
95%) υποδηλώνει µέγιστη πιθανότητα (εννοείται πάντοτε: σφάλµατος 1ου είδους): 1−0,95 = 
0,05  (ή 5%) 14. 

                                            
14 Ένα συνηθισµένο εκφραστικό λάθος (που συχνά οδηγεί και σε νοηµατικό λάθος) στη θεώρηση της 
στατιστικής ανάλυσης σηµαντικότητας των αναλυτικών αποτελεσµάτων, η οποία διεξάγεται σε καθο-
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Στάθµη εµπιστοσύνης 95% (ή ισοδύναµα: µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος 5%) σηµαίνει απο-
δοχή του ότι κατά µέσο όρο 1 απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης στις 20 είναι εσφαλµένη. 
Είναι προφανές ότι όσο αυξάνει η στάθµη εµπιστοσύνης (ή όσο ελαττώνεται η πιθανότητα 
σφάλµατος), τόσο ελαττώνεται η πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους, αλλά αντίστοιχα αυξά-
νει η πιθανότητα σφάλµατος 2ου είδους.   
Εργασία σε στάθµη εµπιστοσύνης 100% σηµαίνει ότι ποτέ δεν θα υπάρχει περίπτωση σφάλ-
µατος 1ου είδους (όλα τα λάθη, όποτε προκύπτουν, θα είναι αποκλειστικά 2ου είδους). Από 
πρακτική άποψη αυτό σηµαίνει (σε διάφορες δοκιµασίες) π.χ. ότι ποτέ δεν θα διαπιστωθούν 
συστηµατικά λάθη, ότι όλες οι αποκλίσεις των µέσων τιµών οµάδων µετρήσεων θεωρούνται 
τυχαίες (όσο µεγάλες και να είναι), ότι όλες οι τιµές θεωρούνται έγκυρες και δεν υπάρχουν 
έκτοπες τιµές (outliers) για απόρριψη, όσο και να απέχουν από την κύρια µάζα των τιµών. 
Είναι ευνόητο ότι δοκιµασίες σε τόσο υψηλές στάθµες εµπιστοσύνης ουσιαστικά δεν προσ-
φέρουν τίποτα.  
Οι περισσότερες δοκιµασίες βασίζονται σε σύγκριση των πειραµατικών τιµών (experimen-
tal values, Rexp) ποικιλίας στατιστικών κριτηρίων µε θεωρητικές ή κρίσιµες τιµές (theore-
tical ή critical values, Rtheor) των κριτηρίων αυτών που βρίσκονται σε στατιστικούς πίνακες. 
Οι κρίσιµες τιµές των πινάκων έχουν υπολογιστεί σε καθορισµένες στάθµες εµπιστοσύνης, 
όπως π.χ. 0,90, 0,95 και 0,99 ή στις αντίστοιχες πιθανότητες σφάλµατος (ορθότερα: µέγιστες 
πιθανότητες σφάλµατος 1ου είδους) που θα είναι: 0,10, 0,05 και 0,01, όπως και για διάφορα 
µεγέθη πληθυσµιακών δειγµάτων ή (γενικότερα) βαθµών ελευθερίας (δισδιάστατοι πίνακες). 
Η ανάγκη χρήσης πινάκων οφείλεται στο ότι δεν υπάρχουν απλές αναλυτικές εκφράσεις των 
θεωρητικών τιµών Rtheor, ως συναρτήσεις της στάθµης εµπιστοσύνης και των βαθµών ελευθε-
ρίας. Εάν οι τιµές των στατιστικών κριτηρίων υπερβαίνουν αυτές τις κρίσιµες τιµές, τότε  
(ανάλογα µε τη φύση της στατιστικής δοκιµασίας) γίνεται αποδεκτή ή όχι, η µηδενική υπόθε-
ση που χαρακτηρίζει τη δοκιµασία. 
  
Κατά κανόνα στις µετρήσεις χρησιµοποιείται η στάθµη εµπιστοσύνης 95%. Ωστόσο, αν οι 
επιπτώσεις σφάλµατος 1ου είδους είναι κατά πολύ δραµατικότερες (πλέον ανεπιθύµητες) από 
εκείνες του σφάλµατος 2ου είδους, τότε µπορεί να χρησιµοποιηθεί η στάθµη εµπιστοσύνης 
99%, ενώ εάν ισχύει το αντίστροφο, τότε µπορεί να χρησιµοποιηθεί η στάθµη εµπιστοσύνης 
του 90%. 
 
 
Στατιστικά προγράµµατα υπολογιστών και η πιθανότητα σφάλµατος. Ο σύγχρονος 
τρόπος εκτέλεσης των στατιστικών δοκιµασιών γίνεται πλέον µε τη βοήθεια υπολογιστών και 
στατιστικών προγραµµάτων που ουσιαστικά καθιστούν άχρηστους τους πίνακες κρίσιµων 
τιµών. Τα προγράµµατα, λαµβάνοντας υπόψη όλες τις απαραίτητες παραµέτρους, όπως πλή-
θος µετρήσεων, βαθµούς ελευθερίας κ.λπ., υπολογίζουν όχι µόνο την πειραµατική τιµή του 
εκάστοτε στατιστικού κριτηρίου, αλλά (και κυρίως) την οριακή πιθανότητα σφάλµατος που 
αντιστοιχεί στην τιµή αυτή. Η ίδια η τιµή του στατιστικού κριτηρίου εκ των πραγµάτων πλέον 
δεν χρησιµεύει σε τίποτα. Συνήθως στην απάντηση δεν αναφέρεται ρητά το εάν απορρίπτεται 
ή όχι η (όποια) µηδενική υπόθεση. Την απόφαση την αφήνει στον χρήστη του προγράµµατος, 
ο οποίος θα κρίνει ανάλογα µε την επιθυµητή στάθµη εµπιστοσύνης. Έτσι, π.χ. εάν το πρό-
γραµµα υπολογίσει για κάποια δοκιµασία σηµαντικότητας ως αποτέλεσµα:  
 

                                                                                                                             
ρισµένη στάθµη εµπιστοσύνης (π.χ. 95%), είναι το να λέγεται γενικά και αόριστα “η πιθανότητα σφάλ-
µατος είναι 5%”. Υπάρχουν δύο λάθη στην έκφραση:   
(1) ∆εν δηλώνεται το είδος του σφάλµατος, οπότε ο χρήστης δηµιουργεί την εντύπωση ότι γενικά η 
γνωµάτευση του είναι κατά 95% ορθή. Αν όµως ήταν έτσι, θα µπορούσε να χρησιµοποιήσει στάθµη 
εµπιστοσύνης 99% για να είναι 99% βέβαιος ότι η γνωµάτευση είναι ορθή !!   
(2) Ορίζει επακριβώς την πιθανότητα σφάλµατος ως 5%, ενώ αυτή είναι η µέγιστη πιθανή.  
Εποµένως, η σωστή έκφραση είναι: “η πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους δεν υπερβαίνει το 5%”.  
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P (error probability) = 0,024 τούτο σηµαίνει απλά ότι: “Ως έχουν τα δεδοµένα, η µηδενική 
υπόθεση µπορεί να απορριφθεί µε πιθανότητα σφάλµατος πρώτου είδους (εσφαλµένης απόρ-
ριψης) 2,4 %”. Σε περίπτωση που ο χρήστης επιθυµεί το συµπέρασµα να βασίζεται σε προ-
καθορισµένες (τυποποιηµένες) στάθµες εµπιστοσύνης, τότε:  

Σε στάθµη εµπιστοσύνης 90% (P=0,10) η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται. 
 Σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% (P=0,05) η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται. 

Σε στάθµη εµπιστοσύνης 99% (P=0,01) η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται.  
 
 
3.4. ∆οκιµασίες ενός και δύο άκρων.    
Οι δοκιµασίες σηµαντικότητας διακρίνονται γενικά σε δύο τύπους: Σε δοκιµασίες ενός άκρου 
ή µονόπλευρες (one-tailed tests) και σε δοκιµασίες δύο άκρων ή δίπλευρες (two-tailed 
tests).   
Στις δοκιµασίες ενός άκρου εξετάζεται π.χ. το εάν οι διαφορές µεταξύ των αποτελεσµάτων 
Α και Β είναι τυχαίες ή εάν το αποτέλεσµα Α είναι συστηµατικά µεγαλύτερο (ή µικρότερο) 
του αποτελέσµατος Β, δηλ. η µηδενική υπόθεση και η εναλλακτική υπόθεση θα είναι: 
 
 Η0 :  Α = Β 
 Ηa :  A > B     ή     Ηa : Α < Β 
 
Στις δοκιµασίες δύο άκρων εξετάζεται π.χ. το εάν οι διαφορές µεταξύ των µετρήσεων Α και 
Β είναι τυχαίες ή εάν τιµές Α και Β διαφέρουν συστηµατικά, δηλ. η µηδενική υπόθεση και η 
εναλλακτική υπόθεση θα είναι: 
 
 Η0 :  Α = Β 
 Ηa :  A  B  (ή ισοδύναµα: | Α− Β|  0) 
 
Έχει ιδιαίτερη σηµασία να γνωρίζουµε ποιου τύπου δοκιµασία θα πρέπει να εφαρµόσουµε, 
διότι αυτό θα καθορίσει και το ποιες κρίσιµες τιµές θα χρησιµοποιήσουµε, δεδοµένου ότι οι 
κρίσιµες τιµές των στατιστικών στοιχείων που βρίσκονται σε στατιστικούς πίνακες δίνονται 
για δοκιµασίες του ενός µόνο τύπου (συνήθως για δοκιµασίες “δύο άκρων”).  
Τυπικό παράδειγµα όπου απαιτείται στατιστική δοκιµασία ενός άκρου: Βρέθηκε ότι η µέση 
περιεκτικότητα τοξικής ουσίας σε τρόφιµο είναι ίση προς 0,12% (µε s = 0,05 και n = 4). Το 
ανώτερο επιτρεπτό όριο είναι 0,10%. Η τοξική ουσία υπερβαίνει πραγµατικά το ανώτατο 
όριο ή η διαφορά αυτή οφείλεται σε τυχαίους λόγους;    
Τυπικό παράδειγµα όπου απαιτείται στατιστική δοκιµασία δύο άκρων: Σε δείγµα ορυκτού 
προσδιορίζεται η περιεκτικότητα του σε ένα δευτερεύον συστατικό µε δύο διαφορετικές 
µεθόδους, την Α και τη Β. Η µέθοδος Α παρέχει αναλυτικό αποτέλεσµα 1,35 (µε s = 0,20 και 
n = 3), ενώ η µέθοδος Β παρέχει αναλυτικό αποτέλεσµα 1,42 (µε s = 0,25 και n = 4). Οι 
µέθοδοι παρέχουν διαφορετικά αποτελέσµατα ή όχι; ΠΡΟΣΟΧΗ: εάν το ερώτηµα ήταν το 
εάν η Β παρέχει συστηµατικώς µεγαλύτερα αποτελέσµατα από την Α, τότε η δοκιµασία θα 
πρέπει να είναι ενός άκρου.  
Στο Σχήµα 3-2 δείχνεται η διαφορά µεταξύ των δύο τύπων δοκιµασιών, στην περίπτωση σύγ-
κρισης µιας µέσης τιµής µετρήσεων µε την πραγµατική για τη διαπίστωση ύπαρξης συστη-
µατικού σφάλµατος στη µέθοδο µέτρησης.   
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Σχήµα 3-2. Σχηµατική επεξήγηση (βλ. κείµενο) των διαφορών των στατιστικών δοκιµασιών “ενός 
άκρου” (εάν υπάρχει συστηµατικό ή αρνητικό ή θετικό σφάλµα) και “δύο άκρων”(εάν υπάρχει γενικώς 
σφάλµα) στην περίπτωση σύγκρισης µιας µέσης τιµής µετρήσεων ( x ) και της πραγµατικής τιµής ( µ).  

 
Οι δύο επάνω καµπύλες κατανοµής (Gauss) του σφάλµατος δείχνουν την περίπτωση δοκιµα-
σίας ενός άκρου. Η µία (επάνω αριστερά) αφορά την περίπτωση κατά την οποία η µέση τιµή 
εξετάζεται εάν είναι µικρότερη της πραγµατικής (αρνητικό σφάλµα). Η άλλη (επάνω δεξιά) 
την περίπτωση κατά την οποία η µέση τιµή εξετάζεται εάν είναι µεγαλύτερη της πραγµατικής 
(θετικό σφάλµα). Η επιλεγόµενη κρίσιµη τιµή Rκρ οριοθετεί (είτε στη µια είτε στην άλλη) 
“ουρά” πιθανότητας P (π.χ. 0,05, δηλ. το 5% της συνολικής επιφάνειας).  
Στην κάτω καµπύλη δείχνεται η περίπτωση δοκιµασίας δύο άκρων. Τώρα, στην καµπύλη 
Gauss λείπει το αριστερό µισό, διότι χρησιµοποιείται η απόλυτη τιµή της διαφοράς, οπότε η 
κατανοµή αφορά αποκλειστικώς θετικές τιµές. Η ίδια κρίσιµη τιµή Rκρ είναι προφανές ότι 
οριοθετεί “ουρά” πιθανότητας 2×P (π.χ. 0,10, δηλ. το 10% της συνολικής επιφάνειας), αφού 
η συνολική επιφάνεια είναι η µισή σε σχέση µε την επιφάνεια των επάνω καµπυλών Gauss.  
Έστω ότι διαθέτουµε πίνακα κρίσιµων τιµών δοκιµασιών “δύο άκρων” σε στάθµες εµπιστο-
σύνης 90% (ή P = 0,10), 95% (ή P = 0,05) και 99% (ή P = 0,01). Εάν για κάποιο λόγο 
χρειαστεί να πραγµατοποιήσουµε δοκιµασία “ενός άκρου” σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% (ή 
P = 0,05), τότε θα χρησιµοποιήσουµε τις τιµές των κρίσιµων τιµών του πίνακα που αντι-
στοιχούν σε στάθµη εµπιστοσύνης 90% (ή P = 0,10).   
Γενικά, εάν θέλουµε να πραγµατοποιήσουµε στατιστική δοκιµασία “ενός άκρου” µε µέγιστη 
πιθανότητα σφάλµατος (1ου είδους πάντοτε) P, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τις κρίσιµες 
τιµές του στατιστικού στοιχείου δοκιµασίας “δύο άκρων” που αντιστοιχούν σε πιθανότητα 
σφάλµατος 2×P).  
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3.5.  ∆οκιµασίες Student ή δοκιµασίες t  
Οι δοκιµασίες του Student15 βασίζονται στην οµώνυµη κατανοµή (Student's t distribution) και 
απαιτούν µόνο εκτίµηση της τυπικής απόκλισης (s) (από µικρό πληθυσµιακό δείγµα) και όχι 
την πραγµατική τιµή της τυπικής απόκλισης (σ) 16. Υποτίθεται πάντοτε ότι οι πληθυσµοί 
είναι κανονικοί. Η οµάδα των δοκιµασιών αυτού του τύπου, γνωστές και ως t-tests είναι από 
τις πλέον απλές στατιστικές δοκιµασίες και συγχρόνως είναι οι πλέον συνηθισµένες στην 
αξιολόγηση αναλυτικών µεθόδων και µετρήσεων. Με τις δοκιµασίες αυτές παρέχονται στατι-
στικώς αντικειµενικές απαντήσεις σε ερωτήµατα όπως: 
 
1. Η µέση τιµή µιας σειράς µετρήσεων διαφέρει σηµαντικά από την αποδεκτή (ή πραγµατική) 
τιµή του δείγµατος; 
 
2. Οι µέσες τιµές δύο σειρών µετρήσεων διαφέρουν σηµαντικά;  
 
Σύγκριση πειραµατικής µέσης τιµής (x  ) και πραγµατικής τιµής ( µ ). Η δοκιµασία της 
αξιοπιστίας µιας αναλυτικής µεθόδου ξεκινάει συνήθως µε πολλαπλές µετρήσεις σε ένα 
δείγµα γνωστής περιεκτικότητας και σύγκριση της µέσης τιµής των αποτελεσµάτων µε την 
πραγµατική τιµή. Υπολογίζεται η πειραµατική τιµή του στατιστικού στοιχείου t (texp), από την 
ακόλουθη εξίσωση: 

 

 
s

Nxµ
t exp

−
=   (3-2) 

 
όπου µ είναι η πραγµατική (αποδεκτή) µέση τιµή (ή η γνωστή τιµή σε συνθετικό δείγµα), x 
η πειραµατική µέση τιµή που υπολογίστηκε από N µετρήσεις και s η τυπική απόκλιση των 
µετρήσεων που υπολογίστηκε µε ν βαθµούς ελευθερίας (π.χ. ν = Ν−1 εάν έχει υπολογιστεί 
από τις Ν µετρήσεις).  
Εάν είναι texp ≥ ttheor τότε η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται στη δεδοµένη στάθµη εµπιστοσύ-
νης, δηλαδή η µέση τιµή θεωρείται σηµαντικά διαφορετική από την πραγµατική (ή αποδεκτή 
τιµή) και τούτο µπορεί να αποδοθεί σε ανεπάρκεια (συστηµατικό σφάλµα) της εξεταζόµενης 
µεθόδου. Σε αντίθετη περίπτωση, οι όποιες διαφορές θεωρούνται απλώς τυχαίες.  
Οι θεωρητικές τιµές του t (ttheor) σε διάφορες στάθµες εµπιστοσύνης και βαθµούς ελευθερίας 
µέτρησης της s δίνονται στον Πίνακα 3.3.  
Στο επόµενο παράδειγµα εξετάζεται λεπτοµερειακά η επίδραση της απόκλισης της µέσης 
τιµής από την πραγµατική τιµή, όπως επίσης και τα στατιστικά συµπεράσµατα που εξάγονται 
σε κάθε περίπτωση σε διάφορες στάθµες εµπιστοσύνης. 
 

                                            
15 Ο W.S. Gossett το 1905 δηµοσίευσε τη σχετική µελέτη µε το ψευδώνυµο Student, επειδή ως υπάλ-
ληλος της Guinness Breweries της Ιρλανδίας, δεν θα έπρεπε να δηµοσιεύσει αποτελέσµατα, που τυπικά 
αποτελούσαν ιδιοκτησία της εταιρίας. Η σπουδαιότητα των αποτελεσµάτων όµως της πνευµατικής του 
εργασίας ήταν τέτοια, που ο ίδιος έκρινε ότι θα έπρεπε να τα δηµοσιεύσει, έστω και µε ψευδώνυµο. 
  
16 Η κατανοµή t αφορά στην κατανοµή πληθυσµών των τιµών t = (µ −x)√N / sx, όπου x η µέση τιµή 
n τιµών που έχει παρθεί από κανονικό πληθυσµό µέσης τιµής µ. sx είναι η υπολογιζόµενη τυπική από-
κλιση από τις n τιµές. Η κατανοµή t αντικαθιστά την κατανοµή z (κανονικοποιηµένη κατανοµή 
Gauss), όταν έχουµε µόνο εκτιµήτρια (sx) της πραγµατικής τυπικής απόκλισης (σx) των τιµών του 
πληθυσµού και ως εκ τούτου εκ της κατανοµής αυτής εξάγονται όλα τα συµπεράσµατα σε περιπτώσεις 
χειρισµού µικρών πληθυσµιακών δειγµάτων.  
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Πίνακας 3.3. Θεωρητικές τιµές t (“δύο άκρων”) σε διάφορους  
βαθµούς ελευθερίας και στάθµες εµπιστοσύνης.     

Βαθµοί 
ελευθερίας 

 
Στάθµη εµπιστοσύνης 

ν = Ν − 1 80% 90% 95% 99% 
1 3,078 6,314 12,706 63,657 
2 1,886 2,920  4,303      9,925 
3             1,638 2,353      3,182      5,841 
4             1,533 2,132      2,776      4,604 
5             1,476 2,015      2,571      4,032 
6             1,440 1,943      2,447      3,707 
7             1,415 1,895      2,365      3,500 
8             1,397 1,860      2,306      3,355 
9             1,383 1,833      2,262      3,250 

10            1,372 1,812      2,228      3,169 
11 1,363 1,796 2,201 3,106 
12            1,356 1,782     2,179      3,055 
15            1,341 1,753      2,131      2,947 
20            1,325 1,725      2,086      2,845 
30            1,310 1,697      2,042      2,787 
∞*           1,282 1,645     1,960      2,576 

 
(*) Όταν οι βαθµοί ελευθερίας καταστούν άπειροι, οι κρίσιµες τιµές t ουσιαστικά καθίστανται ίσες 
προς τις προβλεπόµενες από την κανονική κατανοµή, η οποία είναι η οριακή κατανοµή της κατανοµής 
Student. Έτσι, από τον Πίνακα 2.4 µπορεί να διαπιστωθεί ότι η πιθανότητα µιας τιµής (κανονικού 
πληθυσµού) να βρεθεί στην περιοχή ±1,282, ±1,645, ±1,960 και ±2,576 τυπικών αποκλίσεων (σε µο-
νάδες z) είναι αντίστοιχα: 0,80, 0,90, 0,95 και 0,99. 
 
_____________________________ 
 
Παράδειγµα 3-1. Μια υπό δοκιµή αναλυτική µέθοδος προσδιορισµού µιας ουσίας Α παρέχει 
τα ακόλουθα αναλυτικά αποτελέσµατα (π.χ. % περιεκτικότητα): 
 

5,42,   5,67,   5,75,   5,51,   5,82,   5,55 
 
Σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%, να εξεταστεί εάν στη δοκιµαζόµενη µέθοδο ενυπάρχει συστη-
µατικό σφάλµα, εάν η πραγµατική τιµή (Α%) στο εξεταζόµενο δείγµα είναι: 
 

α)  5,64,   β)  5,76,  γ)  5,83   και   δ)  6,12  
Λύση. Η µέση τιµή x και η τυπική απόκλιση s είναι 5,62 και 0,1526 αντιστοίχως, οπότε για 
τις τρεις περιπτώσεις οι αντίστοιχες τιµες texp είναι:  

α)   0,3210,152665,625,64texp =−=  
 

β)   2,2470,152665,625,76texp =−=  
 

γ)   3,3710,152665,625,83texp =−=  
 

δ)   8,0260,152665,626,12texp =−=  
 
Σε όλες τις περιπτώσεις, από τον Πίνακα 3.3 ισχύει ότι σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% και για 
ν = 6 − 1 = 5 η θεωρητική τιµή ttheor είναι 2,571. Εποµένως οι απαντήσεις είναι: 
 
α) Για πραγµατική τιµή Α% 5,64: Επειδή texp<ttheor τότε σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% (δηλα-
δή, διακινδυνεύοντας πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους µικρότερη από 0,05) διαπιστώνεται 
ότι δεν υπάρχει συστηµατικό σφάλµα. [Παρατήρηση: Ακόµη και σε στάθµη εµπιστοσύνης 
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90%, όπου η απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης είναι ευκολότερη, το συµπέρασµα είναι το 
ίδιο, είναι άλλωστε προφανές ότι η απόκλιση από την πραγµατική τιµή είναι ελάχιστη].  
β) Για πραγµατική τιµή Α% 5,76: Επειδή texp<ttheor τότε σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% 
(δηλαδή, διακινδυνεύοντας πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους µικρότερη από 0,05) διαπιστώ-
νεται ότι δεν υπάρχει συστηµατικό σφάλµα. [Παρατήρηση: Σε στάθµη εµπιστοσύνης 90%, 
όπου η απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης είναι ευκολότερη, το συµπέρασµα είναι ότι 
υπάρχει συστηµατικό σφάλµα].  
γ) Για πραγµατική τιµή Α% 5,83: Επειδή texp>ttheor τότε σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% (δηλα-
δή διακινδυνεύοντας πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους µικρότερη από 0,05) διαπιστώνεται 
ότι υπάρχει συστηµατικό σφάλµα. [Παρατήρηση: Σε στάθµη εµπιστοσύνης 99%, όπου η 
απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης είναι δυσκολότερη, το συµπέρασµα είναι ότι δεν υπάρχει 
συστηµατικό σφάλµα].  
δ) Για πραγµατική τιµή Α% 6,12: Επειδή texp>ttheor τότε σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% 
(δηλαδή διακινδυνεύοντας πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους µικρότερη από 0,05) διαπιστώ-
νεται ότι υπάρχει συστηµατικό σφάλµα. [Παρατήρηση: Είναι πλέον τόσο µεγάλη η δια-
φορά της πραγµατικής τιµής, που ακόµη και σε στάθµη εµπιστοσύνης 99%, όπου η απόρριψη 
της µηδενικής υπόθεσης είναι δυσκολότερη, το συµπέρασµα εξακολουθεί να είναι ότι 
υπάρχει συστηµατικό σφάλµα].  
Τα συνολικά συµπεράσµατα συνοψίζονται στον ακόλουθο πίνακα, όπου παρέχονται και οι 
οριακές τιµές της πιθανότητας σφάλµατος (Ptheor) που αντιστοιχούν στις τιµές texp, όπως θα 
υπολογιζόντουσαν από ένα στατιστικό πακέτο προγράµµατος. 
  

 
Περίπτωση 

 
x 

 
µ 

 
texp 

 
Συµπέρασµα σε στάθµη εµπιστοσύνης  

Ptheor 
      90%   95%   99%  
α 5,62 5,64 0,321 x = µ x = µ x = µ 0,7611 
β 5,62 5,76 2,247 x ≠ µ x = µ x = µ 0,0745 
γ 5,62 5,83 3,371 x ≠ µ x ≠ µ x = µ 0,0199 
δ 5,62 6,12 8,026 x ≠ µ x ≠ µ x ≠ µ 0,0005 

  
Έτσι, εξετάζοντας τις ακραίες περιπτώσεις α και δ, φαίνεται ότι στην α, όπου είναι προφανές 
ότι η µηδενική υπόθεση είναι ισχυρότατη, σε περίπτωση που επιµείνουµε στην απόρριψή της, 
διακινδυνεύουµε απαράδεκτα µεγάλη πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους (76%). Στην περί-
πτωση δ, όπου είναι προφανές ότι η µηδενική υπόθεση είναι εξαιρετικά ανίσχυρη, θα τη δε-
χόµαστε µόνο αν θέλαµε υπερβολικά µικρή πιθανότητα 0,05% σφάλµατος 1ου είδους (αντί-
στοιχη στάθµη εµπιστοσύνης: 99,95%), κάτι που βέβαια δεν θα είχε κανένα νόηµα. 
_____________________________ 

 
Παράδειγµα 3-2. Τιτλοδοτούνται 10,00 mL διαλύµατος ασθενούς βάσης (π.χ. ενός αλκαλο-
ειδούς) 0,1000 Μ σε άνυδρο οξικό οξύ µε πρότυπο διάλυµα HClO4 0,1000 Μ (επίσης σε άνυ-
δρο οξικό οξύ) και υπάρχει η υποψία ότι µε τον χρησιµοποιούµενο δείκτη λαµβάνονται συ-
στηµατικώς θετικά σφάλµατα. Να εξεταστεί το αληθές της υπόθεσης σε στάθµη εµπιστο-
σύνης 95%, εάν για 5 τιτλοδοτήσεις χρειάστηκαν: 10,22,  10,08,  10,15,  9,97 και 10,12 mL 
του διαλύµατος HClO4.  
Λύση. Η πειραµατική τιµή texp βρίσκεται ίση προς 2,404 (Εξίσωση 3-2). Εφόσον ζητείται να 
εξετάσουµε το αν η µέση τιµή υπερβαίνει (και όχι απλώς ότι διαφέρει) σηµαντικά από τη 
θεωρητική, θα χρησιµοποιήσουµε δοκιµασία “ενός άκρου”. Για τη ζητούµενη στάθµη 
εµπιστοσύνης 95% (ή P = 0,05) χρησιµοποιείται η θεωρητική τιµή  t “δύο άκρων”  90%  (ή P 
= 0,10) (ν = Ν−1 = 4) που είναι 2,132. Επειδή texp>ttheor η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται και 
εποµένως στη ζητούµενη στάθµη εµπιστοσύνης διαπιστώνεται ότι υπάρχει συστηµατικό θε-
τικό σφάλµα στην τιτλοδότηση. [Παρατήρηση: Σε πρώτη προσέγγιση φαίνεται παράδοξο, 
το ότι στην ίδια στάθµη εµπιστοσύνης δεν διαπιστώνεται συστηµατικό σφάλµα, αφού ttheor 
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(95%, ν = 4) = 2,776. Άλλη όµως η υπόθεση “υπάρχει σηµαντική θετική διαφορά” και άλλη η 
υπόθεση “υπάρχει σηµαντική διαφορά”]. 
_____________________________ 
 
Σύγκριση δύο πειραµατικών µέσων τιµών. Συχνά απαιτείται σύγκριση των τιµών δύο δια-
φορετικών µεθόδων (µε ανάλυση του ίδιου δείγµατος) ή σύγκριση δύο δειγµάτων (αναλυόµε-
νων µε την ίδια µέθοδο). Η σύγκριση γίνεται για να διαπιστωθεί αν υπάρχει σηµαντική δια-
φορά στα αποτελέσµατα µεταξύ των δύο αναλυτικών µεθόδων ή αν τα εξεταζόµενα δείγµατα 
είναι διαφορετικά ή όχι, αντίστοιχα. Γενικά, η στατιστική σύγκριση δύο µέσων τιµών αναφέ-
ρεται ως µη κατά ζεύγη δοκιµασία t (unpaired t-test).   
Η δοκιµασία βασίζεται στον υπολογισµό της πειραµατικής τιµής texp, που παρέχεται από την 
εξίσωση: 
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όπου sA,B είναι η συνδυασµένη τυπική απόκλιση (pooled ή combined standard deviation), 
που υπολογίζεται και από τις δύο οµάδες δεδοµένων και παρέχεται από την εξίσωση: 
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όπου xA  η µέση τιµή της πρώτης σειράς µετρήσεων (x1,A, x2,A, … xNA,A) και xB η µέση τιµή 
της δεύτερης σειράς µετρήσεων (x1,B, x2,B, … xNB,B).  
Η texp συγκρίνεται µε τη θεωρητική τιµή ttheor (για NA + NB − 2 βαθµούς ελευθερίας) (τιµές 
Πίνακα 3.3) και εάν texp ≤ ttheor η µηδενική υπόθεση θεωρείται ότι ισχύει (π.χ. ότι οι µέσες 
τιµές δεν διαφέρουν σηµαντικά ή ότι τα δείγµατα είναι ίδια).  
Βασική προϋπόθεση εφαρµογής των δοκιµασιών t, σε περιπτώσεις σύγκρισης πειραµατικών 
µέσων τιµών είναι η οµοσκεδαστικότητα των µετρήσεων, δηλ. δεν πρέπει να υπάρχει σηµα-
ντική διαφορά στις τυπικές αποκλίσεις των οµάδων µετρήσεων. Ο στατιστικός έλεγχος πραγ-
µατοποιείται µε τη δοκιµασία F (Snedecor’s F test) “δύο άκρων” που περιγράφεται αµέσως 
µετά τις δοκιµασίες Student. 
_____________________________ 
 
  
Παράδειγµα 3-3. Συστατικό του ίδιου δείγµατος προσδιορίστηκε µε δύο µεθόδους Α και Β 
και ελήφθησαν οι ακόλουθες τιµές. 
 
 Μέθοδος Α :  3,23,  3,45,  3,48,  3,67,  3,71 
 Μέθοδος B :  3,51,  3,71,  3,79,  3,98 
 
Να εκτιµηθεί το εάν τα αποτελέσµατα διαφέρουν σηµαντικά σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% .  
Λύση. Για να εκτιµηθεί το εάν υπάρχει ή όχι σηµαντική διαφορά στα αποτελέσµατα σε στάθ-
µη εµπιστοσύνης 95%, υπολογίζονται οι πειραµατικές µέσες τιµές των δύο µεθόδων και η 
συνδυασµένη τυπική απόκλιση (Εξίσωση 3-3) και βρίσκονται αντιστοίχως:  
 
xA  = 3,508 ,      xΒ  = 3,7475     και    sA,B = 0,1935 
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[Παρατήρηση: Τα παραπάνω αποτελέσµατα θεωρούνται ως ενδιάµεσα των υπολογισµών και 
για τον λόγο αυτό αναγράφονται µε µεγάλο αριθµό σηµαντικών ψηφίων και όχι τον αρµό-
ζοντα για τη διαφαινόµενη επαναληψιµότητα των µεθόδων]  και είναι 
 

1,8425
4)/(15)/(10,1935

3,74753,508
t exp =

+

−
=  

 
Επειδή texp<ttheor (= 2,365, για ν = (5+4) − 2 = 7) η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται 
(δηλ. τα αποτελέσµατα θεωρούνται ουσιαστικά ίδια). [Παρατήρηση: Η οριακή πιθανότητα 
σφάλµατος που αντιστοιχεί στην τιµή texp και υπολογίζεται από στατιστικό πρόγραµµα είναι 
0,1080, δηλαδή, -σχεδόν οριακά- η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται ούτε σε στάθµη 
εµπιστοσύνης 90%].  
_____________________________ 
 
∆οκιµασία t για παρατηρήσεις κατά ζεύγη. Κατά τη σύγκριση της ισοδυναµίας δύο 
αναλυτικών µεθόδων συχνά αναλύεται µια σειρά δειγµάτων, που καλύπτουν µία σχετικώς 
ευρεία περιοχή τιµών, οπότε διατίθεται µια σειρά “ζευγών” αναλυτικών αποτελεσµάτων. 
Περιπτώσεις όπως αυτές που αναφέρονται στη συνέχεια ουσιαστικά υποχρεώνουν τον 
αναλυτή σε στατιστική δοκιµασία κατά ζεύγη:   
1) Η ποσότητα των διατιθέµενων δειγµάτων δεν επιτρέπει παρά µόνο ένα προσδιορισµό 
µε κάθε µέθοδο.  
2) Οι µέθοδοι συγκρίνονται µε ποικιλία δειγµάτων διαφόρων προελεύσεων και ευρείας 
περιοχής συγκεντρώσεων.  
3) Χρησιµοποιούνται αποτελέσµατα που ελήφθησαν σε διαφορετικές χρονικές περιόδους, 
κάτω από διαφορετικές εργαστηριακές συνθήκες.  
Τα αποτελέσµατα συγκρίνονται µε µία δοκιµασία t που είναι γνωστή και ως κατά ζεύγη 
δοκιµασία t (paired t-test). Η τιµή texp παρέχεται από τη σχέση: 

 

 
∑
=

−

−
−= N

1i
ii

BAexp

)d(d

1)(NNxxt   (3-5) 

 
όπουxA, xB οι µέσες τιµές των δύο οµάδων µετρήσεων (µε τη µέθοδο Α και Β), Ν ο αριθ-
µός των ζευγών, di η θετική ή αρνητική διαφορά xiA − xiB και di η µέση τιµή των διαφορών 
αυτών.  
Η Εξίσωση 3-5 γράφεται και ως 
 

 
d

exp s

Nd
t =   (3-6) 

 
όπου sd είναι η τυπική απόκλιση της διαφοράς των τιµών.  
Η τιµή texp συγκρίνεται, όπως και στις προηγούµενες δοκιµασίες t, µε τη θεωρητική τιµή ttheor 
που αντιστοιχεί σε ν = Ν−1 βαθµούς ελευθερίας. 
_____________________________ 
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Παράδειγµα 3-4. Σε σειρά 6 αναλυτικών δειγµάτων προσδιορίστηκε η % περιεκτικότητα σε 
συστατικό Χ µε δύο διαφορετικές µεθόδους. Τα αποτελέσµατα είχαν ως εξής: 
 

Μέθοδος Α, % Χ : 0,34 0,61 1,24 1,67 2,12 3,51 
Μέθοδος Β, % Χ : 0,36 0,70 1,34 1,58 2,21 3,38 

  
Να εκτιµηθεί εάν σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% διαφαίνεται σηµαντική διαφορά στα αναλυ-
τικά αποτελέσµατα των δύο µεθόδων. 
 
Λύση. Χρησιµοποιείται η Εξίσωση 3-6 µε υπολογιζόµενες τιµές: 
 
d = 0,01333   και   sd = 0,10053, οπότε:   texp = 0,01333√6 / 0,10053 = 0,3249 
 
H θεωρητική τιµή ttheor για ν = 6 − 1 = 5 και στάθµη εµπιστοσύνης 95% είναι 2,571, οπότε 
εφόσον texp<ttheor , δεν διαπιστώνεται σηµαντική διαφορά στα αποτελέσµατα που παρέ-
χονται από τις δύο µεθόδους. [Παρατήρηση: Η συγκριτικά πολύ µικρή της τιµής texp δείχνει 
ότι η µηδενική υπόθεση είναι ισχυρότατη. Η οριακή πιθανότητα σφάλµατος που αντιστοιχεί 
στην τιµή texp και υπολογίζεται από στατιστικό πρόγραµµα είναι 0,7584, δηλαδή, όχι µόνο η 
µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται σε στάθµη εµπιστοσύνης 90%, αλλά ακόµη και σε πολύ 
µικρότερες στάθµες εµπιστοσύνης -µέχρι περίπου 24%- η µηδενική υπόθεση φαίνεται ότι 
ισχύει].  
_____________________________ 
 
 
3.6. Σύγκριση διακυµάνσεων (δοκιµασία F)  
H δοκιµασία F (F του Snedecor) χρησιµοποιείται για να εξαχθούν συµπεράσµατα ως προς το 
αν οι διακυµάνσεις δύο πληθυσµών είναι ίδιες ή όχι. Το συµπέρασµα θα εξαχθεί µε εξέταση 
των διακυµάνσεων πληθυσµιακών δειγµάτων. Στη χηµική ανάλυση µπορεί να χρησιµοποιη-
θεί για τη σύγκριση της επαναληψιµότητας δύο αναλυτικών µεθόδων ή δύο διαφορετικών 
αναλυτών, όταν εργάζονται µε την ίδια µέθοδο κ.λπ. Εάν δειχθεί ότι στη δεδοµένη στάθµη 
εµπιστοσύνης υπάρχει σηµαντική διαφορά, τότε οι επιµέρους µέσες τιµές δεν µπορούν να 
συγκριθούν µε τη δοκιµασία t.  
To στατιστικό στοιχείο που χρησιµοποιείται και στις δύο περιπτώσεις είναι η πειραµατική 
τιµή  Fexp, που ορίζεται ως 
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όπου sA και sB είναι οι τυπικές αποκλίσεις των δύο οµάδων τιµών (πάντοτε πρέπει να είναι sA 
≥ sB,  ώστε αντιστοίχως να είναι Fexp ≥ 1). Oι θεωρητικές τιµές F (Ftheor) παρέχονται από πίνα-
κες (Πίνακας 3.4) για διάφορους βαθµούς ελευθερίας (νA και νB) προσδιορισµού των επιµέ-
ρους τυπικών αποκλίσεων και στάθµες εµπιστοσύνης. Όταν Fexp>Ftheor τότε στη δεδοµένη 
στάθµη εµπιστοσύνης συµπεραίνουµε ότι οι διακυµάνσεις (ή οι ακρίβειες) των δύο µεθόδων 
διαφέρουν.  
Είναι χαρακτηριστικό το ότι για άπειρους βαθµούς ελευθερίας και για τις δύο διακυµάνσεις, η 
θεωρητική τιµή F είναι ακριβώς 1 για οποιαδήποτε στάθµη εµπιστοσύνης. Τούτο θα έπρεπε 
να είναι αναµενόµενο, εφόσον οι άπειρες µετρήσεις παρέχουν τις πραγµατικές αποκλίσεις (σ) 
και εφόσον αυτές ταυτίζονται (σΒ = σΑ ) θα πρέπει να είναι ακριβώς F=1. 
_____________________________ 
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Πίνακας 3.4.  Θεωρητικές τιµές F σε διάφορους βαθµούς ελευθερίας και στάθµες  
εµπιστοσύνης (1). 

 
       

 νΑ 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 
 

6 
 

10 
        (2) 

∞ 
Στάθµη 

εµπιστοσύνης 
δοκιµασίας: 

νΒ        ενός 
άκρου 

δύο 
άκρων 

 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,39 9,49 90% 80% 
2 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,50 95% 90% 
 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,40 39,50 97,5% 95% 
 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,50 99% 98% 
 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,23 5,13 90% 80% 

3 9,55 9,28 9,12 9,01 8,98 8,78 8,53 95% 90% 
 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,42 13,90 97,5% 95% 
 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,23 26,12 99% 98% 
 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,92 3,76 90% 80% 

4 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 5,96 5,63 95% 90% 
 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 8,84 8,26 97,5% 95% 
 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,54 13,46 99% 98% 
 3,78 3,62 3,52 3,45 3,40 3,30 3,10 90% 80% 

5 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,74 4,36 95% 90% 
 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,61 6,02 97,5% 95% 
 13,27 12,06 11.39 10,97 10,67 10,05 9,02 99% 98% 
 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 2,94 2,72 90% 80% 

6 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,06 3,67 95% 90% 
 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,46 4,85 97,5% 95% 
 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 7,87 6,88 99% 98% 
 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,32 2,06 90% 80% 

10 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 2,97 2,54 95% 90% 
 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,72 3,08 97,5% 95% 
 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 4,85 3,91 99% 98% 
 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,06 1,76 90% 80% 

15 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,54 2,07 95% 90% 
 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,06 2,40 97,5% 95% 
 6,36 5,42 4,89 4,36 4,32 3,80 2,87 99% 98% 

      (2) 2,30 2,08 1,94 1,85 1,77 1,60 1,00 90% 80% 
∞  3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 1,83 1,00 95% 90% 
 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,05 1,00 97,5% 95% 
 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,32 1,00 99% 98% 

 
(1) νΑ, νΒ: βαθµοί ελευθερίας διακύµανσης αριθµητή και παρανοµαστή, αντίστοιχα. 
(2) Οι τιµές αυτές θα χρησιµοποιηθούν για σύγκριση µιας πειραµατικής τιµής τυπικής απόκλισης (sA ή 
sB) µε την πραγµατικές τιµές τυπικής απόκλισης (σΒ και σΑ, αντιστοίχως), εάν βέβαια οι τελευταίες 
είναι γνωστές. 
 
 
Παράδειγµα 3-5. Να εξεταστεί εάν υπάρχει στατιστικώς σηµαντική διαφορά στα αποτε-
λέσµατα που παρέχει η µέθοδος Α σε σχέση µε εκείνα που παρέχει η µέθοδος Β σε στάθµη 
εµπιστοσύνης 95%, όταν κατά τη µέτρηση του ίδιου δείγµατος ελήφθησαν οι ακόλουθες 
τιµές: 
 Mέθοδος Α:   4,41,   4,54,   4,89,   4,89,   5,12   
 Mέθοδος Β:   4,52,   4,62,   4,68,   4,73 
  
Λύση. Oι τυπικές αποκλίσεις (σχέση 2-12) είναι 0,2888 και 0,09032 αντιστοίχως, οπότε είναι 
Fexp = 0,28882 / 0,090322 = 10,22 < Ftheor (=15,10, για νA = 4, νB = 3). Εποµένως, σε στάθµη 
εµπιστοσύνης 95% η µηδενική υπόθεση ισχύει και µπορούµε να αποφανθούµε ότι οι µέθοδοι 
είναι ισοδύναµες από άποψη ακρίβειας. [Παρατήρηση: Η οριακή πιθανότητα σφάλµατος που 
αντιστοιχεί στην τιµή Fexp και υπολογίζεται από στατιστικό πρόγραµµα είναι 0,0856, δηλαδή, 
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η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε στάθµη εµπιστοσύνης 90%, κάτι που φαίνεται και από 
την αντίστοιχη κρίσιµη τιµή του πίνακα]  
_____________________________ 
 
 
3.7. ∆οκιµασίες ανίχνευσης εκτόπων τιµών (outliers)  
Σε µία σειρά επαναλαµβανόµενων µετρήσεων της ίδιας ποσότητας, που συνήθως έχει ως 
σκοπό τον υπολογισµό της µέσης τιµής ή άλλων στατιστικών χαρακτηριστικών του πληθυ-
σµιακού δείγµατος (π.χ. της τυπικής απόκλισης), συχνά εµφανίζονται τιµές αποµακρυσµένες 
από την κύρια µάζα των µετρήσεων. Οι τιµές αυτές θεωρούνται ύποπτες, ενδεχοµένως είναι 
φορείς κάποιου συστηµατικού σφάλµατος και υπάρχει µια φυσική τάση του αναλυτή να µην 
τις συµπεριλάβει στους υπολογισµούς, κάτι που πρέπει να αποφύγει πριν δικαιολογήσει µε 
στατιστικά στοιχεία την απόφαση αυτή.  
Αντίστοιχες περιπτώσεις "ύποπτων" ή "κακών" τιµών εµφανίζονται κατά τη χάραξη καµπύ-
λης αναφοράς, όπου π.χ. ενώ η πλειονότητα των τιµών των µετρήσεων των προτύπων εµφα-
νίζουν την αναµενόµενη συµπεριφορά (π.χ. βρίσκονται σε ευθεία) µερικές τιµές φαίνεται να 
εκτρέπονται αναιτιολόγητα από αυτήν. ∆ηµιουργείται πάλι το ερώτηµα εάν οι τιµές (ή 
σηµεία) αυτές θα πρέπει να περιληφθούν ή όχι στο διάγραµµα, οπότε ενδεχοµένως θα επη-
ρεάσουν τη θέση της καµπύλης και φυσικά όλα τα αποτελέσµατα των µετρήσεων που θα 
ακολουθήσουν µε βάση την προκύπτουσα καµπύλη αναφοράς. 
 

 
Εάν είναι γνωστό ότι κάτι "δεν πήγε καλά" κατά τη διάρκεια των µετρήσεων 
που έδωσαν τις "ύποπτες" τιµές (π.χ. κακή αραίωση ή απώλεια δείγµατος, µια 
παροδική αστάθεια στην τάση τροφοδοσίας των συσκευών) οι τιµές αυτές, 
ανεξαρτήτως του εάν φαίνονται "καλές" ή "κακές", "ταιριάζουν" ή "δεν ταιριά-
ζουν" µε τις υπόλοιπες, θα πρέπει να απορριφθούν χωρίς δισταγµό και χωρίς να 
προηγηθεί στατιστική δοκιµασία. 
 

 
Εάν δεν υπάρχουν ενδείξεις, ως προς το εάν οι "ύποπτες" τιµές είναι φορείς συστηµατικού 
σφάλµατος, τότε η απόρριψή τους σε καµία περίπτωση δεν θα πρέπει να γίνει µε βάση υπο-
κειµενικά κριτήρια.  
Οι στατιστικώς ορθότερες δοκιµασίες απόρριψης είναι εκείνες που χαρακτηρίζουν τις µετρή-
σεις απορριπτέες σε προκαθορισµένες στάθµες εµπιστοσύνης (π.χ. 95%) ή -ισοδύναµα- 
πιθανότητας σφάλµατος (π.χ. 0,05 ή 5%). Η µηδενική υπόθεση στις περιπτώσεις αυτές είναι 
ότι "η ύποπτη τιµή δεν διαφέρει σηµαντικά από τις υπόλοιπες". 
 
3.7.1. Ορισµοί    

Ως έκτοπη τιµή (οutlier17) σε ένα πληθυσµιακό δείγµα χαρακτηρίζεται 
κάθε τιµή, που ανήκει σε διαφορετικό πληθυσµό από τον πληθυσµό της 
πλειονότητας των µετρήσεων. 
 

 
Η διαφορά µεταξύ των πληθυσµών µπορεί να εντοπίζεται στη µέση τιµή, στη διασπορά (π.χ. 
στην τυπική απόκλιση) ή και στα δύο. Φαίνεται αρκετά παράδοξο το ότι µε βάση τον παρα-
                                            
17 Aπό την Αγγλική λέξη outlying που σηµαίνει: “αυτός που βρίσκεται µακριά από το κέντρο”. Άλλες 
αποδόσεις που θα µπορούσαν να δοθούν στην Ελληνική για τον όρο outlier είναι: “απόκεντρος”, “απο-
κλίνουσα”, “απόµακρη”. Οι όροι αυτοί ως έννοιες έχουν συνεχή χαρακτήρα (π.χ. λίγο-, πολύ-, εξαι-
ρετικά-αποκλίνουσα). Ο όρος “εξωγενής” θα απέδιδε καλύτερα την ουσία του όρου: τιµή προερχόµενη 
από άλλο είδος πληθυσµού και ως έννοια έχει δυαδικό χαρακτήρα (ή είναι ή δεν είναι εξωγενής). Όλες 
οι σειρές µετρήσεων περιέχουν αποκλίνουσες τιµές, αυτό όµως δεν σηµαίνει ότι υποχρεωτικά αυτές 
είναι και απορριπτέες. Απορριπτέες θα είναι αν αποδειχθούν “εξωγενείς” µε βάση κάποιο στατιστικό 
στοιχείο και σε προκαθορισµένο επίπεδο εµπιστοσύνης. 
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πάνω ορισµό είναι δυνατόν µία αποκλίνουσα τιµή να φαίνεται "καλύτερη" από µία πραγµα-
τική τιµή, όπως π.χ. τα σηµεία Α και Β (Σχήµα 3-3), των πληθυσµών µε κατανοµές ΚΑ (του 
µετρούµενου πληθυσµιακού δείγµατος των "ορθών" τιµών) και ΚΒ (των αποκλινουσών τιµών). 
Καµία στατιστική δοκιµασία για την απαλλαγή του εξεταζόµενου πληθυσµού KA από έκτο-
πες τιµές, δεν µπορεί να κρατήσει την “νόµιµη” τιµή B και να απορρίψει την “εξωγενή” τιµή 
A, έτσι οι δοκιµασίες απόρριψης εκ των πραγµάτων περιορίζονται στις ασύµφωνες, εκτρε-
πόµενες ή ακραίες τιµές (discordant, deviant, extreme values), µικρών οµάδων δεδοµένων.   

  
Σχήµα 3-3. Παράδειγµα επικάλυψης διαγραµµάτων κατανοµής εξεταζόµενου πληθυσµού (ΚΑ) και ενός 

άλλου πληθυσµού (ΚΒ). 
 
Τα στατιστικά στοιχεία που επηρεάζονται ελάχιστα από την παρουσία εκτόπων µετρήσεων 
στο εξεταζόµενο δείγµα, ονοµάζονται ανθεκτικά (robust), όπως επίσης ανθεκτικές ονοµάζο-
νται και οι αντίστοιχες δοκιµασίες, που κατά τα τελευταία χρόνια γίνονται συνεχώς και 
δηµοφιλέστερες. Στο τελευταίο βοήθησε και η µεγάλη διαθεσιµότητα υπολογιστών, επειδή οι 
σχετικοί υπολογισµοί είναι περισσότερο σύνθετοι και απαιτούν περισσότερο χρόνο, σε σχέση 
µε τις κλασσικές στατιστικές δοκιµασίες. 
 
 
3.7.2.  Κριτήρια απόρριψης τιµών  
Το σύνολο σχεδόν των κριτηρίων απόρριψης ακραίων τιµών βασίζεται στο να θεωρούνται a 
priori οι τιµές, που βρίσκονται στα άκρα των κατανοµών του πραγµατικού πληθυσµού, ως έκ-
τοπες µετρήσεις. Έτσι, π.χ. οι τιµές που βρίσκονται στο κατώτερο 2,5% (και κάτω) εκατο-
στηµόριο και ανώτερο 97,5% (και άνω) εκατοστηµόριο της κατανοµής θεωρούνται ως απο-
κλίνουσες µε προφανή πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους 5%, δηλαδή για να να αποφευχθεί 
η παρουσία αποκλινουσών µετρήσεων προαποφασίζεται η απόρριψη µίας στις είκοσι (κατά 
µέσο όρο) κανονικών µετρήσεων ("ψαλίδισµα κατανοµής").  
Εάν είναι γνωστή η µορφή του διαγράµµατος κατανοµής ή η οποιαδήποτε περιγραφή του 
(π.χ. ότι πρόκειται για κανονική κατανοµή µε γνωστή τυπική απόκλιση σ), τότε είναι εύκολο 
µε θεώρηση του διαγράµµατος κατανοµής (αν πρόκειται για κατανοµή µη συγκεκριµένου 
τύπου) ή των σχετικών πινάκων (αριθµός σ ως συνάρτηση πληθυσµιακού κλάσµατος στην 
περίπτωση κανονικής κατανοµής) να απορριφθεί ή όχι. H µηδενική υπόθεση παραµένει πάν-
τοτε η ίδια: η εξεταζόµενη τιµή δεν διαφέρει από τις υπόλοιπες (οι όποιες διαφορές είναι 
µόνο τυχαίες).  
Γενικά, απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή στην απόρριψη µετρήσεων. Καλό θα ήταν για κάθε 
απορριπτόµενη τιµή να υπήρχε και µια ερµηνεία ως προς το πώς προέκυψε (αναζήτηση συ-
στηµατικού σφάλµατος). Στους διεργαστηριακούς ελέγχους αναλυτικών µεθόδων (ΙSO-5725) 
υπάρχει τυποποιηµένο και εξαιρετικά αυστηρό πρωτόκολλο χαρακτηρισµού µετρήσεων ως 
απορριπτέων. Τιµές που χαρακτηρίζονται ως έκτοπες (µε στατιστικές δοκιµασίες ως αυτές 
που θα περιγραφούν στη συνέχεια) σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%, αλλά όχι σε στάθµη 99% 
χαρακτηρίζονται ως ακατάστατες (stragglers). Κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις και ανά-
λογα µε τη συχνότητα εµφάνισής τους οι τιµές αυτές δεν απορρίπτονται και περιλαµβάνονται 
στους παραπέρα υπολογισµούς.   
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Τα κριτήρια που περιγράφονται στη συνέχεια (όπως και τα προηγούµενα) θεωρούν ότι η 
κατανοµή του πληθυσµού είναι κανονική, εποµένως µπορούν να εφαρµοστούν σε πληθυ-
σµούς αναλυτικών σφαλµάτων (που κατά κανόνα ακολουθούν την κανονική κατανοµή), όχι 
όµως σε πληθυσµούς, όπως π.χ. τιµές συγκεντρώσεων συστατικών δειγµάτων κλινικού ενδια-
φέροντος, που ακολουθούν κατά κανόνα διαφορετικές ή και απρόβλεπτες κατανοµές.  
 
3.7.3. Μέθοδος Neir  
H µέθοδος αυτή βασίζεται στην εκτίµηση της τυπικής απόκλισης από περιορισµένο αριθµό 
µετρήσεων µεγαλύτερου όµως από εκείνο της εξεταζόµενης οµάδας δεδοµένων (κατανοµές 
Student).  
Εάν xm είναι η µικρότερη ή µεγαλύτερη τιµή x δείγµατος µεγέθους Ν, υπολογίζεται η λόγος 
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όπουx είναι µέση τιµή του εξεταζόµενου δείγµατος (συµπεριλαµβανόµενης της ύποπτης 
µέτρησης) και se η εκτιµούµενη τιµή της τυπικής απόκλισης πληθυσµιακού δείγµατος που 
έχει υπολογιστεί µε ν βαθµούς ελευθερίας (π.χ. µε ν+1 οµοειδείς, επαναλαµβανόµενες µετρή-
σεις). Η τιµή rΝ συγκρίνεται µε κρίσιµες τιµές (θεωρητικές τιµές rΝ, rΝ,theor), που έχουν υπο-
λογιστεί για διάφορες στάθµες εµπιστοσύνης. Eάν η πειραµατική τιµή είναι µεγαλύτερη η 
τιµή xm µπορεί να απορριφθεί στη δεδοµένη στάθµη εµπιστοσύνης. Απόσπασµα πινάκων 
θεωρητικών τιµών rΝ δίνεται στον Πίνακα 3.5. 
 
Πίνακας 3.5. Θεωρητικές τιµές rN,theor για ανίχνευση εκτόπων τιµών κατά Neir. 
 

Ν: 3 4 5 6 7 8 9 
      ν                                       Στάθµη εµπιστοσύνης 95% 

10 2,02     2,29  2,49    2,63   2,75   2,85   2,93 
11   1,99     2,26   2,44    2,58   2,70   2,79   2,87 
12    1,97     2,22    2,40    2,54   2,65   2,75   2,83 
15    1,92     2,16     2,33    2,46   2,56   2,65   2,73 
20    1,87    2,10     2,26   2,38   2,48   2,56   2,63 
30    1,82   2,04     2,20  2,31   2,40   2,48   2,55 
∞    1,74  1,94    2,08 2,18   2,27  2,33   2,39 

      ν                                       Στάθµη εµπιστοσύνης 99% 
10  2,76     3,05 3,25    3,39 3,50    3,59 3,67 
11   2,71     3,00  3,19    3,33  3,44    3,53  3,61 
12    2,67     2,95   3,14    3,28   3,39    3,48   3,55 
15     2,57    2,84    3,02   3,16    3,27   3,35    3,43 
20      2,47   2,73     2,91  3,04    3,14  3,22     3,29 
30       2,38  2,62     2,79 2,91    3,01 3,08     3,15 
∞        2,22  2,43     2,57 2,68    2,76 2,83     2,88 

      ν                                       Στάθµη εµπιστοσύνης 99,9%  
10        3,54 3,84 4,04 4,17 4,28 4,35 4,40 
11        3,49 3,80 3,99 4,12 4,23 4,30 4,36 
12        3,45 3,75 3,94 4,07 4,19 4,26 4,31 
15        3,35 3,64 3,83 3,96 4,06 4,15 4,21 
20        3,23 3,51 3,70 3,83 3,93 4,01 4,08 
30        3,08 3,36 3,53 3,66 3,76 3,84 3,90 
∞        2,78 3,01 3,17 3,28 3,36 3,43 3,48 
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3.7.4.  ∆οκιµασία Q του Dixon  
Στη µέθοδο Neir απαιτείται να είναι γνωστή η εκτίµηση της τυπικής αποκλίσης (se) και τούτο 
αποτελεί ένα σαφές µειονέκτηµα. Στη δοκιµασία Q κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο, αλλά 
πάλι θεωρείται ότι η οµάδα των δεδοµένων προέρχεται από κανονικό πληθυσµό.  
Η δοκιµασία Q (quotient) του Dixon βασίζεται στην κατανoµή του λόγου υποπεριοχών (sub-
range ratio) µιας διατεταγµένης σειράς µετρήσων (x1 > x2 > ...> xn), που έχει ληφθεί από το 
ίδιο πληθυσµιακό δείγµα. To στατιστικό στοιχείο είναι ο λόγος: 
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Το γεγονός ότι οι τιµές Q είναι λόγος διαφορών, καθιστά τις τιµές αυτές ανεξάρτητες από τη 
µέση τιµή και την τυπική απόκλιση των κανονικών πληθυσµών και αυτό αποτελεί το κύριο 
πλεονέκτηµα του κριτηρίου. 

 
Πίνακας 3.6. Θεωρητικές τιµές Q σε διάφορες στάθµες  

εµπιστοσύνης και αριθµούς µετρήσεων (n). 
 

n 80% 90% 95% 99% 
3 0,886 0,941 0,970 0,994 
4 0,679 0,765 0,829 0,926 
5 0,557 0,642 0,710 0,821 
6 0,482 0,560 0,625 0,740 
7 0,434 0,507 0,568 0,680 
8 0,399 0,468 0,526 0,634 
9 0,370 0,437 0,493 0,598 

10 0,349 0,412 0,466 0,568 
11 0,332 0,392 0,444 0,542 
12 0,318 0,376 0,426 0,522 

 
Εάν η τιµή Qexp υπερβαίνει τη θεωρητική τιµή Qtheor (Πίνακας 3.6), τότε η ύποπτη τιµή (η x1 ή 
η xn) µπορεί να θεωρηθεί ως έκτοπη και να απορριφθεί σε δεδοµένη στάθµη εµπιστοσύνης. 
Eάν απορριφθεί η ύποπτη ακραία τιµή, το κριτήριο Q δεν µπορεί να εφαρµοστεί στην οµάδα 
των υπολοίπων τιµών για την εξέταση επιπλέον τιµών. Τούτο οφείλεται στο ότι η αρχική 
δοκιµασία και απόρριψη βασιζόταν στην υπόθεση ύπαρξης µίας ή καµίας έκτοπης µέτρησης 
και έτσι η παραπέρα εφαρµογή απλά παραβίαζε την αρχική υπόθεση.  
Στον Πίνακα 3.6 δίνονται οι θεωρητικές τιµές του λόγου Q σε διάφορες στάθµες εµπι-
στοσύνης. Η αναζήτηση µίας έκτοπης τιµής σε δείγµατα µε περισσότερα από 10 -12 στοιχεία 
δεν έχει νόηµα, γιατί η τιµή αυτή θα επηρεάσει ελάχιστα µόνο τις στατιστικές ιδιότητες του 
δείγµατος (µέση τιµή, τυπική απόκλιση).  
Στο Σχήµα 3-4 δείχνονται σηµειογράµµατα οµάδων 3 έως 12 δεδοµένων µε απορριπτόµενες 
τιµές σε διάφορες στάθµες εµπιστοσύνης. Από τα σηµειογράµµατα αυτά είναι φανερή η 
χαρακτηριστική ευκολία απόρριψης τιµών σε χαµηλή στάθµη εµπιστοσύνης (περιοχή 90-95% 
ή 0,05≤P≤0,10) και η δυσκολία απόρριψης σε στάθµη εµπιστοσύνης 99% ή µεγαλύτερη (ή 
P≤0,01). 
_____________________________ 
 
 



 Α-41

Παράδειγµα 3-6. Η οµάδα 5 µετρήσεων της ίδιας ποσότητας είναι η ακόλουθη (κατά 
αυξανόµενη σειρά): 5,32, 5,36, 5,41, 5,43 και 5,66. Να εξεταστεί εάν στην οµάδα τιµών µπο-
ρεί καµία να χαρακτηριστεί ως έκτοπη και να απορριφθεί. 
 
 Λύση. Προφανώς πιθανή έκτοπη τιµή είναι η 5,66. Από την Εξίσωση 3-10 υπολογίζεται η 
πειραµατική τιµή του Qexp = (5,66 − 5,43) / (5,66 − 5,32) = 0,676. Eπειδή Qexp> Qtheor,0,90 
(=0,642) η τιµή 5,66 µπορεί να απορριφθεί µε πιθανότητα σφάλµατος 1ου είδους ≤10% (στάθ-
µη εµπιστοσύνης: 90%). Εάν θέλουµε να αποφύγουµε σφάλµα 1ου είδους µε πιθανότητα 
σφάλµατος 1ου είδους ≤ 5% (στάθµη εµπιστοσύνης: 95%), επειδή Qexp< Qtheor,0,95 (=0,710) η 
τιµή 5,66 δεν θα πρέπει να απορριφθεί. 
 

  
 
Σχήµα 3-4.  Σηµειογράµµατα οµάδων σηµείων (n=3 έως 12) µε µία ανιχνευόµενη έκτοπη τιµή (µαύροι 

κύκλοι). Στην πρώτη στήλη η ακραία τιµή απορρίπτεται σε στάθµη εµπιστοσύνης 90% όχι 
όµως σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%, στη δεύτερη στήλη η ακραία τιµή απορρίπτεται σε 
στάθµη εµπιστοσύνης 95% όχι όµως σε στάθµη εµπιστοσύνης 99%  και στη τρίτη στήλη η 
ακραία τιµή απορρίπτεται σε στάθµη εµπιστοσύνης 99%..Είναι χαρακτηριστικό το ότι σε 
στάθµη εµπιστοσύνης 99%, όπου η απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης γίνεται "δυσκολότε-
ρα", η παρουσία έκτοπης τιµής είναι προφανέστερη από ό,τι σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% 
και αντίστοιχα σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% η παρουσία έκτοπης τιµής είναι προ-
φανέστερη από ό,τι σε στάθµη εµπιστοσύνης 90%.. 

 
_____________________________ 
 
 

 
  
Σχήµα 3-5.  Σηµειογράµµατα οµάδων δεδοµένων που δείχνουν τις θέσεις δύο πιθανώς έκτοπων τι-

µών (µαύροι κύκλοι). 
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3.7.5. Καλυπτική δράση και επέκταση κριτηρίου Q για περισσότερες αποκλίνουσες 
τιµές 

  
Η σύγχρονη παρουσία δύο ή περισσότερων αποκλινουσών τιµών σε µία µικρή οµάδα δεδο-
µένων µπορεί να έχει ως αποτέλεσµα την κάλυψη (masking) της πλέον αποκλίνουσας τιµής, 
καθιστώντας αδύνατο τον χαρακτηρισµό της ως έκτοπης τιµής. Τούτο φαίνεται από τα ση-
µειογράµµατα του Σχήµατος 3-5, όπου η παρουσία µία δεύτερης αποκλίνουσας τιµής υποβι-
βάζει σηµαντικά τις πειραµατικές τιµές Q.  
Για τις περιπτώσεις αυτές υπάρχουν δοκιµασίες σύγχρονης ανίχνευσης οµάδων εκτόπων µε-
τρήσεων, αρκετά σύνθετων στην εφαρµογή τους. Ένα απλό κριτήριο, επέκταση της δοκιµασί-
ας Q, για τη σύγχρονη ανίχνευση δύο εκτόπων µετρήσεων σε µικρές οµάδες τιµών, βασίζεται 
στη χρήση του γινοµένου λόγων υποπεριοχών QP (Quotient Product) ως στατιστικού 
στοιχείου: 
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 (ύποπτο ζεύγος: x1, xn) (3-13) 

 
Κάθε τιµή QP είναι το γινόµενο δύο διαφορετικών τιµών Q (Dixon's Q). Κάθε τιµή Q υπολο-
γίζεται από την οµάδα µετρήσεων λαµβάνοντας υπόψη τη µία και αγνοώντας την άλλη από 
τις ύποπτες µετρήσεις.   
Οι κρίσιµες τιµές QP σε τρεις στάθµες εµπιστοσύνης υπολογίστηκαν από την κατανοµή ενός 
µεγάλου πλήθους προσοµοιώσεων (τυπικά 10000) µε τη βοήθεια υπολογιστή και δίνονται 
στον Πίνακα 3.7. Στο Σχήµα 3-5 δείχνονται σηµειογράµµατα οµάδων 5 έως 12 τιµών µε 
απορριπτόµενα ζεύγη τιµών σε διάφορες στάθµες εµπιστοσύνης.  
Το κριτήριο QP µπορεί να επεκταθεί για την ανίχνευση τριάδων, τετράδων κ.λπ. εκτόπων 
τιµών. Πρέπει να τονιστεί ότι η παρουσία µίας έκτοπης τιµής δεν µπορεί να θεωρηθεί εκ των 
προτέρων πιθανότερη από την παρουσία δύο ή περισσότερων εκτόπων τιµών σε µια µικρή 
οµάδα δεδοµένων. 
 

Πίνακας 3.7. Θεωρητικές τιµές QP σε διάφορες στάθµες  
εµπιστοσύνης. 

     
n 90% 95% 99% 
5 0,644 0,732 0,867 
6 0,448 0,532 0,695 
7 0,336 0,410 0,555 
8 0,265 0,325 0,458 
9 0,220 0,271 0,384 

10 0,185 0,231 0,332 
11 0,163 0,204 0,297 
12 0,145 0,181 0,266 
13 0,129 0,162 0,235 
14 0,118 0,149 0,219 
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Σχήµα 3-6.  Σηµειογράµµατα οµάδων σηµείων (n = 5 έως 12) µε χαρακτηριζόµενες ως έκτοπες τιµές 

(µαύροι κύκλοι) σε διάφορα υποδιαστήµατα στάθµης εµπιστοσύνης. 
 
_____________________________ 
 
Παράδειγµα 3-7. Η οµάδα 8 µετρήσεων της ίδιας ποσότητας είναι η ακόλουθη (κατά 
αυξανόµενη τιµή): 5,62, 7,31, 7,42, 7,66, 7,91, 8,01, 8,22 και 9,55. Να εξεταστεί η ενδεχό-
µενη παρουσία µίας ή δύο εκτόπων τιµών σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%. 
 
Λύση. Πρώτα εξετάζεται η υπόθεση της παρουσίας µίας έκτοπης τιµής (η πλέον απέχουσα 
τιµή είναι η 5,62). Είναι Q = (7,31−5,62) / (9,55−5,62) = 0,430 < Qtheor,0,95 ( = 0,526 για n = 8) 
και εποµένως η 5,62 δεν µπορεί να απορριφθεί. Είναι σχεδόν εµφανές ότι η τιµή 5,62 
“καλύπτεται” από την τιµή 9,55, απουσία της οποίας θα µπορούσε να απορριφθεί αφού: (7,31 
−5,62) / (8,22−5,62)  =  0,650 > Qtheor,0,95 ( = 0,568  για  n = 7).  
Επειδή απορρίπτεται η υπόθεση της (αποκλειστικά) µίας έκτοπης µέτρησης, µπορεί να εξετα-
στεί πλέον η υπόθεση παρουσίας (αποκλειστικά) δύο εκτόπων µετρήσεων. Χρησιµοποιώντας 
την κατάλληλη για την περίπτωση αυτή Εξίσωση 3-13, έχουµε: QP = [(7,31−5,62) / 

(8,22−5,62)] × [(9,55−8,22) / (9,55−7,31)] = 0,386 > QP0,95 (= 0,325 για n = 8), οπότε και οι 
δύο τιµές 5,62 και 9,55 µπορούν να απορριφθούν µε πιθανότητα ≥95% ότι δεν απορρίπτεται 
ζεύγος "έγκυρων" τιµών. 
_____________________________ 
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4. ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ  (ANOVA) 
 
4.1. Εισαγωγή  
Πολύ συχνά παρουσιάζεται η ανάγκη σύγκρισης των µέσων τιµών αναλυτικών αποτελεσµά-
των για ανεύρεση σηµαντικής διαφοράς (σε κάποια δεδοµένη στάθµη εµπιστοσύνης) µεταξύ 
οµάδων µετρήσεων. Τυπικές περιπτώσεις:  
α) Σύγκριση µέσων τιµών µετρήσεων που ελήφθησαν από το ίδιο δείγµα αλλά µε διαφορε-
τικές αναλυτικές τεχνικές.  
β) Σύγκριση µέσων τιµών µετρήσεων από διαφορετικά δείγµατα µε την ίδια αναλυτική τεχνι-
κή, προκειµένου να διαπιστωθεί ότι τα δείγµατα διαφέρουν ή όχι ως προς την περιεκτικότητα 
του µετρούµενου συστατικού.  
Υπενθυµίζεται ότι εάν οι οµάδες µετρήσεων είναι µόνο δύο (µε n1 και n2 µετρήσεις και αντί-
στοιχες µέσες τιµέςx1 καιx2) και µε την προϋπόθεση ότι οι διακυµάνσεις των µετρήσεων 
δεν διαφέρουν σηµαντικά (τούτο διαπιστώνεται µε την δοκιµασία F και είναι πολύ πιθανό να 
µην ισχύει ιδιαίτερα στην (α) περίπτωση), τότε εφαρµόζεται η αντίστοιχη t-δοκιµασία: Υπο-
λογίζεται η συνδυασµένη τυπική απόκλιση s1-2 (pooled standard deviation) από τη σχέση: 
 
  s1-2

2 = [  (n1 − 1)s1
2 + (n2 − 1)s2

2  ] / (n1 + n2 − 2)  (4-1) 
 
στη συνέχεια υπολογίζεται η πειραµατική τιµή texp από τη σχέση 
 

 
2121

21

exp /n1/n1s

xx
t

+

−
=

−

  (4-2) 

 
η οποία συγκρίνεται κατά τα γνωστά µε την θεωρητική τιµή ttheor για τη δεδοµένη στάθµη 
εµπιστοσύνης και n1 + n2 − 2 βαθµούς ελευθερίας (υποκεφ. 3-4).  
Η κατάσταση φαίνεται πιο πολύπλοκη εάν πρόκειται να συγκριθούν µεταξύ τους µέσες τιµές 
περισσότερων από δύο οµάδων µετρήσεων. Στις περιπτώσεις αυτές χρησιµοποιείται µία πανί-
σχυρη γενική στατιστική δοκιµασία (στην πραγµατικότητα οικογένεια δοκιµασιών) γνωστή 
ως ανάλυση διακύµανσης (ΑΝalysis Οf VAriance), γνωστότερη ως ANOVA. Γενικός σκο-
πός της ANOVA είναι η ανεύρεση και η στατιστική σύγκριση των επιµέρους πηγών διακύ-
µανσης (ή αβεβαιότητας), που συνεισφέρουν στην ολική διακύµανση (ή αβεβαιότητα) αποτε-
λέσµατος το οποίο προκύπτει από  συνδυασµό οµάδων µετρήσεων.  
Η ANOVA θα απαντήσει στο ερώτηµα: "Εάν δεχτούµε ότι όλες οι µετρήσεις προέρχονται 
από τον ίδιο πληθυσµό, τότε η διακύµανση που παρατηρείται µεταξύ των µέσων τιµών 
των επιµέρους οµάδων µετρήσεων είναι η στατιστικώς αναµενόµενη µε βάση τις διακυ-
µάνσεις των µετρήσεων σε κάθε οµάδα ή µήπως είναι µεγαλύτερη;" Είναι προφανές ότι 
εάν η διακύµανση των µέσων τιµών είναι µεγαλύτερη, τότε η παραδοχή ότι όλες οι µετρήσεις 
προέρχονται από τον ίδιο πληθυσµό δεν ισχύει και εποµένως υπάρχει κάποιος παράγοντας 
που διαφοροποιεί τις µετρήσεις από οµάδα σε οµάδα.   
Τυπικές περιπτώσεις εφαρµογής της ANOVA:  
• Σύγκριση µέσων συγκεντρώσεων ενός συστατικού σε διάφορα δείγµατα.  
• Σύγκριση µέσων συγκεντρώσεων ενός συστατικού από οµάδες µετρήσεων που ελήφθησαν 

από διαφορετικούς αναλυτές ή από διάφορα εργαστήρια (αλλά µε την ίδια τεχνική).  
• Σύγκριση µέσων συγκεντρώσεων ενός συστατικού σε δείγµα που υπέστη διάφορους 

τρόπους συντήρησης ή προεπεξεργασίας πριν από το στάδιο της µέτρησης.  
Σε όλες τις περιπτώσεις δεχόµαστε ότι οι πηγές που συνεισφέρουν στη διακύµανση των µε-
τρούµενων µέσων τιµών είναι: 
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1. Τα τυχαία σφάλµατα κατά τη συνολική διαδικασία των µετρήσεων.  
2. Οι ελεγχόµενοι (controlled) ή καθορισµένου αποτελέσµατος (fixed-effect) παράγοντες 
(factors).  
H πρώτη πηγή είναι η βασική αιτία που προκαλεί τις διαφοροποιήσεις των µετρήσεων στην 
ίδια οµάδα µετρήσεων και είναι πάντοτε παρούσα. Η δεύτερη πηγή είναι εκείνη που εξετάζε-
ται εάν υπάρχει και επιδρά σηµαντικά στις λαµβανόµενες µέσες τιµές, δηλαδή εάν διαφορο-
ποιεί πληθυσµιακά το σύνολο των µετρήσεων. Στις προηγούµενες τυπικές περιπτώσεις 
εφαρµογής της ANOVA, οι ελεγχόµενοι παράγοντες µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι:  
• Η διαφορετικότητα των δειγµάτων οφειλόµενη π.χ. σε δείγµατα που ελήφθησαν από ανο-

µοιογενές υλικό ή από διαφορετικές ηµεροµηνίες παραγωγής.  
• Σε διαφορές της ικανότητας κάθε αναλυτή ή στο γενικό πρωτόκολλο ανάλυσης που ακο-

λουθεί κάθε εργαστήριο.  
• Ο τρόπος προεπεξεργασίας ή συντήρησης του δείγµατος πριν από την ανάλυση.  
Είναι προφανές ότι ο ελεγχόµενος παράγοντας δεν είναι κατ'ανάγκη αριθµήσιµος (π.χ. τυπι-
κοί µη αριθµήσιµοι παράγοντες είναι: ο αναλυτής, το εργαστήριο, η χρησιµοποιούµενη µέθο-
δος, ενώ τυπικοί αριθµήσιµοι παράγοντες είναι: η θερµοκρασία φύλαξης ή ο χρόνος ζωής 
ενός αντιδραστηρίου, το βάθος λήψης δείγµατος).  
Η ANOVA επιτρέπει τη διάκριση της διακύµανσης, που οφείλεται στον ελεγχόµενο παράγο-
ντα, από εκείνη που προέρχεται από καθαρά τυχαία σφάλµατα. Aκόµη επιτρέπει τη διαπίστω-
ση του εάν µια διαφοροποίηση στον κάθε ελεγχόµενο παράγοντα επιφέρει στατιστικά 
σηµαντική διαφοροποίηση των λαµβανόµενων µέσων τιµών.  
Η τεχνική ANOVA µπορεί να επεκταθεί και σε περιπτώσεις που υπάρχει πιθανή αλληλεπί-
δραση µεταξύ των παραγόντων αυτών, π.χ. διαφορετικός τρόπος συντήρησης δείγµατος, σε 
συνδυασµό µε τον τρόπο προεπεξεργασίας του δείγµατος και τις συνθέσεις ενός ή περισσότε-
ρων από τα χρησιµοποιούµενα αντιδραστήρια. Η τεχνική που ακολουθείται στις περιπτώσεις 
αυτές ονοµάζεται παραγοντική ανάλυση (factorial analysis).  
Εάν κάθε φορά υπάρχει µόνο ένας ελεγχόµενος παράγοντας η τεχνική ονοµάζεται µονόδρο-
µη (one-way) ANOVA και αποτελεί την απλούστερη µορφή της δοκιµασίας. 
 
 
4.2. Μονόδροµη ANOVA  
Η απλούστερη περίπτωση εφαρµογής ANOVA αφορά σύγκριση m µέσων τιµών που προκύ-
πτουν από m οµάδες µετρήσεων (ή δείγµατα) κάθε µία των οποίων αποτελείται από nj επι-
µέρους µετρήσεις (ο αριθµός µετρήσεων nj µπορεί να είναι διαφορετικός σε κάθε οµάδα, δηλ. 
η 1η οµάδα (δείγµα) µπορεί να αποτελείται από 5 µέτρησεις, η 2η οµάδα από 3 µετρήσεις 
κλπ.) όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 
 

 Οµάδα µέτρησης 
 1 2 .. .. m 
Μέτρηση  1    x11 x12 .. .. x1m 
Μέτρηση  2 x21 x22 .. .. x2m 
      .. .. ..  .. .. 
      .. .. ..  .. .. 
      .. .. .. .. .. .. 
Μέτρηση  nj xnj1 xnj2 .. .. xnjm 

 
[Παρατήρηση: Αν η τιµή nj ήταν ίδια σε όλες τις οµάδες (περίπτωση πλήρους πίνακα) θα 
µπορούσαµε να καταλήξουµε σε συγκεκριµένους τύπους. Ωστόσο είναι προτιµότερο να εξε-
τάσουµε τη γενικότερη περίπτωση διαφορετικού αριθµού µετρήσεων ανά οµάδα, διότι κάτι 
τέτοιο είναι πολύ πιο πιθανό να συµβεί στη πράξη.]  
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H µηδενική υπόθεση είναι:  
 Ηo :  µ1 = µ2 = µ3 = ... = µm  (4-3)  
δηλαδή: τα αποτελέσµατα όλων των οµάδων µετρήσεων συµπίπτουν και ο ελεγχόµενος πα-
ράγοντας που διαφοροποιεί τη µία οµάδα µετρήσεων από την άλλη, δεν διαφοροποιεί σηµα-
ντικά τις µέσες τιµές (οι όποιες παρατηρούµενες διαφορές οφείλονται καθαρά και µόνο στα 
τυχαία σφάλµατα κατά τις µετρήσεις).                                
Η εναλλακτική υπόθεση είναι:  
 Ηa :  µ1 ≠ µ2 = µ3 = ... µm                   
 
         µ1 = µ2 ≠ µ3 ≠ ... µm   ή   (κ.λπ.) 
 
         µ1 ≠ µ2 ≠ µ3 ≠ ... µm  (4-4)  
δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον µία διαφοροποίηση στις µέσες τιµές, η οποία οφείλεται σε επί-
δραση του ελεγχόµενου παράγοντα.  
Η σύγκριση των µέσων τιµών ανά ζεύγη µε δοκιµασία t είναι εφικτή αλλά επίπονη (απαι-
τούνται συνολικά (m−1) × m / 2 δοκιµασίες t) και επιπλέον δεν θα παρείχε την πληρότητα 
των απαντήσεων που παρέχει η µονόδροµη ANOVA. Η τελευταία πραγµατοποιείται "µια και 
έξω" στο σύνολο των ως άνω µετρήσεων και διαπιστώνει άµεσα την αποδοχή ή όχι της µηδε-
νικής υπόθεσης (και όχι µόνο).  
∆οθέντων των αποτελεσµάτων υπό την µορφή του ως άνω πίνακα m×n (όχι κατ' ανάγκη 
πλήρους) υπολογίζονται οι ακόλουθες ποσότητες που οµαδοποιούνται ως εξής:  
• Παράµετροι που αφορούν κάθε οµάδα µετρήσεων 
• Παράµετροι που αφορούν το σύνολο των µετρήσεων 

 
και είναι οι ακόλουθες: 
 
A) ΓΙΑ ΚΑΘΕ ΟΜΑ∆Α nj ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ  ( 1 ≤ j ≤ m )  
1) To άθροισµα (sum) των µετρήσεων:   

 ∑
=

=
jn

1i
ij xA   (4-5) 

 
2) Η µέση τιµή της οµάδας (group average):   
 jjj n/Ax =   (4-6) 

 
3) H διακύµανση της οµάδας (group variance):   

 ∑
=

−−==
jn

1i
j

2
ij

2
jj 1)(n/)xx(sv  (4-7) 

 
4) Το άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων (sum of squared residuals):  

 )(nv)xx(r jj
2

i

jn

1i
j

jn
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2
i 1−=−= ∑∑

==
  (4-8) 

 
B) ΓΙΑ ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΩΝ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ  
1) Ο συνολικός αριθµός µετρήσεων: 

 
 Ν = n1 + n2 + ... + nm  (4-9) 
 
2) Το µεγάλο άθροισµα (grand sum): 
 
 Α = Α1 + Α2 + ... + Αm   (4-10) 
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3) H µεγάλη µέση τιµή (grand average): 
 
 N/Ax=    (4-11) 
  
4) Το άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων (sum of squared residuals): 
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5) Το άθροισµα των ζυγισµένων τετραγώνων (sum of weighted squares): 
 

 ∑
=

−=−++−+−=
m

1k

2
kk

2
mm

2
22

2
112 )xx(n)xx(n)xx(n)xx(nS K    (4-13) 

 
6) Το ολικό άθροισµα τετραγώνων (total sum of squares) 
 
 ST = S1 + S2  (4-14) 
 
[Παρατήρηση: Το ολικό άθροισµα των τετραγώνων συµπίπτει και θα µπορούσε να υπολογι-
στεί µε άθροιση των τετραγώνων των διαφορών όλων τιµών x (N τιµές) από την µεγάλη µέση 
τιµή ( x ), τούτο όµως δεν είναι απαραίτητο, αφού ήδη είναι στη διάθεσή µας (για τις ανάγκες 
της δοκιµασίας) οι µερικές τιµές S1 και S2.] 
 
Γ ) ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ  ΤΩΝ  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ  ANOVA  
Συµπληρώνεται ο ακόλουθος πίνακας ΑΝΟVA : 
 
Πίνακας 4.1. Βασικές υπολογιζόµενες παράµετροι µονόδροµης ANOVA  

Άθροισµα 
τετραγώνων 

Βαθµοί 
ελευθερίας 

 
∆ιακύµανση 

Πηγή διακύµανσης -
Ονοµατολογία 

 
S1 
 

 
f1 = N − m 

 
V1 = S1  / f1 

 
Ενδοδειγµατική διακύµανση 
(within-sample variance) 

 
S2 
 

 
f2 = m − 1 

 
V2 = S2  / f2 

 
∆ιαδειγµατική διακύµανση 
(between-sample variance) 

 
ST = S1  + S2 

 

 
fT = N − 1 

 
VT = ST  / fT 

 
Ολική διακύµανση (total 
variance) 

 
Στη συνέχεια εξετάζεται η ισχύς της µηδενικής υπόθεσης (4-1) µε αναζήτηση στατιστικώς 
σηµαντικής διαφοράς µεταξύ της ενδοδειγµατικής (within sample) διακύµανσης V1 και της 
διαδειγµατικής (between samples) διακύµανσης V2.   
H δοκιµασία γίνεται κατά τα γνωστά (δοκιµασία Snedecor ή δοκιµασία F) σε µία στάθµη 
εµπιστοσύνης (συνήθως 95%) (ή -ισοδύναµα- µε πιθανότητα P σφάλµατος 1ου είδους 0,05). 
Η πειραµατική τιµή F (λόγος V2/V1) συγκρίνεται µε τη θεωρητική τιµή F µε δοκιµασία “ενός 
άκρου” (one tailed F-test). Η δοκιµασία F “ενός άκρου” (και όχι της συνήθους δοκιµής “δύο 
άκρων”) επιβάλλεται, επειδή εξετάζεται το εάν η διαδειγµατική διακύµανση είναι σηµαντι-
κώς µεγαλύτερη (και όχι απλώς διαφορετική) από την ενδοδειγµατική διακύµανση ή εάν οι 
δύο διακυµάνσεις είναι ίσες (και οι όποιες διαφορές µπορούν να θεωρηθούν µόνο τυχαίες).  
Οι επιπτώσεις που θα έχει η θετική ή αρνητική έκβαση της δοκιµασίας F συνοψίζονται στον 
Πίνακα 4.2. 
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Πίνακας 4.2.  Σύνοψη συµπερασµάτων σε περίπτωση ισχύος ή µη της µηδενικής υπόθεσης 
στη µονόδροµη ANOVA    

Η µηδενική υπόθεση ισχύει (V1 = V2) Η µηδενική υπόθεση δεν ισχύει (V1 < V2) 
Ο ελεγχόµενος παράγοντας δεν επιδρά στο 
αποτέλεσµα. 

O ελεγχόµενος παράγοντας επιδρά στο 
απoτέλεσµα. 

Όλες οι µετρήσεις προέρχονται από τον ίδιο 
("ενιαίο") πληθυσµό και οι διαφορές στις µέ-
σες τιµές οφείλονται µόνο σε τυχαία σφάλ-
µατα στο στάδιο των µετρήσεων. 

Οι µετρήσεις δεν προέρχονται από τον ίδιο 
πληθυσµό και οι διαφορές στις µέσες τιµές 
οφείλονται σε επίδραση του ελεγχόµενου 
παράγοντα. 

 
Όλες οι µετρήσεις µπορούν να συνενωθούν 
σε µια ενιαία οµάδα (ως προερχόµενες από 
τον ίδιο πληθυσµό). 

∆εν επιτρέπεται η συνένωση των µετρήσε-
ων σε µία ενιαία οµάδα, αλλά παραµένουν 
στις αρχικές οµάδες, µέχρις ότου διαπιστω-
θούν οι οµάδες στις οποίες επέδρασε ο ελεγ-
χόµενος παράγοντας, όποτε µπορεί να ακο-
λουθήσει νέα οµαδοποίηση. 

 
Η µεγάλη µέση τιµή ( x ) µπορεί να δοθεί ως 
τελικό (ενιαίο) αποτέλεσµα της ανάλυσης. 

Η µεγάλη µέση τιµή ( x ) και η ολική διακύ-
µανση (VT) δεν έχουν καµία στατιστική ση-
µασία, αφού έχει απορριφθεί η ιδέα του 
"ενιαίου" πληθυσµού και δεν τις λαµβάνου-
µε πλέον υπόψη. 

H ολική διακύµανση VT αποτελεί και τη δια-
κύµανση του δείγµατος και εκτιµήτρια 
παράµετρο διακύµανσης του πληθυσµού. 
Αντίστοιχα, η τυπική απόκλιση του δείγ-
µατος µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση:  

sT = √VT. 

 
Πρέπει να δοθούν χωριστά οι τιµές V1 και 
V2 (ή αντίστοιχα, οι τιµές των τυπικών απο-
κλίσεων:  s1 =√V1 .  s2 =√V2). 

 
_____________________________ 
 
 
Παράδειγµα 4-1. Σε δείγµατα Α, Β, Γ και ∆ θαλασσίου ύδατος που ελήφθησαν στην ίδια 
τοποθεσία, αλλά σε βάθη: 1, 5, 20 και 100 µέτρων προσδιορίστηκε η περιεκτικότητά τους σε 
Βr (µε την ίδια φωτοµετρική µέθοδο) και τα αποτελέσµατα (σε mg Br/L) πολλαπλών µετρή-
σεων σε κάθε δείγµα ήταν τα ακόλουθα:  

∆είγµα Α 
(βάθος: 1 m) 

∆είγµα Β 
(βάθος: 5 m) 

∆είγµα Γ 
(βάθος: 20 m) 

∆είγµα ∆ 
(βάθος: 100 m) 

69,1 63,5 64,0 69,9 
70,9 68,4 61,3 71,2 
67,3 63,1 64,2 66,5 
65,8 69,9 61,4  
69,7  64,6  

  69,1  
  69,2   

Να εξεταστεί εάν το βάθος δειγµατοληψίας (ελεγχόµενος παράγοντας) έχει κάποια επίδραση 
στην τιµή της συγκέντρωσης βρωµίου.  
Λύση. Από τις παραπάνω τιµές υπολογίζονται οι ακόλουθες τιµές κατά οµάδα: [Παρατήρη-
ση: Σε όλους τους υπολογισµούς χρησιµοποιούνται 9-10 σηµαντικά ψηφία, αλλά τα αποτε-
λέσµατα χάριν ευκολίας και καλύτερης παρουσίασης αναγράφονται εδώ στρογγυλεµένα στα 
3-5 σηµαντικά ψηφία. Για τον λόγο αυτό στο κείµενο αυτό µπορεί να παρουσιάζονται κά-
ποιες µικρές αποκλίσεις στους υπολογισµούς των αθροισµάτων κ.α., οι οποίες βέβαια στην 
πραγµατικότητα δεν υφίστανται]. 
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Παράµετρος ∆είγµα Α ∆είγµα Β ∆είγµα Γ  ∆είγµα ∆ 
Άθροισµα    : 342,8 264,9 453,8 207,6 
Μέση τιµή    : 68,56 66,225 64,829 69,2 
∆ιακύµανση : 4,068 11,809 10,449 5,89 
Άθρ. τετραγώνων 
υπολοίπων : 

 
16,272 

 
35,4275 

 
62,6943 

 
11,78 

 
και στη συνέχεια οι ακόλουθες γενικές ποσότητες:  
Συνολικός αριθµός µετρήσεων: Ν = 5 + 4 + 7 + 3 = 19  
Μεγάλο άθροισµα: Α = 342,8 + 264,9 + 453,8 + 207,6 = 1269,1  
Μεγάλη µέση τιµή: x  = 1269,1/19 = 66,79  
Άθροισµα τετραγ. υπολοίπων: S1 = 16,272+35,4275+62,6943+11,78 = 126,17  
Άθροισµα ζυγισµ.τετραγώνων: S2 = 5(66,79 − 68,56)2 + 4(66,79 − 66,225)2 +  

   7(66,79 − 64,829)2 + 3(66,79 − 69,2)2 = 61,284  
Ολικό άθροισµα τετραγώνων: ST = 126,17 + 61,284 = 187,45  
Ενδοδειγµατική διακύµανση: V1 = S1 / (19 − 4) = 8,411    (within samples variance)  
∆ιαδειγµατική διακύµανση: V2 = S2 / (4 − 1) = 20,428   (between samples variance)  
Ολική διακύµανση: VT = ST / (19 − 1) = 10,414   (total variance)  
Η πειραµατική τιµή Fexp είναι:  
Fexp = V2 / V1 = 20,428 / 8,411 = 2,429 
 
Από τους πίνακες αναζητείται η τιµή Ftheor(3, 15, 0,05) “ενός άκρου”, δηλ. η θεωρητική τιµή F για 
15 βαθµούς ελευθερίας (διακύµανση παρανοµαστή) και 3 βαθµούς ελευθερίας (διακύµανση 
αριθµητή) και µε µέγιστη πιθανότητα σφάλµατος (υπενθυµίζεται ότι ως σφάλµα εννοείται η 
εσφαλµένη απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης -σφάλµα 1ου είδους-) 0,05 (ή ισοδύναµα: 
στάθµη εµπιστοσύνης: 95%) 
 
Είναι Ftheor(3, 15, 0,05) = 3,29 (>Fexp = 3,093) οπότε η µηδενική υπόθεση ισχύει και εποµένως 
συµπεραίνουµε ότι:  
H περιεκτικότητα των δειγµάτων σε βρώµιο δεν εξαρτάται από τον ελεγχόµενο παρά-
γοντα (βάθος δειγµατοληψίας), η µέση περιεκτικότητα είναι 66,8 mg/L (δηλαδή ίση µε 
τη µεγάλη µέση τιµή) και η τυπική απόκλιση των µετρήσεων είναι √VT = √10,414 = 3,3 
mg/L. 
_____________________________ 
 
Σε περίπτωση που διαπιστωθεί ότι η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται, η ANOVA µπορεί να 
συνεχιστεί έτσι, ώστε να διαπιστωθεί σε ποια ή ποιες περιπτώσεις υπάρχει σηµαντική δια-
φοροποίηση στις µέσες τιµές. Στη συνέχεια µπορούν να εξαχθούν τα σχετικά συµπεράσµατα 
ως προς την επίδραση του ελεγχόµενου παράγοντα και ανάλογα µε τη φύση (αριθµήσιµη ή 
µη) του τελευταίου. Ένας σχετικά απλός τρόπος δείχνεται στο επόµενο παράδειγµα. 
_____________________________ 
 
 
Παράδειγµα 4-2. Να εξεταστεί το παράδειγµα 4-1 αν οι µετρήσεις των δειγµάτων Α και Β 
ήσαν: 
 
∆είγµα Α : 62,1  64,3  62,1  65,8  61,7 
∆είγµα Β : 63,7  62,4  64,1  63,3 
 
(των υπολοίπων δειγµάτων οι µετρήσεις µένουν ως έχουν). 
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Λύση. Πραγµατοποιώντας τους υπολογισµούς (δεν αναγράφονται τα επιµέρους στοιχεία) 
όπως στο παράδειγµα 4-1, προκύπτουν τα ακόλουθα στοιχεία: 
 

∆είγµα Μέση τιµή 
(mg Br/L) 

Τυπική απόκλιση = 
√ V  (mg Br/L) 

A 63,2 1,778 
B 63,375 0,7274 
Γ 64,829 3,232 
∆ 69,2 2,427 

 
Άθροισµα τετραγώνων υπολοίπων: S1 = 88,7  
Άθροισµα ζυγισµένων τετραγώνων: S2 = 79,0  
Ολικό άθροισµα τετραγώνων:  ST = 167,0  
Ενδοδειγµατική διακύµανση:  V1 = S1 / (19 − 4) = 5,91  
∆ιαδειγµατική διακύµανση:  V2 = S2 / (4 − 1) = 26,33   
Ολική διακύµανση:   VT = ST / (19 − 1) = 9,32     
Η πειραµατική τιµή F είναι:  Fexp = V2 / V1 = 26,33 / 5,91 = 4,453 
 
Επειδή είναι Fexp > Ftheor(3, 15, 0,05) = 3,29 η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται (διακινδυνεύοντας 
πιθανότητα εσφαλµένης απόρριψης -δηλ., σφάλµα 1ου είδους- µικρότερη από 0,05), εποµέ-
νως οι µέσες τιµές διαφέρουν σηµαντικά.    
Στη συνέχεια πρέπει να εξεταστεί που παρουσιάζεται η διαφοροποίηση αυτή. Για τον σκοπό 
αυτό οι µέσες τιµές αναγράφονται κατά αύξουσα σειρά. Στο Παράδειγµα 4-2 η σειρά αυτή 
συµπίπτει µε τη σειρά βάθους δειγµατοληψίας (που είναι ο ελεγχόµενος παράγοντας και στο 
συγκεκριµένο παράδειγµα είναι αριθµήσιµος), δεν σηµαίνει όµως ότι τούτο είναι απαραίτητο 
να συµβαίνει πάντοτε. Επιπλέον υπολογίζονται οι µεταξύ τους διαφορές:  

∆είγµα Μέση τιµή ∆ιαφορά 
Α 63,2  
  0,2 
Β 63,4  
  1,4 
Γ 64,8  
  4,4 
∆ 69,2  

 
Υπολογίζεται η ελάχιστη σηµαντική διαφορά (least significant difference, lsd) που παρέχεται 
από την εξίσωση: 
 
 1f21 tf/2slsd ×=   (4-13) 
  
όπου s1 είναι η ενδοδειγµατική τυπική απόκλιση, f1 και f2 οι ενδοδειγµατικοί και οι διαδειγ-
µατικοί βαθµοί ελευθερίας (f1 = N − m, f2 = m − 1) και tf1 η θεωρητική τιµή t για f1 βαθµούς 
ελευθερίας στην προκαθορισµένη στάθµη εµπιστοσύνης (95% ή -ισοδύναµα- µέγιστη πιθανό-
τητα σφάλµατος 1ου είδους 0,05).  
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα είναι: 
 

lsd = 234,2,133/22,43 =×  
 
Στη συνέχεια εξετάζεται µεταξύ ποιών οµάδων (δειγµάτων) µετρήσεων η διαφορά των µέσων 
τιµών είναι ίση ή µεγαλύτερη από την lsd. ∆ιαπιστώνεται ότι η διαφορά µεταξύ των µέσων 
τιµών των οµάδων Γ και ∆ υπερβαίνει την lsd, οπότε καταλήγουµε στο εξής συµπέρασµα: 
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Η συγκέντρωση βρωµίου στο δείγµα ∆ (69,2 mg/L) είναι σηµαντικά διαφορετική (µεγα-
λύτερη στο συγκεκριµένο παράδειγµα) από εκείνη των δειγµάτων A, B, Γ, στα οποία 
µπορεί να θεωρηθεί ότι η συγκέντρωση βρωµίου είναι 64,0 mg/L (µετά τη συνένωση 
των τριών οµάδων µετρήσεων σε µία ενιαία οµάδα). 
 
[Παρατήρηση: Υπάρχουν περιπτώσεις όπου απορρίπτεται µεν η µηδενική υπόθεση, αλλά 
στη συνέχεια διαπιστώνεται ότι καµία διαφορά δεν είναι µεγαλύτερη από την lsd. Για τις 
περιπτώσεις αυτές έχουν προταθεί πλέον σύνθετες δοκιµασίες.] 
_____________________________ 
 
  
Υπολογισµοί ANOVA µε τη βοήθεια υπολογιστή. Οι σχετικά επίπονοι υπολογισµοί για την 
εξαγωγή των συµπερασµάτων αποφεύγονται εφ’ όσον πραγµατοποιηθεί η ANOVA µε τη βοή-
θεια υπολογιστή. Παρακάτω δείχνονται τα αποτελέσµατα (για τα δύο προηγούµενα παρα-
δείγµατα) όπως παρουσιάζονται µε το στατιστικό πρόγραµµα (STATMOST, DataMost Co., 
Salt Lake City, UT, USA):  

Έκθεση αποτελεσµάτων ΑΝΟVA (δεδοµένα Παραδείγµατος 4-1) 
 
StatMost for Windows        Tuesday, October 29, 1996    7:09:17 PM 
------------------------------------------------------------------- 
            ColName      Count    Mean     Std.Dev.    Std.Err. 
         ---------------+-----+----------+-----------+---------- 
              Α              5    68.5600     2.0169     0.9020 
              Β              4    66.2250     3.4364     1.7182 
              C              7    64.8286     3.2325     1.2218 
              D              3    69.2000     2.4269     1.4012 
         ---------------+-----+----------+-----------+---------- 
                           One-Way ANOVA Results  
=================================================================== 
     Source        DF       SS         MS          F          P 
 ---------------+-----+----------+-----------+----------+---------- 
 Between Groups    3    61.2957    20.4319     2.4290     0.1057 
 Within Groups    15   126.1738     8.4116 
 ---------------+-----+----------+-----------+----------+---------- 
       Total      18   187.4695 
 
***************************** The End ***************************** 
 
 

Έκθεση αποτελεσµάτων ΑΝΟVA (δεδοµένα Παραδείγµατος 4-2) 
 
StatMost for Windows        Tuesday, October 29, 1996    7:11:31 PM 
------------------------------------------------------------------- 
            ColName      Count    Mean     Std.Dev.    Std.Err. 
         ---------------+-----+----------+-----------+---------- 
              A            5    63.2000     1.7776     0.7950 
              B            4    63.3750     0.7274     0.3637 
              C            7    64.8286     3.2325     1.2218 
              D            3    69.2000     2.4269     1.4012 
         ---------------+-----+----------+-----------+---------- 
                           One-Way ANOVA Results  
=================================================================== 
     Source        DF       SS         MS          F          P 
  ---------------+-----+----------+-----------+----------+--------- 
  Between Groups    3    79.0035    26.3345     4.4533     0.0199 
  Within Groups    15    88.7018     5.9135 
  ---------------+-----+----------+-----------+----------+--------- 
       Total       18   167.7053 
 
***************************** The End ***************************** 
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Το αποτέλεσµα της ANOVA ουσιαστικά εντοπίζεται στην τιµή που αναγράφεται κάτω από 
το γράµµα P (: probability), που δείχνει την τιµή πιθανότητας σφάλµατος 1ου, η οποία αντι-
στοιχεί στην πειραµατική τιµή F (που παρέχεται επίσης µαζί µε τις υπόλοιπες παραµέτρους). 
Έτσι, στην περίπτωση του παραδείγµατος 4-1 είναι P = 0,1057, γεγονός που υποδηλώνει ότι 
η αν επιµείνουµε σε απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης διακινδυνεύουµε πιθανότητα σφάλ-
µατος 1ου είδους 10,57% έναντι του µεγίστου 5% που επιβάλλει η επιλεγείσα στάθµη εµπι-
στοσύνης 95% (είναι φανερό ότι η µηδενική υπόθεση “αντέχει” οριακά και σε στάθµη εµπι-
στοσύνης 90%).  
Στην περίπτωση ΑΝΟVA επί των δεδοµένων του Παραδείγµατος 4-2 είναι P = 0,0199. Τούτο 
σηµαίνει ότι η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται µε πιθανότητα 1,99% σφάλµατος 1ου είδους, 
δηλ. η µηδενική υπόθεση “δεν αντέχει” σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% (αντίθετα, θα άντεχε σε 
πιθανότητα 1,00%, δηλ. αν είχε επιλεχθεί στάθµη εµπιστοσύνης 99%). 
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5. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΩΝ  
Η γραµµική καµπύλη βαθµονόµησης ή καµπύλη αναφοράς (calibration curve ή calibration 
curve), όπως και τα διαγράµµατα συσχέτισης αναλυτικών αποτελεσµάτων, τις περισσότερες 
φορές είναι γραµµικά διαγράµµατα (της µορφής y = αx + β) και σχεδιάζονται συνήθως από 
ικανό αριθµό πειραµατικών σηµείων, τα οποία παρουσιάζουν µια διασπορά, µε αποτέλεσµα 
µια αβεβαιότητα ως προς τις τιµές των παραµέτρων α και β. Η γνώση των στατιστικώς 
πιθανότερων τιµών α και β, όπως και των διακυµάνσεών τους έχει ιδιαίτερη σηµασία κατά 
την αξιολόγηση των διαφόρων αναλυτικών µεθόδων. 
 
 
5.1. Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων  
Πολλές φορές είναι αναγκαία η γνώση της σχέσης y = f(x, α, β, γ, ...), όπου y είναι η εξαρ-
τηµένη µεταβλητή, x η ανεξάρτητη µεταβλητή και α, β, γ, ... είναι παράµετροι που υπεισ-
έρχονται στη σχέση αυτή. Εάν είναι γνωστή η µορφή της σχέσης, όπως και οι αριθµητικές 
τιµές των παραµέτρων, µπορούµε α) να σχεδιάσουµε την αντίστοιχη γραφική παράσταση και 
β) να υπολογίσουµε τις τιµές y που αντιστοιχούν σε ορισµένες τιµές x (ή αντιστρόφως), χωρίς 
να είναι αναγκαίο να καταφύγουµε, για το σκοπό αυτό, στην αντίστοιχη γραφική παράσταση.   
Εάν είναι γνωστή µόνο η γενική µορφή της σχέσης f(x,α,β,γ,...) ή f(x) (χάριν απλότητας), 
τότε πολλές φορές από Ν πειραµατικά ζεύγη µετρήσεων (y1, x1), (y2, x2), ..., (yN, xN), ζητείται 
ο υπολογισµός των παραµέτρων α, β, γ, ... . Αποδεικνύεται ότι όταν ισχύουν οι εξής 
προϋποθέσεις:   
1) Οι µετρούµενες τιµές του y εµπεριέχουν τυχαία (µόνο) σφάλµατα µε κανονική (κατά 
Gauss) κατανοµή µε τυπική απόκλιση ανεξάρτητη από τις τιµές x και  
 
2) Oι τιµές x είναι απαλλαγµένες από σφάλµατα,   
τότε για τις στατιστικώς ορθότερες τιµές των παραµέτρων α, β, γ,... θα ισχύει η γενική σχέση 
 

 [ ] minimumy)f(xS
2N

1i
ii =−= ∑

=
  (5-1) 

 
δηλαδή το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων µεταξύ των υπολογιζόµενων (θεωρη-
τικών) τιµών y από τη σχέση f(x) και των πειραµατικών τιµών πρέπει να αποκτήσει την ελά-
χιστη δυνατή τιµή. Με βάση τη γενική αυτή αρχή είναι δυνατόν να ληφθούν ακριβείς σχέσεις, 
που συνδέουν τις πειραµατικές τιµές y1, y2, ..., yn και x1, x2,..., xΝ µε τις τιµές των 
παραµέτρων α, β, γ, ....  
Η µέθοδος υπολογισµού των τιµών των υπεισερχόµενων παραµέτρων ονοµάζεται µέθοδος 
προσαρµογής ελάχιστων τετραγώνων (least squares fit method).   
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων στην περί-
πτωση των γραµµικών σχέσεων, δηλαδή εξισώσεων µε τη µορφή 
 
       β+αxy =   (5-2) 
 
λόγω της συχνά απαντούµενης γραµµικής σχέσης µεταξύ της αναλυτικής πληροφορίας και 
της µετρούµενης παραµέτρου στην Ενόργανη Ανάλυση. Στην περίπτωση της παραπάνω 
γραµµικής εξίσωσης, η µέθοδος ονοµάζεται γραµµική προσαρµογή ελάχιστων τετραγώνων 
(linear least squares fit) και η ευθεία που προκύπτει, γνωστή ως ευθεία παλινδρόµησης ή 
συµµεταβολής (regression line), παρέχει την άριστη γραµµική προσαρµογή των σηµείων.  
Η τιµή α ονοµάζεται κλίση (slope) της ευθείας και η τιµή β ονοµάζεται τοµή στον άξονα 
των τεταγµένων ή τοµή "επί της αρχής" (intercept) και παρέχονται από τις σχέσεις: 
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5.2. Συντελεστής συσχέτισης   
Από τις εξισώσεις (5-3) και (5-4) υπολογίζονται οι στατιστικώς ορθότερες τιµές των α (κλίση 
της ευθείας παλινδρόµησης) και β (τοµή στον άξονα των τεταγµένων). Εάν ισχύει η Εξίσωση 
5-2 θα πρέπει να ισχύει και η αντίστροφή της: 
 
 (β/α)y/α)(1x −=   (5-5) 
 
Για τον υπολογισµό της τιµής (1/α) µε τη µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων θα χρησιµοποι-
ηθεί η Εξίσωση 5-3 µε µόνη διαφορά την αµοιβαία αντικατάσταση των τιµών x και y, οπότε 
θα αποκτήσει την ακόλουθη µορφή 
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Προφανώς, εάν οι τιµές y ήσαν απαλλαγµένες από σφάλµατα, θα ίσχυε ότι: 
 
 [ ] 1== 2/1/α)(1αr   (5-7) 
 
Η παράµετρος r ονοµάζεται συντελεστής συσχέτισης του Pearson (Pearson's correlation 
coefficient). Eάν υπεισέρχονται σφάλµατα στις τιµές y, τότε η συσχέτιση των τιµών y και x 
γίνεται πιo "χαλαρή" και θα είναι | r | < 1, ενώ, όταν δεν υπάρχει καµία συσχέτιση, θα είναι | r | 
= 0.  
Με συνδυασµό των σχέσεων (5-3), (5-6) και (5-7) προκύπτει η ακόλουθη αναλυτική έκφρα-
ση του συντελεστή συσχέτισης: 
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O συντελεστής συσχέτισης µπορεί να υπολογιστεί για µία καµπύλη αναφοράς, για να εξακρι-
βωθεί ο βαθµός συσχέτισης µεταξύ της µετρούµενης φυσικής παραµέτρου και της συγκέν-
τρωσης των πρότυπων διαλυµάτων ή µεταξύ των αποτελεσµάτων δύο µεθόδων. 
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Για τιµές 0,95 < | r | < 0,99 η συσχέτιση θεωρείται ικανοποιητική, ενώ τιµές | r | > 0,99 κατά 
κανόνα υποδηλώνουν πολύ καλή συσχέτιση. Με µετρήσεις ικανοποιητικής ακρίβειας και 
επαναληψιµότητας µπορούν να επιτευχθούν τιµές | r | >0,999. ∆οκιµασία σηµαντικότητας 
(τύπου Student’s t) µπορεί να εφαρµοστεί µε χρήση του ακόλουθου στατιστικού στοιχείου: 
 

 
2)(N)r(1

rt
2 −−

=   (5-9) 

 
Η πειραµατική τιµή t συγκρίνεται µε τις θεωρητικές τιµές t, στην επιθυµητή στάθµη εµπιστο-
σύνης, µε βαθµούς ελευθερίας ν = Ν − 2.  
Στην αναφερόµενη τιµή του r συνήθως κρατείται ένα στρογγυλεµένο ψηφίο µετά το τελευ-
ταίο 9, έτσι, π.χ., εάν οι επακριβώς υπολογιζόµενες τιµές του r είναι 0,9947281, 0,9987201 
και 0,9999038, οι παρουσιαζόµενες τιµές είναι 0,995, 0,999 και 0,99990, αντιστοίχως.  
Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι η τιµή του συντελεστή συσχέτισης αποτελεί ενδεικτικό 
µέτρο του βαθµού διασποράς των πειραµατικών σηµείων ενός γραµµικού διαγράµµατος, 
ωστόσο θα πρέπει να τονιστεί ότι η τιµή του r εξαρτάται και από τη σχετική κατανοµή των 
σηµείων στο διάγραµµα και σε καµία περίπτωση δεν πρέπει να χρησιµοποιείται ως ενδεικτικό 
στατιστικό στοιχείο της γραµµικότητας που συνδέει τα συσχετιζόµενα µεγέθη.  
 
5.3. Αδυναµίες της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων  
Πριν από την εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων συνιστάται πάντοτε η σχεδία-
ση του διαγράµµατος µε τα πειραµατικά σηµεία, για τους ακόλουθους λόγους:  
 
1) Από το διάγραµµα αποκαλύπτονται τα σηµεία (ή oµάδες σηµείων) τα οποία σαφώς εκτρέ-
πονται από την αναµενόµενη ευθεία και απορρίπτονται πριν χρησιµοποιηθούν στους υπολογι-
σµούς. 
 
2) Αποκαλύπτεται τυχόν µη γραµµική συσχέτιση των µεγεθών. Οι παραπάνω διεργασίες έχουν 
σαφώς υποκειµενικό χαρακτήρα. Στατιστικές δοκιµασίες αποκλεισµού σηµείων υπάρχουν, 
αλλά είναι εξαιρετικά δύσχρηστες και απαιτούν τη χρήση υπολογιστών.  
Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων είναι εξαιρετικά ευαίσθητη στην παρουσία ισχυρώς 
αποκλινουσών µετρήσεων, που πρέπει να αποµακρύνονται πριν από την εφαρµογή της. 
Έχουν προταθεί ανθεκτικές µέθοδοι προσαρµογής, όπως π.χ. εκείνες που βασίζονται στις διά-
µεσες τιµές των "µερικών κλίσεων" (ανά ζεύγη µετρήσεων), οι οποίες όµως µπορούν να 
πραγµατοποιηθούν µε τη βοήθεια υπολογιστών λόγω του µεγάλου αριθµού των υπολογισµών 
και διατάξεων των τιµών κατά αυξανόµενο µέγεθος (µέθοδος Theil). Στις µεθόδους αυτές δεν 
χρησιµοποιούνται "τύποι" αλλά υπολογιστικοί "αλγόριθµοι".  
Ένα σηµείο το οποίο απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή είναι το ότι ικανοποιητική τιµή του r δεν επι-
βεβαιώνει γραµµική σχέση, αλλά ικανοποιητική συσχέτιση των µεγεθών x και y. Έτσι, π.χ. 
διάγραµµα µε σηµεία που αποδίδουν µία γραµµή µε πολύ µικρή διασπορά, αλλά µε µια µικρή 
καµπύλωση µπορεί να παρουσιάζει καλύτερη τιµή r, από ένα διάγραµµα σηµείων µιας πραγ-
µατικά γραµµικής σχέσης µε µεγαλύτερη διασπορά.  
Στο Σχήµα 5-1 δείχνονται εννέα διαγράµµατα µε διαφορετικό βαθµό διασποράς των πειραµα-
τικών σηµείων (x, y) και οι αντίστοιχες τιµές του συντελεστή συσχέτισης. Τα διαγράµµατα 
(α)-(στ) αποδίδουν γραµµικές συσχετίσεις µε θετική (α)-(γ) και αρνητική κλίση (δ)-(στ) µε 
διάφορους βαθµούς διασποράς των σηµείων γεγονός, που επηρεάζει τον συντελεστή συσχέτι-
σης. Στο διάγραµµα (ζ) δείχνεται µια τυπική περίπτωση σχεδόν πλήρους έλλειψης συσχέτισης 
(r=0,04). Στο διάγραµµα (η) πάλι εµφανίζεται η τιµή r ίση προς το µηδέν, ενώ υπάρχει σαφής 
συσχέτιση µεταξύ των τιµών x και y. Toύτο οφείλεται στο ότι χρησιµοποιείται ο συντελεστής 
γραµµικής συσχέτισης σε µια συσχέτιση που είναι 2ου βαθµού (παραβολική) και στη διάταξη 
των σηµείων. Το γεγονός αυτό αποδεικνύει ότι ποτέ δεν πρέπει η τιµή r να οδηγεί σε συµπε-
ράσµατα χωρίς παράλληλα να έχει σχεδιασθεί το αντίστοιχο διάγραµµα. Ανάλογα, στο διά-
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γραµµα (θ) δείχνεται περίπτωση όπου υπάρχει µία σαφώς µη γραµµική συσχέτιση, παρ’όλα 
αυτά η τιµή r φαίνεται ικανοποιητικότερη γραµµική συσχέτιση σε σχέση µε εκείνες των δια-
γραµµάτων (α), και (β) γεγονός που καταδεικνύει ότι η τιµή r δεν µπορεί να χρησιµεύσει ως 
τεκµήριο γραµµικότητας µεταξύ των συσχετιζόµενων ποσοτήτων. 
 

  
Σχήµα 5-1.  Υπολογιζόµενοι συντελεστές γραµµικής συσχέτισης για διάφορους τύπους διαγραµµάτων. 
 
_____________________________  
 
Παράδειγµα 5-1. Να βρεθεί η εξίσωση που προσαρµόζεται στα παρακάτω πειραµατικά δεδο-
µένα και να υπολογιστεί ο συντελεστής συσχέτισης 
 

Tιµές x: 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 
Τιµές y: 3,1 6,0 8,7 12,9 15,3 17,9 22,0 23,7 

 
υποθέτοντας ότι η σχέση µεταξύ y και x είναι γραµµική.  
Λύση. Υπολογίζουµε τις τιµές των xi

2, yi
2 και xiyi (προκειµένου να υπολογιστούν και τα 

αντίστοιχα αθροίσµατα) και αναγράφουµε τα αποτελέσµατα στον ακόλουθο πίνακα: 
 

i xi yi xi
2 yi

2 xiyi 
1 1,0 3,1 1,0 9,61 3,1 
2 2,0 6,0 4,0 36,00 12,0 
3 3,0 8,7 9,0 75,69 26,1 
4 4,0 12,9 16,0 166,41 51,6 
5 5,0 15,3 25,0 234,09 76,5 
6 6,0 17,9 36,0 320,41 107,4 
7 7,0 22,0 49,0 484,00 154,0 
8 8,0 23,7 64,0 561,69 189,6 

N=8 Σxi = 
36,0 

Σyi = 
109,6 

Σxi
2 = 

204,0 
Σyi

2 = 
1887,90 

Σxiyi = 
620,3 
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[Παρατήρηση: Κατά το στάδιο υπολογισµού των παραπάνω αθροισµάτων πρέπει να απο-
φεύγονται τα "στρογγυλεύµατα" και να χρησιµοποιούνται τα ενδιάµεσα αριθµητικά αποτελέ-
σµατα µε όσο το δυνατόν περισσότερα σηµαντικά ψηφία].  
Mε αντικατάσταση των τιµών του παραπάνω πίνακα στις εξισώσεις (5-3), (5-4) και (5-8) 
έχουµε: 
 

α = (8 620,3)-(36,0 109,6)
8 204,0 36,0

× ×

× −
=

( ) ( )2
3,026       β = (204,0 109,6) - (36,0 620,3)

8 204,0 36,0
× ×

× −
=

( ) ( )2
0,0821 

 

r = 
(8 620,3) - (36,0 109,6)

8 204,0 36,0 8 1887,90 109,6
0,9977

× ×

× − × −
= ≈

[( ) ( ) ][( ) ( ) ]2 2
0,998 

 
Εποµένως η ζητούµενη εξίσωση είναι 
 

y = 3,026x + 0,0821 
 
H ευθεία παλινδρόµησης και τα πειραµατικά σηµεία δείχνονται στο Σχήµα 5-2. Είναι προφα-
νής η πολύ καλή συσχέτιση των τιµών y και x, όπως αυτό καταφαίνεται και από την τιµή του 
συντελεστή συσχέτισης. 
 

  
Σχήµα 5-2. Ευθεία παλινδρόµησης των δεδοµένων του παραδείγµατος. 

_____________________________ 
 
5.4. Τυπική απόκλιση των παραµέτρων α και β  
Σε πολλές περιπτώσεις εξίσου ή ακόµη και περισσότερο χρήσιµη από την ίδια την τιµή των 
παραµέτρων α και β είναι η τυπική τους απόκλιση, που εξαρτάται ως αναµένεται από τον 
διασκορπισµό (λόγω τυχαίων πάντοτε σφαλµάτων) των πειραµατικών σηµείων (xi, yi). Oι 
τυπικές αποκλίσεις της κλίσης α και της τοµής στον άξονα των τεταγµένων β, παρέχονται 
από τις ακόλουθες εξισώσεις: 
 

 

∑ ∑
= =









−

=
N

1i

2N

1i
i

2
i

y/xα

xxN

Nss   (5-10) 

 



 Α-58

 

∑ ∑

∑

= =

=









−

=
N

1i

2N

1i
i

2
i

N

1i

2
i

y/xβ

xxN

x
ss    (5-11) 

όπου 

 
2N

xxN

yxyxN

N
1

N

y
y

s

N

1i

2N

1i
i

2
i

2N

1i
i

N

1i
i

N

1i
ii

2N

1i
iN

1i

2
i

y/x −









−









−

⋅−









−

=
∑ ∑

∑∑∑∑
∑

= =

====

=

  (5-12) 

 
Tο στατιστικό στοιχείο sy/x είναι η τυπική απόκλιση των υπολοίπων yi − yθ,i, δηλαδή των 
διαφορών µεταξύ πειραµατικών και θεωρητικών τιµών (που υπολογίζονται από την εξίσωση 
παλινδρόµησης, yθ,i = αxi + β).  
  
5.5. Εφαρµογές στατιστικής γραµµικών διαγραµµάτων 
 
5.5.1. Σύγκριση µεθόδων.   
Τα διαγράµµατα συσχέτισης των αναλυτικών αποτελεσµάτων µιας δοκιµαζόµενης µεθόδου 
ως προς εκείνα µιας αποδεκτής µεθόδου, ιδανικά θα πρέπει να παρουσιάζουν κλίση α = 1 και 
τοµή στον άξονα των τεταγµένων β = 0. Στην πράξη η τιµές α και β διαθα φέρουν από τις 
ιδανικές τιµές.   
Eφόσον είναι γνωστές οι τυπικές απoκλίσεις και των δύο τιµών, είναι δυνατή η εφαρµογή της 
δοκιµασίας t (σύγκριση πειραµατικής µέσης τιµής µε πραγµατική), για να διαπιστωθεί εάν 
υπάρχει στατιστικώς σηµαντική διαφορά της α από τη µονάδα (ένδειξη αναλογικού σφάλµα-
τος) ή της β από το µηδέν (ένδειξη σταθερού σφάλµατος) ή και τα δύο (µικτό σφάλµα).  
Οι βαθµοί ελευθερίας για την επιλογή της τιµής ttheor για τις παραπάνω δοκιµασίες είναι πά-
ντοτε ν = Ν − 2 (Ν: o αριθµός των πειραµατικών ζευγών). 
_____________________________  
 
Παράδειγµα 5-2. Να συγκριθούν τα ακόλουθα αναλυτικά αποτελέσµατα που ελήφθησαν µε 
12 διαφορετικά δείγµατα µε τη µέθοδο Α (εξακριβωµένα αξιόπιστη µέθοδο) µε τα αντίστοιχα 
αποτελέσµατα που ελήφθησαν µε τη µέθοδο B (υπό δοκιµασία νέα µέθοδος).   
Mέθ. Α (xi) 2,0 3,0 4,0 4,5 5,2 5,5 5,9 6,9 7,3 7,5 8,2 9,4 
Mέθ. Β (yi) 1,7 3,0 3,8 4,6 5,1 5,5 6,0 6,5 6,8 7,5 8,0 9,2 

 
Λύση. Mε εφαρµογή των προηγουµένων εξισώσεων υπολογίζονται οι συντελεστές της 
εξίσωσης παλινδρόµησης και οι αντίστοιχες τυπικές αποκλίσεις:  
α = 0,9815   sα = 0,0272       και         β = −0,0344    sβ = 0,1675  
Για να εξακριβωθεί εάν οι τιµές α και β διαφέρουν σηµαντικά από τις επιθυµητές τιµές 1 και 
0, αρκεί να υπολογιστεί εάν οι επιθυµητές (για ικανοποιητική συσχέτιση των µεθόδων Α και 
Β) τιµές βρίσκονται στο διάστηµα εµπιστοσύνης (confidence interval) των α και β. Το 
διάστηµα εµπιστοσύνης υπολογίζεται (σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%) ως εξής:   
∆ιάστηµα εµπιστοσύνης (95%) α :   
α ± ttheorsa = 0,9815 ± (2,179×0,0272) = 0,9815 ± 0,0592        δηλ. :   0,9222   έως   1,09997  
 
∆ιάστηµα εµπιστοσύνης (95%) β :    
β ± ttheorsb = −0,0344 ± (2,179×0,1675) = −0,0344 ± 0,3650      δηλ. :   −0,3994   έως   0,3306  
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ως ttheor χρησιµοποιείται η τιµή t (Πίνακας 3.3) που αντιστοιχεί σε  ν = Ν − 2 = 12 − 2 = 10 
βαθµούς ελευθερίας. 
 

  
Σχήµα 5-3. Καµπύλη συσχέτισης αναλυτικών αποτελεσµάτων των µεθόδων Α και Β. 

 
Από τα ως άνω αποτελέσµατα προκύπτει ότι σε στάθµη εµπιστοσύνης 95% τα αποτελέσµατα 
των δύο µεθόδων είναι ισοδύναµα, δηλ. δεν ανιχνεύεται αναλογικό ή σταθερό σφάλµα µετα-
ξύ των δύο σειρών µετρήσεων. [Παρατήρηση: Εναλλακτικά θα µπορούσε να υπολογιστεί οι 
πειραµατικές τιµές t (π.χ. για την κλίση: texp = |(α − 1)/sa| και την τοµή επί την αρχή: texp = |(β 
− 0) /sa| =| β/sb | και σύγκριση των τιµών αυτών µε τις θεωρητικές τιµές, στην επιθυµητή 
στάθµη εµπιστοσύνης και για ν = Ν − 2 βαθµούς ελευθερίας] 
_____________________________  
 
5.5.2. Aνίχνευση τάσης  
Μια οµάδα τιµών διαδοχικών µετρήσεων στο ίδιο δείγµα εξετάζεται για την ύπαρξη τάσης µε 
ανάλογη δοκιµασία. Στην περίπτωση αυτή εξετάζεται αν σε διάγραµµα: µετρούµενη τιµή = 
α×(αύξοντας αριθµός µέτρησης) + β, η παράµετρος α διαφέρει σηµαντικά από την ιδανική 
τιµή 0.  
 
5.5.3. Ανίχνευση εκτόπων µετρήσεων σε γραµµικό διάγραµµα  
Χρησιµοποιείται η τιµή sy/x, που θεωρείται η ίδια σε όλη τη χρήσιµη περιοχή του διαγράµµα-
τος, εκτός εάν µε επαναλαµβανόµενες µετρήσεις εκτιµηθεί τυπική απόκλιση διαφορετική από 
περιοχή σε περιοχή, κάτι αρκετά συνηθισµένο. Εάν η ύποπτη τιµή απέχει σηµαντικά από τη 
θεωρητικά προβλεπόµενη τιµή, τότε µπορεί να εφαρµοστεί η δοκιµασία t για την απόρριψη 
της αποκλίνουσας τιµής ως έκτοπης και επανεκτίµηση των παραµέτρων α και β του διαγράµ-
µατος.  
 
5.5.4. Σύγκριση κλίσεων δύο γραµµικών διαγραµµάτων  
Πολλές φορές απαιτείται να συγκριθεί η κλίση δύο γραµµικών διαγραµµάτων για να διαπι-
στωθεί αν υπάρχει σηµαντική διαφορά µεταξύ τους. Τυπική περίπτωση αποτελεί η σύγκριση 
των κλίσεων α1, α2 δύο καµπυλών αναφοράς µε τα ίδια πρότυπα και το ίδιο όργανο, προκει-
µένου να διαπιστωθεί η σταθερότητα των προτύπων ή/και η οργανολογική σταθερότητα της 
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µετρητικής διάταξης. Μια ταχεία δοκιµασία τύπου Student βασίζεται στoν προσδιορισµό της 
στατιστικού στοιχείου texp  
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Όπου sα1, sα2 oι τυπικές αποκλίσεις των κλίσεων α1, α2. Η πειραµατική τιµή texp συγκρίνεται 
µε την θεωρητική τιµή ttheor , που αντιστοιχεί στην επιθυµητή στάθµη εµπιστοσύνης και ν = 
(n1 − 2) + (n2 − 2) = n1 + n2 − 4 βαθµούς ελευθερίας, όπου n1 και n2 ο αριθµός των ζευγών τιµών 
(x,y) που χρησιµοποιείται σε κάθε ένα από τα δύο διαγράµµατα για τον προσδιορισµό των 
κλίσεων α1 , α2.  
 
5.5.5. Ορισµός ευαισθησίας, ορίων ανίχνευσης και προσδιορισµού   
Σε µια ενόργανη τεχνική ανάλυσης, στην οποία χρησιµοποιείται καµπύλη αναφοράς P = αC + 
β, για την ποσοτικοποίηση των αποτελεσµάτων ορίζουµε ως:  
Eυαισθησία (sensitivity). Ορίζεται ως η κλίση της καµπύλης αναφοράς dP/dC, π.χ. για µια 
βολταµµετρική τεχνική οµιλούµε για ευαισθησία 15 µΑ/µΜ, για µια φωτοµετρική ευαισθη-
σίας 0,25 µονάδων απορρόφησης/(µg/mL) κ.ο.κ. Η ευαισθησία δεν πρέπει να συγχέεται µε τα 
(κατώτερα) όρια ανίχνευσης και προσδιορισµού. Για να αποφευχθεί τέτοιου είδους σύγχυση 
συχνά αναφέρεται ως οργανολογική ευαισθησία (instrumental sensitivity)  
Όριο ανίχνευσης (detection limit). Ορίζεται ως η συγκέντρωση C που παρέχει σήµα P ίσο 
προς β + 3,3sB, όπου sB είναι η τυπική απόκλιση του τυφλού (blank) και σε περίπτωση αδυνα-
µίας µέτρησης του τυφλού, ως sB µπορεί να χρησιµοποιηθεί η τυπική απόκλιση του αραιό-
τερου προτύπου ή και η τιµή sy/x.  
Όριο προσδιορισµού (quantification limit). Ορίζεται ανάλογα ως η συγκέντρωση C που 
παρέχει σήµα ίσο P προς β + 10sB. Πρέπει να τονιστεί ότι και οι δύο ορισµοί δεν είναι γενικοί 
και συνιστάται κάθε φορά που αναφέρονται αριθµητικές τιµές ενδεικτικές των προηγούµενων 
ορίων να αναφέρεται και ο εκάστοτε τρόπος ορισµού τους. 
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