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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΛΥΣΗ

Οι ασκήσεις που ακολουθούν είναι προς επίλυση από τους ϕοιτητές. Οι περισσότερες από αυτές έχουν

αναλυθεί κατά την διάρκεια των παραδόσεων. Κάποιες ενδεχόµενα να έχουν αυξηµένο ϐαθµό δυσκολίας.



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (1η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

1) Α) Απο την σχέση µετάθεσης [ x̂ , p̂x ] = ih̄ δείξτε ότι για τα κανονικοποιηµένα στην µονάδα

ιδιοανύσµατα |x〉 , |p〉 των τελεστών της ϑέσης x̂ , p̂x και της ορµής µε ιδιοτιµές x και px αντίστοι-

χα, ισχύουν οι σχέσεις

〈x| p̂x
∣

∣x′
〉

= −ih̄ ∂

∂x
δ( x− x′) , 〈p| x̂

∣

∣p′
〉

= ih̄
∂

∂p
δ( p− p′) .

Να δειχθεί επίσης ότι, εκτός από µια αυθαίρετη πολλαπλασιαστική ϕάση, το εσωτερικό γινόµενο

των |x〉 , |p〉 είναι

〈x|p〉 =
1√
2πh̄

e ixp/h̄ .

Β) Χρησιµοποιήστε τις παραπάνω σχέσεις για να δείξετε ότι αν ϕυσικό σύστηµα περιγράφεται από

το ΅ανυσµα¨ |ψ(t)〉 και εποµένως έχει κυµατικές συναρτήσεις ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 , ψ̃(p, t) =

〈p|ψ(t)〉 στον χώρο των ϑέσεων και των ορµών αντίστοιχα, τότε

ψ(x, t) =
1√
2πh̄

∫

+∞

−∞
e ixp/h̄ψ̃(p, t) dp , ψ̃(p, t) =

1√
2πh̄

∫

+∞

−∞
e −ixp/h̄ψ(x, t) dx

Γ) Να δειχθεί επίσης ότι οι µέσες τιµές της ϑέσης και της ορµής 〈x〉 = 〈ψ(t)| x̂ |ψ(t)〉 , 〈px〉 =

〈ψ(t)| p̂x |ψ(t)〉 δίνονται από τις σχέσεις

〈x〉 =

∫

+∞

−∞
ψ∗(x, t) x ψ(x, t) dx =

∫

+∞

−∞
ψ̃∗(p, t) ( h̄

∂

∂p
) ψ̃(p, t) dp.

και

〈px〉 =

∫

+∞

−∞
ψ∗(x, t) (−ih̄ ∂

∂x
) ψ(x, t) dx =

∫

+∞

−∞
ψ̃∗(p, t) p ψ̃(p, t) dp

2) Θεωρήστε τον τελεστή Ŝa = exp{ −i a
h̄ p̂x } όπου a αυθαίρετη σταθερά µε µονάδες µήκους.

∆είξτε ότι

[ x̂ , Ŝa ] = a Ŝa .

Με ϐάση την σχέση αυτή δείξτε ότι το ϕάσµα των ιδιοτιµών του τελεστή της ϑέσης είναι συνεχές.

Ακολουθήστε τα ανάλογα ϐήµατα για να δείξετε το ίδιο για τον τελεστή της ορµής.

3) Χρησιµοποιήστε τους τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας a , a† του µονοδιάστατου

γραµµικού ταλαντωτή για να δείξετε ότι το γινόµενο αβεβαιότητας ϑέσης και ορµής είναι

(∆x)(∆px) = h̄ ( n+
1

2
)

4) Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι για την κατάσταση του κενου |0〉 του µονοδιάστατου γραµ-

µικού ταλαντωτή ισχύει a |0〉 = 0 , όπου a ο τελεστής καταστροφής, να ϐρεθεί η κυµατική

συνάρτηση ψ0(x) της ϑεµελιώδους ενεργειακής στάθµης. Μπορείτε να κάνετε το ίδιο για τις

ιδιοσυναρτήσεις των διεγερµένων ενεργειακών σταθµων ;

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε τα συµπεράσµατα της άσκησης (1).



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (2η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

1) Α) Να ϐρεθούν οι ιδιοκαταστάσεις |λ〉 του τελεστή της καταστροφής a του µονοδιάστατου

γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή

a |λ〉 = λ |λ〉

εκπεφρασµένες ως επαλληλία των ιδιοκαταστάσεων της ενέργειας.

Β) Αν την χρονική στιγµή t = 0 ο ταλαντωτής ϐρεθεί σε καποια από αυτές της καταστάσεις να

υπολογισθούν οι µέσες τιµές της ϑέσης και της ορµής 〈x〉t και 〈px〉t , την χρονική στιγµή t > 0. Να

δειχθεί ότι υπάρχει ιδιοτιµή λ για την οποία το αποτέλεσµα για τις µέσες τιµές είναι το κλασσικό

αποτέλεσµα

〈x〉t = f0 sin(ωt) , 〈px〉t = m f0 ω cos(ωt) .

Γ) Στην κατάσταση αυτή ποιά η είναι η πιθανότητα να λάβω τιµή h̄ω(n+ 1

2
) σε µέτρηση της ενέρ-

γειας την χρονική στιγµή t > 0 και ποιά η µέση τιµή και η διασπορά της ενέργειας ;

2) Η Χαµιλτωνιανή κβαντικού συστήµατος δίνεται από την έκφραση

Ĥ = h̄ω ( b†b +
1

2
)

όπου οι τελεστές b , b† ικανοποιούν την άλγεβρα

b2 = 0 , (b†)2 = 0 , {b, b†} ≡ bb† + b†b = 1

Να ϐρεθεί το ενεργειακό ϕάσµα του συστήµατος και οι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας. Τι παρα-

τηρείτε ; Να αναπαρασταθούν η Χαµιλτωνιανή Ĥ οι τελεστές b , b† και ο τελεστής του αριθµού

κατάληψης N̂ ≡ b† b υπό µορφή πινάκων.

3) Σωµατίδιο µάζας m κινείται σε δυναµικό που είναι πλήρως απωστικό στην περιοχή x < 0

ενώ στην περιοχή x > 0 έχει την µορφή του δυναµικού του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή

συχνότητας ω . Ποιές είναι οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας ;

4) Για σύστηµα δύο µονοδιάστατων γραµµικών αρµονικών ταλαντωτών 1 και 2 ίδιας µάζας και

ίδιας συχνότητας, να δειχθεί ότι ο τελεστής

Ĝ = m2 ω2 x̂1 x̂2 + p̂1 p̂2

είναι σταθερά της κίνησης, δηλαδή µετατίθεται µε την Χαµιλτωνιανή. Ποιά είναι η ϕυσική σηµα-

σία του Ĝ στην περίπτωση της κλασσικής κίνησης ;

5) Για µονοδιάστατο γραµµικό αρµονικό ταλαντωτή, µε m = h̄ = ω = 1 σε κατάλληλες

µονάδες, δίνεται ότι µιά ακανονικοποίητη ιδιοσυνάρτηση της ενέργειας έχει την ακόλουθη µορφή

ψ(x) = ( 2 x3 − 3 x ) e − x2 / 2 .

Να ϐρεθούν οι δύο ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας που ενεργειακά ϐρίσκονται πλησιέστερα σε

αυτήν.



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (3η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

1) Α) Να εκφρασθούν οι τελεστές της στροφορµής Ĵx,y,z υπό µορφή πινάκων στην ϐάση όπου ο

Ĵz είναι διαγώνιος όταν ο κβαντικός αριθµός j της ολικής στροφορµής έχει τιµές j = 1/2 και

j = 1 αντίστοιχα.

Β) Ας υποτεθεί ότι η κατάσταση ενός συστήµατος για j = 1 , και µε τον τελεστή Jz να είναι ο

διαγώνιος πίνακας Ĵz = diag {1, 0, −1} , δίνεται από τον µονόστηλο πίνακα

|Ψ〉 =
1√
6







1
1
2






.

Ποιά είναι η πιθανότητα να ϐρώ τιµή h̄ σε µέτρηση της Ĵx συνιστώσας ; .

Γ) Η Χαµιλτωνιανή κβαντικού περιστροφέα ολικής στροφορµής j = 1 δίνεται από τον τελεστή

Ĥ =
Ĵ2
x

2Θx
+

Ĵ2
y

2Θy
+

Ĵ2
z

2Θz

όπου Θx,y,z οι ϱοπές αδρανείας του περιστροφέα στους άξονες x, y, z αντίστοιχα. Να ϐρεθεί το

ενεργειακό ϕάσµα του κβαντικού περιστροφέα. Τι συµβαίνει αν δύο η και όλες οι ϱοπές αδρανείας

είναι ίσες ;

2) Για δεδοµένη τιµή της τροχιακής στροφορµής l να ϐρεθεί η ιδιοσυνάρτηση Ylm(θ, φ)

των L̂
2

, L̂z για την µεγίστη και την ελαχίστη δυνατή τιµή του m .

3) Α) Να δειχθεί ότι οι µέσες τιµές των συνιστωσών Ĵx, Ĵy της στροφορµής στις ιδιοκαταστάσεις

|j m〉 των Ĵ
2, Ĵz είναι µηδέν,

〈j m| Ĵx,y |j m〉 = 0 .

Β) Να δειχθεί ότι

〈j m| Ĵ · n |j m〉 = h̄m (cos θ)

όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το µοναδιαίο άνυσµα n µε τον άξονα z .

4) Να δειχθεί ότι για συγκεκριµένη τιµή της ολικής τροχιακής στροφορµής j ο λόγος

〈

Ĵz

〉

√

〈

Ĵ2

〉

,

είναι πάντα µικρότερος από την µονάδα. Ποιά είναι η ϕυσική ερµηνεία αυτής της ποσότητας ; Για

ποιά κατάσταση αυτή λαµβάνει την µεγαλύτερη τιµή της ; Στην περίπτωση αυτή πως συγκρίνεται

µε το αντίστοιχο κλασικό αποτέλεσµα ; ∆είξτε ότι για µεγάλες τιµές του κβαντικού αριθµού j ο

λόγος αυτός προσεγγίζει την αντίστοιχη κλασική έκφραση.

5) Φυσικό σύστηµα χαρακτηρίζεται από µαγνητική ϱοπή µ = g Ĵ όπου Ĵ είναι η στρο-

ϕορµή του. Το σύστηµα τοποθετείται σε σταθερό µαγνητικό πεδίο B . Να ϐρεθεί η χρονική

µεταβολή της µέσης τιµής της στροφορµής d
〈

Ĵ

〉

/dt . ∆είξτε ότι το µέτρο του ανύσµατος
〈

Ĵ

〉

παραµένει σταθερό, ενώ το ίδιο το άνυσµα εκτελεί περιοδική κίνηση γύρω από το µαγνητικό πεδίο

σχηµατίζοντας σταθερή γωνία µε αυτό. Ποιά είναι η συχνότητα περιφοράς ;



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (4η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

1) α) Με δεδοµένο το ενεργειακό ϕάσµα του ατόµου του Υδρογόνου να ϐρέιτε το ϕάσµα δέσµιας

κατάστασης ηλεκτρονίου - ποζιτρονίου γνωστής ως positronium.

ϐ) Να κάνετε το ίδιο για το ενεργειακό ϕάσµα του ∆ευτερίου. Στην περίπτωση αυτή να ϐρείτε την

διαφορά στις συχνότητες εκποµπής ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας του ∆ευτερίου και Υδρογό-

νου. Τι παρατηρείτε ; ( Η διαφορά αυτή ήταν σηµαντική για την ανακάλυψη του ∆ευτερίου από

τον Urey το 1932 . )

2) Για την ϑεµελειώδη στάθµη του ατόµου του Υδρογόνου ποιά είναι η πιθανότητα να ϐρεθεί

το ηλεκτρόνιο στην απαγορευµένη κλασικά περιοχή ;

3) Σύστηµα δύο σωµατιδίων χωρίς σπίν µε µάζες m1, m2 και ϕορτία q1, q2 αλληλεπιδρούν

µε δυναµικό U12 το οποίο είναι συνάρτηση της σχετικής τους ϑέσης. Το σύστηµα τοποθετείται

µέσα σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που περιγράφεται από τα δυναµικά ~A, Φ . Να δειχθεί ότι :

α) Στην περίπτωση κίνησης σε στατικό ηλεκτρικό πεδίο, ~A = 0, Φ ≡ V , του οποίου το δυναµικό

V µεταβάλλεται σχετικά αργά µετην ϑέση, η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος είναι

Ĥ = (
P̂ 2

CM

2M
+ Q V (~R) ) + (

p̂ 2
r

2 µ
+ U12(~r) ) − ~d · ~E(~R)

όπου ~d είναι η ηλεκτρική διπολική ϱοπή του συστήµατος

~d =
1

M
( q1 m2 − q2 m1 ) ~r

στο σύστηµα κέντρου µάζας του συστήµατος.

ϐ) Στην περίπτωση κίνησης σε σταθερό µαγνητικό πεδίο ~B , και αν τα σωµατίδια έχουν αντίθετα

ϕορτία q1 = −q2 ≡ q , η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος είναι

Ĥ =
P̂ 2

CM

2M
+ (

p̂ 2
r

2 µ
+ U12(~r) ) − ~M · ~B

όπου ~M είναι η µαγνητική ϱοπή του συστήµατος

~M =
q

2M
(
m2

m1

− m1

m2

) ~L

και ~L η σχετική τροχιακή στροφορµή του συστήµατος. Στις ανωτέρω εκφράσεις ~R, ~r είναι τα

ανύσµατα της σχετικής ϑέσης και του κέντρου µάζας και P̂CM , p̂r είναι οι αντίστοιχες ορµές.

M, µ είναι η ολική και η ανηγµένη µάζα του συστήµατος και Q το ολικό ϕορτίο.

4) Σωµατίδιο µάζας m περιγράφεται από την κυµατική συνάρτηση

ψ(~r) = N r e−r/a { c0 cos θ + c1 sin θ cosφ }

όπου N σταθερά νορµαλισµού και c 0,1 δεδοµένες σταθερές. Απαντήστε στα κάτωθι ερωτήµατα

α) ∆είξτε ότι η πιθανότητα να µετρηθεί τροχιακή στροφορµή l = 1 είναι 1 . Ποιές οι πιθανότητες

να µετρηθούν τιµές της τρίτης προβολής της τροχιακής στροφορµής ίσες µε m = 1, 0, −1 ;

ϐ) Αν η ψ είναι ιδιοκατάσταση της ενέργειας σωµατιδίου µάζας m που κινείται σε κεντρικό

δυναµικό V (r) το οποίο µηδενίζεται για µεγάλες αποστάσεις r , ποιά είναι η ενέργεια και ποιό

το δυναµικό ;



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (5η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

1) Ηλεκτρόνιο αναγκάζεται να κινείται σε µια µικρή περιοχή του χώρου αµελητέας διάστασης

οπότε ο µοναδικός ϐαθµός ελευθερίας του είναι το σπιν ~s του οποίου οι συνιστώσες µπορούν να

περιγραφούν από τους ακόλουθους πίνακες

sx =
h̄

2

(

0
1

1
0

)

, sy =
h̄

2

(

0
i

−i
0

)

, sz =
h̄

2

(

1
0

0
−1

)

.

Αν ο γυροµαγνητικός λόγος του ηλεκτρονίου είναι gs και η µαγνητική του ϱοπή ~µ = gs
(−e)
2mc ~s ,

όπου −e το ϕορτίο του ηλεκτρονίου και m η µάζα του, απαντήστε στα κάτω ερωτήµατα :

α) Αν εφαρµοσθεί σταθερό µαγνητικό πεδίο προς καποια κατεύθυνση έντασης Β ποιό είναι το

ενεργειακό ϕάσµα του ηλεκτρονίου ;

ϐ) Ας υποτεθεί ότι το µαγνητικό πεδίο είναι προσανατολισµένο κατά την διεύθυνση του άξονα των

z και την χρονική στιγµή t = 0 η κατάσταση του ηλεκτρονίου περιγράφεται από το άνυσµα

|ψ(0)〉 =

(

a

b

)

όπου |a|2 + |b|2 = 1 , ποιά είναι η κατάσταση του την χρονική στιγµή t > 0 ; Για t > 0 να

ϐρεθούν οι µέσες τιµές των sx,y,z και να συγκριθούν µε τις αντίστοιχες µέσες τιµές για t = 0 .

Τι παρατηρείτε ;

γ) Να απαντηθεί το ερώτηµα ϐ) στην περίπτωση που το µαγνητικό πεδίο είναι προσανατολισµένο

στην κατεύθυνση x και το ηλεκτρόνιο την στιγµή t = 0 είναι σε ιδιοκατάσταση του sz µε

ιδιοτιµή h̄/2 . Στην περίπτωση αυτή ποιά είναι η πιθανότητα την χρονική στιγµή t > 0 να

µετρηθεί τιµή − h̄/2 για την sz συνιστώσα ;

2) Οπως προκύπτει από την εξίσωση Schrödinger ο τελεστής της χρονικής εξέλιξης για σύ-

στηµα του οποίου η Χαµιλτωνιανή Ĥ δεν εξαρτάται από τον χρόνο δίνεται από τον µοναδιαίο

( Unitary ) τελεστή

U(τ) = e −i τĤ/h̄ .

Ο τελεστής αυτός όταν ενεργεί σε µιά κατάσταση που περιγράφει το σύστηµα την στιγµή t δίνει

την κατάσταση την χρονική στιγµή t+ τ ,

|ψ(t+ τ)〉 = U(τ) |ψ(t)〉 .

Για το ηλεκτρόνιο της προηγούµενης άσκησης και για τυχαίο προσανατολισµό του µαγνητικού

πεδίου να υπολογισθεί αναλυτικά ο τελεστής αυτός.

3) Για τους τελεστές του spin της ασκησης 1, να ϐρεθούν οι κανονικοποιηµένες στην µονά-

δα ιδιοκαταστάσεις |± , x〉 του sx µε ιδιοτιµές ± h̄/2 αντίστοιχα. Να κάνετε το ίδιο για τις

αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις |± , y〉 του sy .



4) Να ϐρεθούν τα ιδιοανύσµατα του τελεστή ŝn ≡ ~s · n̂ όπου n̂ τυχαίο µοναδιαίο άνυσµα. Ο

τελεστής αυτός είναι η προβολή του σπιν στην κατεύθυνση n̂ .

5) Ηλεκτρόνιο αναγκάζεται να κινείται στο εσωτερικό σωλήνα µήκους L και αµελητέας διατο-

µής του οποίου τα άκρα είναι ερµητικά κλειστά. Κατά µήκος του σωλήνα εφαρµόζεται σταθερό

µαγνητικό πεδίο. Ποιές οι ιδιοτιµές της ενέργειας και ποιές οι αντίστοιχες ιδικαταστάσεις ; Να

απαντήσετε στο ίδιο ερώτηµα στην περίπτωση που το µαγνητικό πεδίο ειναι κάθετο στον άξονα

του σωλήνα.

6) ( ΘΕΜΑ εξετάσεων του 1992 )

Ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται σε µαγνητικό πεδίο που έχει την µορφή

~B = B0 ( x̂
x2

2 L2
− ŷ

x y

L2
)

όπου B0 > 0 . Παρατηρήστε ότι κατά την διεύθυνση x το µαγνητικό πεδίο µοιάζει µε αυτό

γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή ενω η συνιστώσα κατά την διεύθυνση y είναι τέτοια ώστε το

µαγνητικό πεδίο να έχει κλειστές δυναµικές γραµµές. Το ηλεκτρόνιο αναγκάζεται να κινείται

σε στενό σωλήνα απείρου µήκους τοποθετηµένου στον άξονα των x , µε πολύ µικρή κυκλική

διατοµή οπότε η κίνηση του κατά τους άξονες y, z µπορεί να αγνοηθεί. Να γραφεί η εξίσωση

Schrödinger και να ϐρεθεί η ελαχίστη ενέργεια για την οποίαν το ηλεκτρόνιο παγιδεύεται από το

µαγνητικό πεδίο. Στην κατάσταση αυτή ποιά είναι η πιθανότητα να ϐρεθεί το σωµατίδιο µεταξύ

x και x+ dx και µε τιµή της z συνιστώσας του σπιν ίση µε h̄/2 ;

7) Ηλεκτρόνιο κινείται στο µαγνητικό πεδίο

~B = ẑ B0 + x̂ B1 cos (ωt) .

Αν το ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται σε κατάσταση µε σπίν h̄/2 κατά τον άξονα z την χρονική στιγµή

t = 0 , ποιά είναι η πιθανότητα την χρονική στιγµή t > 0 να µεταβεί σε κατάσταση µε σπίν

−h̄/2 στον ίδιο άξονα ; ∆είξτε ότι στην περίπτωση που η συχνότητα ω του ταλαντούµενου µα-

γνητικού πεδίου είναι ίδια µε την συχνότητα περιφοράς του σπιν τότε η πιθανότητα αυτή µπορεί

να λάβει την µεγίστη δυνατή τιµή της ( = 1) ( Το ϕαινόµενο αυτό ονοµάζεται Παραµαγνητικός

Συντονισµός και η επινόηση του οφείλεται στον Rabi . )

8) Ηλεκτρόνιο κινείται σε σταθερό µαγνητικό πεδίο προσανατολισµένο κατά τον z-άξονα. Την

χρονική στιγµή t = 0 το ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται προσανατολισµένο µε σπιν h̄/2 στον άξονα των

x . Να ϐρεθεί η µέση τιµή της sx συνιστώσας του σπιν την χρονική στιγµή t > 0, και από

αυτήν να ϐρεθούν οι πιθανότητες να µετρηθούν τιµές + h̄/2 και − h̄/2 αντίστοιχα για την sx

συνιστώσα.



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (6η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

1) Να ϐρεθεί το ενεργειακό ϕάσµα σε πρώτη τάξη στην παράµετρο ǫ της Χαµιλτωνιανής

Ĥ =







E

E + ǫ

0

E + ǫ

E

ǫ

0
ǫ

E






.

2) Το δυναµικό του µονοδιάστατου γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή επιδέχεται µιά παραµόρ-

ϕωση από πρόσθετο όρο της µορφής

∆V (x) = { g x , −a ≤ x ≤ +a

0 , |x| > a

Να ϐρεθεί η δίόρθωση στο ενεργειακό του ϕάσµα σε πρώτη τάξη στην σταθερά Ϲεύξης g .

3) Το δυναµικό του µονοδιάστατου γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή V (x) = mω2

2
x2 υφίσταται

την επίδραση αναρµονικού όρου της µορφής

Ĥ1 = λ x̂4

όπου η σταθερά Ϲεύξης λ είναι αρκετά µικρή για να εξασφαλίζει ότι ο όρος αυτός αποτελεί µιά

διαταραχή στο αρχικό σύστηµα. Να ϐρεθεί η διόρθωση στο ενεργειακό ϕάσµα και να εκτιµηθεί

για ποιές ενέργειες µπορεί η ϑεωρία διαταραχών να αποτελέσει αξιόπιστη προσέγγιση σε πρώτη

τάξη στην σταθερά Ϲεύξης λ .

4) Το µονοδιάστατο απειρόβαθο πηγάδι δυναµικού, µε τα ανακλώντα τοιχώµατα τοποθετηµέ-

να στα σηµεία x = 0, x = L του άξονα των x, διαταράσσεται από πρόσθετο όρο της µορφής

∆V (x) = { g V0 , |x− L/2| ≤ a

0 , |x− L/2| > a

Να ϐρεθεί η διόρθωση στο ενεργειακό ϕάσµα και στις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας

σε πρώτη τάξη στην σταθερά Ϲεύξης g .

5) Να ϐρεθούν οι διορθώσεις στις ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας, για µη εκφυλισµένο ενερ-

γειακό ϕάσµα, σε πρώτη προσέγγιση στην ϑεωρία διαταραχών.

6) Να ϐρεθεί το ενεργειακό ϕάσµα της Χαµιλτωνιανής

Ĥ = λ ~s1 · ~s2 + g ŝz

όταν οι κβαντικοί αριθµοί που χαρακτηρίζουν τις ιδιοστροφορµές ~s1,2 ειναι s1 = s2 = 1/2 .



Ασκήσεις Κβαντικής Μηχανικής ΙΙ (7η Σειρά)

Τµήµα: Α. Λαχανά

Είναι γνωστό ότι για κίνηση σωµατιδίου µάζας mmm και ϕορτίου e > 0e > 0e > 0 στο επίπεδο x, yx, yx, y, υπό την επίδραση

σταθερού µαγνητικού πεδίου κάθετου στο επίπεδο κίνησης, ~B = ẑ B~B = ẑ B~B = ẑ B, η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος

µπορεί να τεθεί σε µορφή Χαµιλτωνιανής που µοιάζει µε αυτήν του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή

Ĥ =
1

2m
( π̂2

x + π̂2
y ) = ~ωB ( â† â+

1

2
)Ĥ =

1

2m
( π̂2

x + π̂2
y ) = ~ωB ( â† â+

1

2
)Ĥ =

1

2m
( π̂2

x + π̂2
y ) = ~ωB ( â† â+

1

2
)

όπου ωB = eB/mcωB = eB/mcωB = eB/mc η κλασική συχνότητα του ¨κυκλότρου¨, και â̂âa , â†â†â† τελεστές ¨καταστροφής¨ και

¨δηµιουργίας¨ µε τον â̂âa να δίνεται από την σχέση

â =

√

c

2B ~ e
( π̂x + i π̂y )â =

√

c

2B ~ e
( π̂x + i π̂y )â =

√

c

2B ~ e
( π̂x + i π̂y )

Οι π̂iπ̂iπ̂i , για i = x, yi = x, yi = x, y , είναι οι ¨µηχανικές¨ ορµές, που κλασικά ορίζονται ως η µάζα επί την ταχύτητα, και

οι οποίες στην ϐαθµίδα όπου το ανυσµατικό δυναµικό είναι ~A = 1

2
~B × ~x~A = 1

2
~B × ~x~A = 1

2
~B × ~x εκφράζονται συναρτήσει των

¨κανονικών¨ ορµών p̂îpîpi ως

π̂x = p̂x +
eB

2 c
ŷ , π̂y = p̂y −

eB

2 c
x̂π̂x = p̂x +

eB

2 c
ŷ , π̂y = p̂y −

eB

2 c
x̂π̂x = p̂x +

eB

2 c
ŷ , π̂y = p̂y −

eB

2 c
x̂

Με ϐάση αυτά απαντήστε στα πιο κάτω ερωτήµατα :

1) Να γράψετε την Χαµιλτωνιανή αναλυτικά συναρτήσει των ϑέσεων και των κανονικών ορµών και να δείξετε

ότι έχει την µορφή δύο ανεξάρτητων γραµµικών αρµονικών ταλαντωτών στις κατευθύνσεις xxx και yyy , µε ένα

προσθετο όρο αλληλεπίδρασης ο οποιος έχει την µορφή Ϲεύξης του µαγνητικού πεδίου µε την µαγνητική

ϱοπή του σωµατιδίου ! Αν η στροφορµή του συστήµατος ήταν µηδενική ποιά ϑα ήταν η ϑεµελειώδης

ενέργεια και ποιά η κυµατική συνάρτηση ψ(x y)ψ(x y)ψ(x y) ;

2) Αν |x, y〉|x, y〉|x, y〉 είναι το ιδιοάνυσµα των τελεστων ϑέσης x̂̂x̂x και ŷ̂ŷy, µε ιδιοτιµές xxx και yyy, αντίστοιχα να δειχθεί

ότι η σχέση â |0〉 = 0â |0〉 = 0â |0〉 = 0 για την κατάσταση του κενού, η οποία συνεπάγεται 〈x, y| â |0〉 = 0〈x, y| â |0〉 = 0〈x, y| â |0〉 = 0, οδηγεί στην

εξίσωση

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y
+

eB

2 ~ c
(x+ i y)

)

ψ(x, y) = 0

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y
+

eB

2 ~ c
(x+ i y)

)

ψ(x, y) = 0

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y
+

eB

2 ~ c
(x+ i y)

)

ψ(x, y) = 0 (1)

από την οποία µπορούν να προσδιορισθούν όλες οι κυµατικές συναρτήσεις ψ(x, y)ψ(x, y)ψ(x, y) της ϑεµελειώδους ε-

νέργειας του συστήµατος E0 = ~ωB/2E0 = ~ωB/2E0 = ~ωB/2 .

3) Χρησιµοποιώντας ως ανεξάρτητες µεταβλητές τους µιγαδικούς z = x+ i yz = x+ i yz = x+ i y και z̄ = x− i yz̄ = x− i yz̄ = x− i y και εκφρά-

Ϲοντας τις παραγωγίσεις ως προς x, yx, yx, y σε παραγωγίσεις ως προς z, z̄z, z̄z, z̄ να δειχθεί ότι η εξ. (1) τίθεται στην

απλή µορφή

(

∂

∂z̄
+

eB

4 ~ c
z

)

ψ(z, z̄) = 0

(

∂

∂z̄
+

eB

4 ~ c
z

)

ψ(z, z̄) = 0

(

∂

∂z̄
+

eB

4 ~ c
z

)

ψ(z, z̄) = 0 (2)

( Αποδείξτε πρώτα αναλυτικά ότι ∂
∂x

= ∂
∂z

+ ∂
∂z̄

∂
∂x

= ∂
∂z

+ ∂
∂z̄

∂
∂x

= ∂
∂z

+ ∂
∂z̄

και ∂
∂y

= i ( ∂
∂z

− ∂
∂z̄

)∂
∂y

= i ( ∂
∂z

− ∂
∂z̄

)∂
∂y

= i ( ∂
∂z

− ∂
∂z̄

) ! )

4) Με ολοκλήρωση ως προς την µεταβλητή z̄ = x− i yz̄ = x− i yz̄ = x− i y να δειχθεί ότι η εξ. (2) οδηγεί πολύ εύκολα στην

γενική λύση (3) , µε f(z)f(z)f(z) αυθαίρετη συνάρτηση της z = x+ i yz = x+ i yz = x+ i y, και την σταθερά λλλ ίση µε eB
2 c ~
eB
2 c ~
eB
2 c ~

ψ(z, z̄) = f(z) e− λ

2
|z|2ψ(z, z̄) = f(z) e− λ

2
|z|2ψ(z, z̄) = f(z) e− λ

2
|z|2 (3)



5) Η εξ. (3) οδηγεί στις πιο κάτω ανεξάρτητες λύσεις µε την επιλογή f(z) = (σταθ) znf(z) = (σταθ) znf(z) = (σταθ) zn

ψn(z, z̄) = N zn e− λ

2
|z|2ψn(z, z̄) = N zn e− λ

2
|z|2ψn(z, z̄) = N zn e− λ

2
|z|2 (4)

η οποία σε πολικές συντεταγµένες x = ρ cosφx = ρ cosφx = ρ cosφ, y = ρ sinφy = ρ sinφy = ρ sinφ, η το ίδιο z = ρ ei φz = ρ ei φz = ρ ei φ, παίρνουν την µορφή

ψn(z, z̄) = N ρn e− λ

2
ρ2

ei n φψn(z, z̄) = N ρn e− λ

2
ρ2

ei n φψn(z, z̄) = N ρn e− λ

2
ρ2

ei n φ (5)

Να δείξετε ότι αυτή η µορφή της κυµατικής συνάρτησης απαιτεί όπως n =n =n = ακέραιος. Να δειχθεί επίσης ότι

αυτές είναι ιδιοσυναρτήσεις της z-συνιστώσας της τροχιακής στροφορµής, L̂z ≡ x̂ p̂y − ŷ p̂xL̂z ≡ x̂ p̂y − ŷ p̂xL̂z ≡ x̂ p̂y − ŷ p̂x µε ιδιοτιµή

~n~n~n. Να δειχθεί ότι οι κυµατοσυναρτήσεις (5) είναι κανονικοποιήσιµες µόνον όταν n ≥ 0n ≥ 0n ≥ 0 και να προσδιορι-

σθεί η σταθερά κανονικοποίησης NNN . ( ∆ίνεται ότι
∫∞

0
x2n+1 exp(−a x2) dx = n!

2 an+1 για ακέραιο n ≥ 0 )

6) Να δειχθεί ότι η µέση τιµή
〈

ρ2
〉〈

ρ2
〉〈

ρ2
〉

είναι

〈

ρ2
〉

=
2~

mωB

(n+ 1)
〈

ρ2
〉

=
2~

mωB

(n+ 1)
〈

ρ2
〉

=
2~

mωB

(n+ 1) (6)

Αν K̂z ≡ x̂ π̂y − ŷ π̂xK̂z ≡ x̂ π̂y − ŷ π̂xK̂z ≡ x̂ π̂y − ŷ π̂x, που ονοµάζεται και ¨κινητική¨ τροχιακή στροφορµή, να ϐρεθεί η σχέση του µε την

L̂zL̂zL̂z και από αυτή µε χρήση του αποτελέσµατος (6) να ϐρεθεί ότι

〈

K̂z

〉

= − ~

〈

K̂z

〉

= − ~

〈

K̂z

〉

= − ~ (7)

Ποιά ειναι η ϕυσική σηµασία του K̂zK̂zK̂z και του αποτελέσµατος (7) ;

7) Οι ιδιοσυναρτήσεις (5) έχουν τροχιακή στροφορµή στον z-άξονα ίση µε ~n~n~n , µε n ακέραιο ϑετικό η

µηδέν, και είναι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας µε ιδιοτιµή E0 = ~ωB/2E0 = ~ωB/2E0 = ~ωB/2 . Αρα το σύστηµα ακόµα και στην

ϑεµελειώδη του κατάσταση παρουσιάζει εκφυλισµό. Για κάθε κατάσταση να ϐρεθούν οι ιδισυναρτήσεις µε

την αµέσως µεγαλύτερη ενέργεια E1 = 3 ~ωB/2E1 = 3 ~ωB/2E1 = 3 ~ωB/2 ενεργώντας στην κατάσταση του κενού |0〉|0〉|0〉 µε τον τελεστή

της δηµιουργίας â†â†â†. Ποιές τιµές της στροφορµής L̂zL̂zL̂z είναι τώρα αποδεκτές ;

8) Να γραφεί η ακτίνα περιστροφής του κλασικού προβλήµατος και να γραφεί συναρτήσει της τροχιακής

στροφορµής. Πως συγκρίνεται αυτή µε την πιό πιθανή απόσταση από την αρχή των αξόνων στις καταστά-

σεις µε στροφορµή L̂z = ~nL̂z = ~nL̂z = ~n ;

9) Ποιά ϑα ήταν η µορφή της Χαµιλτωνιανής στην περίπτωση που είχε χρησιµοποιηθεί η ϐαθµίδα

~A = ŷ B x~A = ŷ B x~A = ŷ B x για την περιγραφή του µαγνητικού πεδίου ; ( ŷ̂ŷy είναι το µοναδιαίο κατά τον άξονα των y ).

Ποιές οι κυµατικές συναρτήσεις που αντιστοιχούν στην ϑεµελειώδη ενέργεια ;



Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Ασκήσεις προς Λύση) 

Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημειώματα 



Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Ασκήσεις προς Λύση) 

Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1   

H έκδοση 1.0 είναι διαθέσιμη εδώ.  

 

http://users.uoa.gr/~alahanas/index7.html


Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Ασκήσεις προς Λύση) 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών. Αθανάσιος 
Λαχανάς. «Κβαντική Μηχανική ΙΙ. Ενότητα 8: Ερωτήσεις και Ασκήσεις». 
Έκδοση: 1.1. Αθήνα 2016. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
http://opencourses.uoa.gr/courses/PHYS9/. 

 



Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Ασκήσεις προς Λύση) 

Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά Δημιουργού-Μη Εμπορική Χρήση- Όχι παράγωγα έργα  4.0 [1] ή 
μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. 
φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».                      

 
[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/  
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 



Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Ασκήσεις προς Λύση) 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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