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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Οι εξισώσεις κίνησης και τα δυναµικά

∆υναµικά και Λαγκρανζιανή του συστήµατος

Σωµατίδιο µε µάζα mmm και ϕορτίο eee εντός Η/Μ πεδίου υφίσταται δύναµη

- Σύστηµα µονάδων Gauss

~F Lorentz = m
d~u

d t
= e ~E +

e

c
~u ×~B~F Lorentz = m

d~u

d t
= e ~E +

e

c
~u ×~B~F Lorentz = m

d~u

d t
= e ~E +

e

c
~u ×~B

Λαγκρανζιανή από την οποία προέρχεται αυτή είναι - ( σύστηµα µονάδων Gauss )

L =
m~u 2

2
− e Φ +

e

c
~u · ~AL =

m~u 2

2
− e Φ +

e

c
~u · ~AL =

m~u 2

2
− e Φ +

e

c
~u · ~A

Η Λαγκρανζιανή εκφράζεται µε το ϐαθµωτό ΦΦΦ και το ανυσµατικό ~A~A~A δυναµικό

~B = ~∇× ~A , ~E = − ~∇Φ−
1

c

∂ ~A

∂ t

~B = ~∇× ~A , ~E = − ~∇Φ−
1

c

∂ ~A

∂ t
~B = ~∇× ~A , ~E = − ~∇Φ−

1

c

∂ ~A

∂ t

που ικανοποιούν τις δύο ( από τις τέσσερεις ) εξισώσεις Maxwell

~∇ ·~B = 0 , ~∇×~E +
1

c

∂~B

∂ t
= 0 ( Faraday )~∇ ·~B = 0 , ~∇×~E +

1

c

∂~B

∂ t
= 0 ( Faraday )~∇ ·~B = 0 , ~∇×~E +

1

c

∂~B

∂ t
= 0 ( Faraday )
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Οι εξισώσεις κίνησης και τα δυναµικά

Μετασχηµατισµοί βαθµίδας, Χαµιλτωνιανή του συστήµατος

Τα δυναµικά δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένα !

~A ′ = ~A + ~∇Λ , Φ ′ = Φ −
1

c

∂ Λ

∂ t

~A ′ = ~A + ~∇Λ , Φ ′ = Φ −
1

c

∂ Λ

∂ t
~A ′ = ~A + ~∇Λ , Φ ′ = Φ −

1

c

∂ Λ

∂ t

Mετασχηµατισµoι βαθµιδας (gauge)Mετασχηµατισµoι βαθµιδας (gauge)Mετασχηµατισµoι βαθµιδας (gauge)

I Η κλασική Χαµιλτωνιανή του συστήµατος είναι

H =
1

2 m

(
~p −

e

c

~A

) 2

+ e ΦH =
1

2 m

(
~p −

e

c

~A

) 2

+ e ΦH =
1

2 m

(
~p −

e

c

~A

) 2

+ e Φ

I Η κανονική ορµή ~p~p~p συνδέεται µε την µηχανική ορµή ~π = m~u~π = m~u~π = m~u µέσω της

~π = ~p −
e

c

~A~π = ~p −
e

c

~A~π = ~p −
e

c

~A

I Η Κβαντική Χαµιλτωνιανή προέρχεται από την HHH µε την αντικατάσταση

x , y , z =⇒ x̂ , ŷ , ẑ px , py , pz =⇒ p̂x , p̂y , p̂zx , y , z =⇒ x̂ , ŷ , ẑ px , py , pz =⇒ p̂x , p̂y , p̂zx , y , z =⇒ x̂ , ŷ , ẑ px , py , pz =⇒ p̂x , p̂y , p̂z
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x , y , z =⇒ x̂ , ŷ , ẑ px , py , pz =⇒ p̂x , p̂y , p̂zx , y , z =⇒ x̂ , ŷ , ẑ px , py , pz =⇒ p̂x , p̂y , p̂zx , y , z =⇒ x̂ , ŷ , ẑ px , py , pz =⇒ p̂x , p̂y , p̂z
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Οι εξισώσεις κίνησης και τα δυναµικά

Η Κβαντική Χαµιλτωνιανή

Ĥ =
1

2 m

(
p̂−

e

c
Â

) 2

+ e Φ̂Ĥ =
1

2 m

(
p̂−

e

c
Â

) 2

+ e Φ̂Ĥ =
1

2 m

(
p̂−

e

c
Â

) 2

+ e Φ̂

I p̂̂p̂p οι συνιστώσες του τελεστή της ορµής

p̂ = (p̂ x , p̂ y , p̂ z)p̂ = (p̂ x , p̂ y , p̂ z)p̂ = (p̂ x , p̂ y , p̂ z)

I Â̂ÂA οι συνιστώσες του τελεστή του ανυσµατικού πεδίου

Â = (Â x , Â y , Â z)Â = (Â x , Â y , Â z)Â = (Â x , Â y , Â z)

Προκύπτουν από τις συνιστωσες A x ,A y ,A z όταν οι ϑέσεις x, y, z γίνουν τελεστές.

I Φ̂̂Φ̂Φ ο τελεστής του ϐαθµωτού πεδίου

Φ̂ = Φ( x̂, ŷ, ẑ )Φ̂ = Φ( x̂, ŷ, ẑ )Φ̂ = Φ( x̂, ŷ, ẑ )
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Â

) 2

+ e Φ̂Ĥ =
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Κίνηση σε σταθερό µαγνητικό πεδίο

Κίνηση σε επίπεδο - Ενας ασυνήθιστος ταλαντωτής !
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Κίνηση σε σταθερό µαγνητικό πεδίο
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Κίνηση σε σταθερό µαγνητικό πεδίο
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Κίνηση σε σταθερό µαγνητικό πεδίο

��� Για σταθερό µαγνητικό πεδίο µια επιλογή του ανυσµατικού δυναµικού είναι

~A =
1

2
(~B × ~x ) =⇒ oταν ~B = ẑ B , ~A = ( −

y B

2
,

x B

2
, 0 )~A =

1

2
(~B × ~x ) =⇒ oταν ~B = ẑ B , ~A = ( −

y B

2
,

x B

2
, 0 )~A =

1

2
(~B × ~x ) =⇒ oταν ~B = ẑ B , ~A = ( −

y B

2
,

x B

2
, 0 )

��� Σε αυτήν την ϐαθµίδα
~∇ · ~A = 0~∇ · ~A = 0~∇ · ~A = 0

��� Με την παρουσία µονο του ~B~B~B το ϐαθµωτό δυναµικό µπορει να επιλεγεί µηδέν.
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ŷ
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Κίνηση σε Ηλεκτροµαγνητικό Πεδίο

Κίνηση σε σταθερό µαγνητικό πεδίο

Ĥ =
1

2 m

(
π̂ x

2 + π̂ 2

y

)
Ĥ =

1

2 m

(
π̂ x

2 + π̂ 2

y

)
Ĥ =

1

2 m

(
π̂ x

2 + π̂ 2

y

)

I π̂ x = m u x , π̂ y = m u yπ̂ x = m u x , π̂ y = m u yπ̂ x = m u x , π̂ y = m u y οι µηχανικές ορµές στις κατευθύνσεις x, y

π̂ x = p̂ x +
e B

2 c
ŷ , π̂ y = p̂ y − e B

2 c
x̂π̂ x = p̂ x +

e B

2 c
ŷ , π̂ y = p̂ y − e B

2 c
x̂π̂ x = p̂ x +

e B

2 c
ŷ , π̂ y = p̂ y − e B

2 c
x̂

I ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσεις

[ π̂ y , π̂ x ] = − ι

(
e B ~

c

)
[ π̂ y , π̂ x ] = − ι

(
e B ~

c

)
[ π̂ y , π̂ x ] = − ι

(
e B ~

c

)
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Κίνηση σε σταθερό µαγνητικό πεδίο

Οι αυτοσυζυγείς τελεστές P̂ , Q̂P̂ , Q̂P̂ , Q̂ που ορίζονται ως

π̂ y =

√
e B ~

c
P̂ , π̂ x =

√
e B ~

c
Q̂π̂ y =

√
e B ~

c
P̂ , π̂ x =

√
e B ~

c
Q̂π̂ y =

√
e B ~

c
P̂ , π̂ x =

√
e B ~

c
Q̂

ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης [ P̂ , Q̂ ] = − ι[ P̂ , Q̂ ] = − ι[ P̂ , Q̂ ] = − ι

Η Χαµιλτωνιανή είναι

Ĥ =
~ω B

2
( P̂

2 + Q̂
2 ) oπoυ ω B =

e B

m c
cyclotron frequency !Ĥ =

~ω B

2
( P̂

2 + Q̂
2 ) oπoυ ω B =

e B

m c
cyclotron frequency !Ĥ =

~ω B

2
( P̂

2 + Q̂
2 ) oπoυ ω B =

e B

m c
cyclotron frequency !

Το ενεργειακό ϕάσµα είναι εποµένως

E n = ~ω B

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · ( ”σταθµες Landau” )E n = ~ω B

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · ( ”σταθµες Landau” )E n = ~ω B

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · ( ”σταθµες Landau” )
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημειώματα 



Κίνηση σε Ηλεκτρομαγνητικό Πεδίο 

Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1   

H έκδοση 1.0 είναι διαθέσιμη εδώ.  

http://users.uoa.gr/~alahanas/index7.html


Κίνηση σε Ηλεκτρομαγνητικό Πεδίο 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών. Αθανάσιος 
Λαχανάς. «Κβαντική Μηχανική ΙΙ. Ενότητα 3: Κίνηση σε Ηλεκτρομαγνητικό 
Πεδίο». Έκδοση: 0.1. Αθήνα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
http://opencourses.uoa.gr/courses/PHYS9/. 

 



Κίνηση σε Ηλεκτρομαγνητικό Πεδίο 

Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/  
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 



Κίνηση σε Ηλεκτρομαγνητικό Πεδίο 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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