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â
† − â
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â
† − â
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â + â â
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† ] = 1



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 4/ 27

Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας

Κβαντικός Ταλαντωτής

� Κβαντικό σύστηµα µε Χαµιλτωνιανή
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ε 0

2
( â
†
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Ĥ = ε 0

(
â
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âN̂ ≡ â
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â , ¨τελεστής αρίθµησης¨ ( number operator )

� Ιδοκαταστάσεις / Ιδιοτιµές του N̂̂N̂N

N̂ | ν 〉 = ν | ν 〉N̂ | ν 〉 = ν | ν 〉N̂ | ν 〉 = ν | ν 〉

Οι ιδιοκαταστάσεις του N̂̂N̂N είναι ιδιοκαταστάσεις του Ĥ̂ĤH
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µικρότερη εκτός ϐέβαια αν το αποτέλεσµα της δράσης δίνει το µηδενικό άνυσµα !
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â
† σε ιδιοκατάσταση του N̂̂N̂N παράγει ιδιοκατάσταση µε ιδιοτιµή κατά µία µονάδα

µεγαλύτερη !



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 6/ 27

Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας

Αλγεβρα των â , â
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I Αφού η δράση του â̂âa σε ιδιοκατάσταση του N̂̂N̂N παράγει ιδιοκατάσταση µε

ιδιοτιµή κατά µία µονάδα µικρότερη και οι ιδιοτιµές του N̂̂N̂N είναι πάντα ϑετικές, ϑα

πρέπει η διαδοχική δράση του â̂âa κάποτε να τερµατισθεί µε την έννοια ότι µετά

από κάποιον αριθµό δράσεων ϑα δώσει µηδέν. Αν δεν γίνει αυτό και συνεχώς

παράγονται ανύσµατα µε µη µηδενική νόρµα ( = µη-µηδενικά ) τότε µετά από

έναν αριθµό δράσεων του â̂âa υποχρεωτικά ϑα παραχθεί ιδιοάνυσµα του N̂̂N̂N µε

αρνητική ιδιοτιµή που δεν µπορεί να συµβεί !

I Αρα ϑα πρέπει να υπάρχει µια µη-µηδενική κατάσταση, η ονοµαζοµένη και

κατάσταση του κενού επειδή έχει την µικρότερη ενέργεια όπως ϑα δειχθεί, που

η δράση του τελεστή â̂âa επάνω σε αυτή δίνει µηδέν.

Στην εποµένη διαφάνεια αποτυπώνεται η συλλογιστική που οδηγεί στο συµπέρασµα

αυτό =⇒=⇒=⇒
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n 0+1 | ν 〉 = 0 !â
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â
n 0+1 | ν 〉 = 0 !â
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2 | ν 〉 ν − 2ν − 2ν − 2

· · · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · · · ·

⇓⇓⇓ â̂âa
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n 0 | ν 〉|Ω 〉 = â
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n 0 | ν 〉â
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â | ν 〉â | ν 〉â | ν 〉 ν − 1ν − 1ν − 1

⇓⇓⇓ â̂âa
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n 0+1 | ν 〉 = 0 !â
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2
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2
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2
|Ω 〉
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ε 0 ( n + 1

2
)ε 0 ( n + 1

2
)ε 0 ( n + 1

2
) όπου n = 0, 1, 2, · · ·n = 0, 1, 2, · · ·n = 0, 1, 2, · · ·

N̂ | n 〉 = n | n 〉 , Ĥ | n 〉 = ε 0 ( n +
1

2
) | n 〉N̂ | n 〉 = n | n 〉 , Ĥ | n 〉 = ε 0 ( n +

1

2
) | n 〉N̂ | n 〉 = n | n 〉 , Ĥ | n 〉 = ε 0 ( n +
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2
) | n 〉

XXX Την κανονικοποιηµένη στην µονάδα κατάσταση του κενού ϑα συµβολίζουµε µε | 0 〉| 0 〉| 0 〉 αντι

του |Ω 〉|Ω 〉|Ω 〉
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â
†

â
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† 2 |Ω 〉â
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â
† 3 |Ω 〉â
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â
† n |Ω 〉â
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† n |Ω 〉 nnn ε 0 ( n + 1

2
)ε 0 ( n + 1

2
)ε 0 ( n + 1

2
)



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 10/ 27

Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας

⇑⇑⇑ â
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â
† |Ω 〉â
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â
†

â
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â
† 3 |Ω 〉â
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â
†

â
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†

â
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†

â
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† 3 |Ω 〉 333 7 ε 0/ 27 ε 0/ 27 ε 0/ 2

· · · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · · · ·

⇑⇑⇑ â
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â
†

â
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† n |Ω 〉â
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â
†

â
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â
† 3 |Ω 〉â
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â
† n |Ω 〉â
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��� Κανονικοποιηµένες στην µονάδα ιδιοκαταστάσεις του N̂̂N̂N και της Ĥ̂ĤH :

| n 〉 =
â
† n

√
n !
| 0 〉| n 〉 =

â
† n

√
n !
| 0 〉| n 〉 =

â
† n

√
n !
| 0 〉

��� ∆ράση των â, â †â, â †â, â † :

â
† | n 〉 =

√
n + 1 | n + 1 〉 , â | n 〉 =

√
n | n− 1 〉â

† | n 〉 =
√

n + 1 | n + 1 〉 , â | n 〉 =
√

n | n− 1 〉â
† | n 〉 =

√
n + 1 | n + 1 〉 , â | n 〉 =

√
n | n− 1 〉

| n + 1 〉| n + 1 〉| n + 1 〉

â̂âa ⇑⇑⇑
⇓⇓⇓ â

†
â
†

â
†

| n 〉| n 〉| n 〉
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† | n 〉 =
√

n + 1 | n + 1 〉 , â | n 〉 =
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Κβαντικός αριθµός Κατάσταση Ενέργεια

000 | 0 〉| 0 〉| 0 〉 ε 0/ 2ε 0/ 2ε 0/ 2

111 | 1 〉| 1 〉| 1 〉 3 ε 0/ 23 ε 0/ 23 ε 0/ 2

222 | 2 〉| 2 〉| 2 〉 5 ε 0/ 25 ε 0/ 25 ε 0/ 2

333 | 3 〉| 3 〉| 3 〉 7 ε 0/ 27 ε 0/ 27 ε 0/ 2

· · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · ·

nnn | n 〉| n 〉| n 〉 ε 0 ( n +
1

2
)ε 0 ( n +

1

2
)ε 0 ( n +

1

2
)

En = ε 0

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·En = ε 0

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·En = ε 0

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·
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Κίνηση σε δυναµικό V(x) = k x
2/ 2V(x) = k x
2/ 2V(x) = k x
2/ 2

Η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος
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2 m
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2
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mω 2

2
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2
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p̂
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+
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2
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2
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2 m
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2
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2
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2

µπορει να γραφεί ως
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~ω
2

( P̂
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2 )Ĥ =
~ω
2

( P̂
2 + Q̂

2 )Ĥ =
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2
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2 )
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p̂ x√
~mω
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√
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~
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√
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√
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(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·En = ~ω

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 14/ 27

Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας

Η ϑέση και η ορµή συναρτήσει των τελεστών καταστροφής και δηµιουργίας :
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√
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2 mω
( â
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√
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√
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p̂ x = i

√
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Συνοχικές Καταστάσεις του αρµονικού ταλαντωτή

Συνοχικές Καταστάσεις ( Coherent States - Roy J. Glauber )

I Οι µέσες τιµές της ϑέσης και της ορµής του γραµµικού ταλαντωτή στις καταστάσεις

καθορισµένης ενέργειας είναι µηδενικές κάθε χρονική στιγµή και εποµένως δεν έχουν τα

χαρακτηριστικά της κλασσικής εξίσωσης κίνησης.

I Υπάρχουν καταστάσεις που είναι γραµµικοί συνδυασµοί ( υπερθέσεις ) καταστάσεων

συγκεκριµένης ενέργειας για τις οποίες οι µέσες της ϑέσης και της ορµής προσοµοιάζουν

µε αυτές του κλασσικού γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή. Αυτές οι καταστάσεις

ονοµάζονται συνοχικές ( coherent ) - η αλλοιώς σύµφωνες σύµφωνα µε την Ελληνική

ϐιβλιογραφία ο όρος όµως αυτός υπολείπεται από το να αποδίδει τις πραγµατικές ιδιότητες

των καταστάσεων αυτών.

I Οι καταστάσεις αυτές υιοθετήθηκαν πριν από περίπου πέντε δεκαετίες από τον R. J.
Glauber για την περιγραφή κβαντικών καταστάσεων πολλών ϕωτονίων στην κβαντική οπτική

που παρουσιάζουν συνοχική συµπεριφορά γνωστή ως optical coherence . Ο Glauber

ϐραβεύθηκε µε το ϐραβείο Nobel το 2005

Συνοχικές καταστάσεις ως λύσεις της εξίσωσης Schrödinger του αρµονικού ταλαντωτή που έχουν την µορφή

κυµατοµορφών Gauss εισήχθησαν για πρώτη ϕορά το 1926 από τον ίδιο τον Schrödinger ως απάντηση στον Lorentz που

διατύπωσε ερώτηµα κατά πόσον υπάρχουν κυµατικές συναρτήσεις των οποίων τα χαρακτηριστικά της κίνησης τους είναι

αυτά του κλασσικού ταλαντωτή, ( E. Schrödinger, Naturwiss 14, 664 (1926) ).
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I οι συνοχικές καταστάσεις |λ 〉|λ 〉|λ 〉 είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή της καταστροφής â̂âa

â |λ 〉 = λ |λ 〉â |λ 〉 = λ |λ 〉â |λ 〉 = λ |λ 〉

όπου η ιδιοτιµή λλλ είναι ένας οιοσδήποτε µιγαδικός αριθµός !

I Οι κανονικοποιηµένες στην µονάδα ιδιοκαταστάσεις |λ 〉|λ 〉|λ 〉 είναι της µορφής

|λ 〉 = e
− |λ|2 / 2

∑
n

λ n

√
n !
| n 〉|λ 〉 = e

− |λ|2 / 2
∑

n

λ n

√
n !
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√
n !
| n 〉

η διαφέρουν από αυτή κατά µια πολλαπλασιαστική ϕάση ( Ασκηση ! ).

I Οι καταστάσεις |λ 〉|λ 〉|λ 〉 µπορούν να γραφούν και στην µορφή

|λ 〉 = c e
λ â

†
| 0 〉|λ 〉 = c e

λ â
†
| 0 〉|λ 〉 = c e

λ â
†
| 0 〉

όπου η σταθερά ccc είναι c = exp (− |λ|2 / 2)c = exp (− |λ|2 / 2)c = exp (− |λ|2 / 2) . ( Ασκηση !)

I Αν δεδοµένη χρονική στιγµη, έστω t = 0t = 0t = 0 , το σύστηµα ϐρίσκεται σε µια συνοχική

κατάσταση |λ 〉|λ 〉|λ 〉 τότε κάθε στιγµή το σύστηµα ϐρίσκεται σε µια συνοχική κατάσταση αλλά

µε διαφορετική τιµή της ιδιοτιµής λλλ . Για τις συνοχικές καταστάσεις η χρονική εξάρτηση των

µέσων τιµών της ϑέσης και της ορµής είναι όπως αυτές του κλασσικού ταλαντωτή !

〈x〉 = A 0 cos (ω t − θ) , 〈p x〉 = −A 0 mω sin (ω t − θ)〈x〉 = A 0 cos (ω t − θ) , 〈p x〉 = −A 0 mω sin (ω t − θ)〈x〉 = A 0 cos (ω t − θ) , 〈p x〉 = −A 0 mω sin (ω t − θ)

όπου η γωνία θθθ είναι το όρισµα της µιγαδικής ιδιοτιµής λλλ και το πλάτος A 0A 0A 0 είναι

A 0 = 2 |λ|
√

~
2 mω

A 0 = 2 |λ|
√

~
2 mω

A 0 = 2 |λ|
√

~
2 mω
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I Η διασπορά στην ϑέση και την ορµή σε συνοχική κατάσταση είναι χρονικά σταθερές και έχουν τις ακόλουθες

εκφράσεις

( Ασκηση !)
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I Από τα ∆ x∆ x∆ x και ∆ p x∆ p x∆ p x προκύπτει ότι το γινόµενο των αβεβαιοτήτων ϑέσης- ορµής είναι το ελάχιστο δυνατό

∆ x ∆ p x =
~
2

∆ x ∆ p x =
~
2

∆ x ∆ p x =
~
2

εποµένως η ( κανονικοποιηµένη στην µονάδα ) κυµατική συνάρτηση έχει υποχρεωτικά την Γκαουσιανή µορφή
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Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των µέσων τιµών της θέσης και της ορµής και της διασποράς της θέσης, που έχουν
ήδη βρεθεί, στην πιο πάνω κυµατική συνάρτηση παίρνουµε την κυµατική συνάρτηση µιας συνοχικής κατάστασης. Θα
πρέπει να παρατηρηθεί ότι το κέντρο αυτής της Γκαουσιανής µεταβάλλεται ( ταλαντεύεται ) µε τον χρόνο ακριβώς
όπως η µέση τιµή της θέσης ! Η χρονική εξέλιξη της πυκνότητας πιθανότητας για κάποιες τιµές των παραµέτρων
δίνεται στην γραφική απεικόνιση της εποµένης διαφάνειας

=⇒=⇒=⇒

Η πρώτη εικόνα είναι η πυκνότητα πιθανότητας της ϑέσης, για επιλεγµένες τιµές των παραµέτρων του προβλήµατος.

Η δεύτερη δείχνει πως µεταβάλλεται µε τον χρόνο η πυκνότητα πιθανότητας της ϑέσης ( άξονας - x ) αλλά και αυτή της

ορµής ( άξονας - p )
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Συνοχικές Καταστάσεις ( Coherent States )
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Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

Ιδιοτιµές - ιδιοσυναρτήσεις της Schrödinger - Γενικά

I Η εύρεση των ιδιοτιµών και των ιδιοσυναρτήσεων της ενέργειας από την διαφορική
εξίσωση Schrödinger σε δυναµικά που δεν είναι σταθερά δεν είναι εν γένει εύκολη και
στις περισσότερες περιπτώσεις ενδέχεται να µην υπάρχουν καν αναλυτικές λύσεις !

I Στην εξίσωση Schrödinger η ενέργεια υπεισέρχεται ως µία παράµετρος και παρ όλο που
η εξίσωση ως δευτεροβάθµια διαφορική εξίσωση έχει δύο ανεξάρτητες λύσεις οι
συνοριακές συνθήκες δεν ικανοποιούνται παρά µόνο αν η παράµετρος αυτή λάβει
ιδιαίτερες τιµές.

I Γενικά οι συνοριακές συνθήκες που συνοδεύουν ένα πρόβληµα ιδιοτιµών, όπως για
παράδειγµα η απαίτηση να έχουµε δέσµια κατάσταση, θέτουν περιορισµούς στις
δυνατές τιµές των ιδιοτιµών για τις οποίες ικανοποιείται το πρόβληµα.

I Για παράδειγµα αυτός είναι ο λόγος που δεν είναι αποδεκτές όλες οι τιµές της
ενέργειας σε ένα πρόβληµα δέσµιων καταστάσεων και οι καταστάσεις εµφανίζονται µε
κβαντισµένες ενέργειες ! Μάλιστα σε κάποιες περιπτώσεις δεν υπάρχουν καν λύσεις
µε τις συνοριακές συνθήκες που θέτει το πρόβληµα !
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Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

Η εξίσωση Schrödinger του αρµονικού ταλαντωτή
� Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger του µονοδιάστατου ταλαντωτή είναι
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Με αλλαγή της µεταβλητής x = λξ , όπου λ = (~/mω)1/2
και ξ αδιάστατη, και συµβολίζοντας

µε Φ(ξ) ≡ Ψ(λξ) αυτή γίνεται
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� Για µεγάλα ξ αυτή έχει ως ασυµπτωτικές λύσεις Φ ' exp (±ξ2/2). Για δέσµιες καταστάσεις

οι λύσεις Ψ(x) µηδενίζονται για µεγάλα x , και εποµένως οι Φ(ξ) µηδενίζονται για µεγάλα ξ. Αρα

η λύση µε την συµπεριφορά Φ ' exp (−ξ2/2) είναι αυτή που αντιστοιχεί σε δέσµια κατάσταση !
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Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

Τα 4 βήµατα για την επίλυση :

XXX Με ϐάση την προηγούµενη παρατήρηση ορίζουµε την H(ξ) µέσω της σχέσης

Φ(ξ) ≡ e
−ξ2/2

H(ξ) .Φ(ξ) ≡ e
−ξ2/2

H(ξ) .Φ(ξ) ≡ e
−ξ2/2

H(ξ) .

XXX Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Schrödinger έχουµε

H
′′ + (−2ξ) H

′ + (ε− 1) H = 0 .H
′′ + (−2ξ) H

′ + (ε− 1) H = 0 .H
′′ + (−2ξ) H

′ + (ε− 1) H = 0 . (1)

XXX Το πλεονέκτηµα αυτής είναι ότι επιδέχεται λύσεις στην µορφή αναπτύγµατος ( µέθοδος

Frobenius - Fuchs )

H(ξ) = ξs ( a 0 + a 1ξ + a 2 ξ
2 + · · · )H(ξ) = ξs ( a 0 + a 1ξ + a 2 ξ
2 + · · · )H(ξ) = ξs ( a 0 + a 1ξ + a 2 ξ
2 + · · · )

XXX Ασυµπτωτικά για µεγάλα ξξξ η λύση H(ξ)H(ξ)H(ξ) προσεγγίζει την e
ξ2

e
ξ2

e
ξ2

µε συνέπεια η Φ(ξ)Φ(ξ)Φ(ξ) να
µην τείνει στο µηδέν όταν ξ → ±∞ξ → ±∞ξ → ±∞ . Οταν όµως η παράµετρος εεε παίρνει τιµές
ε = 1, 3, 5, ...ε = 1, 3, 5, ...ε = 1, 3, 5, ... τότε η H(ξ)H(ξ)H(ξ) είναι πολυώνυµο και εποµένως η Φ(ξ)Φ(ξ)Φ(ξ) τείνει στο µηδέν !
Αρα µόνο αυτές οι λύσεις είναι φυσικά αποδεκτές. Αυτές οι τιµές για την εεε δίνουν για
την ενέργεια E n = ~ω (n + 1

2
)E n = ~ω (n + 1

2
)E n = ~ω (n + 1

2
) !
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)E n = ~ω (n + 1

2
)E n = ~ω (n + 1

2
) !
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Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

Τα 4 βήµατα για την επίλυση :

XXX Με ϐάση την προηγούµενη παρατήρηση ορίζουµε την H(ξ) µέσω της σχέσης

Φ(ξ) ≡ e
−ξ2/2

H(ξ) .Φ(ξ) ≡ e
−ξ2/2

H(ξ) .Φ(ξ) ≡ e
−ξ2/2

H(ξ) .

XXX Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Schrödinger έχουµε

H
′′ + (−2ξ) H

′ + (ε− 1) H = 0 .H
′′ + (−2ξ) H

′ + (ε− 1) H = 0 .H
′′ + (−2ξ) H

′ + (ε− 1) H = 0 . (1)
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H(ξ) = ξs ( a 0 + a 1ξ + a 2 ξ
2 + · · · )H(ξ) = ξs ( a 0 + a 1ξ + a 2 ξ
2 + · · · )H(ξ) = ξs ( a 0 + a 1ξ + a 2 ξ
2 + · · · )

XXX Ασυµπτωτικά για µεγάλα ξξξ η λύση H(ξ)H(ξ)H(ξ) προσεγγίζει την e
ξ2

e
ξ2

e
ξ2
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Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

Η λεπτοµερής ανάλυση :
� Με αυτό το ανάπτυγµα από την εξίσωση (1) παίρνουµε

s(s − 1)s(s − 1)s(s − 1) === 0, a1 s (s + 1) = 00, a1 s (s + 1) = 00, a1 s (s + 1) = 0

a k+2a k+2a k+2 === a k

2(s + k) + 1− ε
(s + k + 1)(s + k + 2)

, k = 0, 1, 2, · · ·a k

2(s + k) + 1− ε
(s + k + 1)(s + k + 2)

, k = 0, 1, 2, · · ·a k

2(s + k) + 1− ε
(s + k + 1)(s + k + 2)

, k = 0, 1, 2, · · · .

I Από την πρώτη προκύπτει ότι s = 0 η s = 1. Για s = 1 =⇒=⇒=⇒ a1 = 0 και όλοι οι

συντελεστές a 3,5,7,··· µε περιττό δείκτη µηδενίζονται, λόγω της δεύτερης ! Για s = 0

επιλέγουµε a1 = 0 .

I Από τις δύο περιπτώσεις s = 0, 1 παίρνουµε δύο ανεξάρτητες λύσεις, µία άρτια και µία

περιττή όταν ξ → −ξ .

� Οι δύο λύσεις, για s = 0, 1 είναι

H(ξ)H(ξ)H(ξ) === ξs ( a 0 + a 2 ξ
2 + a 4 ξ

4 + · · · )ξs ( a 0 + a 2 ξ
2 + a 4 ξ

4 + · · · )ξs ( a 0 + a 2 ξ
2 + a 4 ξ

4 + · · · )

a 2n+2a 2n+2a 2n+2 === a 2n

2 (s + 2n) + 1− ε
(s + 2n + 1) (s + 2n + 2)

a 2n

2 (s + 2n) + 1− ε
(s + 2n + 1) (s + 2n + 2)

a 2n

2 (s + 2n) + 1− ε
(s + 2n + 1) (s + 2n + 2)

, n = 0, 1, 2 · · ·n = 0, 1, 2 · · ·n = 0, 1, 2 · · ·



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 24/ 27

Μονοδιάστατος Γραµµικός Αρµονικός Ταλαντωτής

Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

Η λεπτοµερής ανάλυση :
� Με αυτό το ανάπτυγµα από την εξίσωση (1) παίρνουµε

s(s − 1)s(s − 1)s(s − 1) === 0, a1 s (s + 1) = 00, a1 s (s + 1) = 00, a1 s (s + 1) = 0

a k+2a k+2a k+2 === a k

2(s + k) + 1− ε
(s + k + 1)(s + k + 2)

, k = 0, 1, 2, · · ·a k

2(s + k) + 1− ε
(s + k + 1)(s + k + 2)

, k = 0, 1, 2, · · ·a k

2(s + k) + 1− ε
(s + k + 1)(s + k + 2)

, k = 0, 1, 2, · · · .

I Από την πρώτη προκύπτει ότι s = 0 η s = 1. Για s = 1 =⇒=⇒=⇒ a1 = 0 και όλοι οι

συντελεστές a 3,5,7,··· µε περιττό δείκτη µηδενίζονται, λόγω της δεύτερης ! Για s = 0

επιλέγουµε a1 = 0 .

I Από τις δύο περιπτώσεις s = 0, 1 παίρνουµε δύο ανεξάρτητες λύσεις, µία άρτια και µία

περιττή όταν ξ → −ξ .

� Οι δύο λύσεις, για s = 0, 1 είναι

H(ξ)H(ξ)H(ξ) === ξs ( a 0 + a 2 ξ
2 + a 4 ξ

4 + · · · )ξs ( a 0 + a 2 ξ
2 + a 4 ξ

4 + · · · )ξs ( a 0 + a 2 ξ
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Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

� Για µεγάλα “n”“n”“n” έχουµε a 2n+2 ≈ a 2n/na 2n+2 ≈ a 2n/na 2n+2 ≈ a 2n/n ακριβώς όπως στους συντελεστές του

αναπτύγµατος της συνάρτησης exp ( ξ2 ). Με ϐάση αυτό, για µεγάλα ξ η συνάρτηση H(ξ)

συµπεριφέρεται ως H(ξ) ≈ exp( ξ2 ), σε ασυνέπεια µε την απαίτηση Φ(ξ)
ξ→∞−→ 0Φ(ξ)
ξ→∞−→ 0Φ(ξ)
ξ→∞−→ 0 όπως

απαιτείται για δέσµια κατάσταση. Από το επιχείρηµα εξαιρούνται µόνον οι περιπτώσεις όπου

ε = 2 (s + 2n 0) + 1ε = 2 (s + 2n 0) + 1ε = 2 (s + 2n 0) + 1

µε n 0n 0n 0 ϑετικό ακέραιο 0, 1, 2, · · ·0, 1, 2, · · ·0, 1, 2, · · ·. Τότε η H(ξ)H(ξ)H(ξ) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 2 n 0 + s2 n 0 + s2 n 0 + s , δεν αυξάνει

εκθετικά όταν το ξ γίνεται µεγάλο και Φ(ξ)
ξ→∞−→ 0Φ(ξ)
ξ→∞−→ 0Φ(ξ)
ξ→∞−→ 0 . Αρα µόνον για αυτές τις τιµές του εεε έχουµε

αποδεκτές λύσεις.

� Για κάθε n 0 = 0, 1, 2, · · · οι αποδεκτές λυσεις H(ξ), για τις δύο περιπτώσεις s = 0, 1,

προσδιορίζονται πλήρως εκτός µιάς πολλαπλασιαστικής σταθεράς “c” η οποία ϑα καθορισθεί από

την κανονικοποίηση. Οι τιµές της ενέργειας προσδιορίζονται από την σχέση ε = 2 E/~ω και είναι

E n = ~ω ( n +
1

2
) , n = 0, 1, 2, · · ·E n = ~ω ( n +

1

2
) , n = 0, 1, 2, · · ·E n = ~ω ( n +

1

2
) , n = 0, 1, 2, · · ·
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2
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Επίλυση µε την εξίσωση Schrödinger

s = 0s = 0s = 0

n 0n 0n 0 εεε Ε H(ξ)H(ξ)H(ξ)

0 1 ~ω/2~ω/2~ω/2 ccc

1 5 5 ~ω/25 ~ω/25 ~ω/2 c (1− 2ξ2)c (1− 2ξ2)c (1− 2ξ2)

2 9 9 ~ω/29 ~ω/29 ~ω/2 c (1− 4ξ2 + 4

3
ξ4)c (1− 4ξ2 + 4

3
ξ4)c (1− 4ξ2 + 4

3
ξ4)

· · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · ·

s = 1s = 1s = 1

n 0n 0n 0 εεε Ε H(ξ)H(ξ)H(ξ)

0 3 3 ~ω/23 ~ω/23 ~ω/2 c ξc ξc ξ

1 7 7 ~ω/27 ~ω/27 ~ω/2 c (ξ − 2

3
ξ3)c (ξ − 2

3
ξ3)c (ξ − 2

3
ξ3)

2 11 11 ~ω/211 ~ω/211 ~ω/2 c (ξ − 4

3
ξ3 + 4

15
ξ5)c (ξ − 4

3
ξ3 + 4

15
ξ5)c (ξ − 4

3
ξ3 + 4

15
ξ5)

· · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · ·

Στην µαθηµατική ϐιβλιογραφία οι συναρτήσεις H(ξ), µε κατάλληλη επιλογή µιας πολλαπλασιαστικής

σταθεράς, είναι γνωστές και ως πολυώνυµα του Hermite .
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Ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας

E nE nE n = ~ω
(

n +
1

2

)
~ω
(

n +
1

2

)
~ω
(

n +
1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·, n = 0, 1, 2, · · ·, n = 0, 1, 2, · · ·

Ψ n(x)Ψ n(x)Ψ n(x) = N n e
− ξ 2/ 2

H n(ξ) , oπoυoπoυoπoυ ξ ≡
√

mω

~
xN n e

− ξ 2/ 2
H n(ξ) , oπoυoπoυoπoυ ξ ≡

√
mω

~
xN n e

− ξ 2/ 2
H n(ξ) , oπoυoπoυoπoυ ξ ≡

√
mω

~
x
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημειώματα 



Μονοδιάστατος Γραμμικός Αρμονικός Ταλαντωτής 

Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1   

H έκδοση 1.0 είναι διαθέσιμη εδώ.  

http://users.uoa.gr/~alahanas/index7.html
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών. Αθανάσιος 
Λαχανάς. «Κβαντική Μηχανική ΙΙ. Ενότητα2: Μονοδιάστατος Γραμμικός 
Αρμονικός Ταλαντωτής». Έκδοση: 1.1. Αθήνα 2016. Διαθέσιμο από τη 
δικτυακή διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/PHYS9/. 
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Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά Δημιουργού-Μη Εμπορική Χρήση- Όχι παράγωγα έργα  4.0 [1] ή 
μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. 
φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».                      

 
[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/ 
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 
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Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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