
Ç Ì=Ì=1 ïõñÜ ìå ïìáäéêÝò åîõðçñåôÞóåéò ìåãÝèïõò r

- Poisson(ë) äéáäéêáóßá áößîåùí

- 1 õðçñÝôçò ðïõ åîõðçñåôåß ôáõôü÷ñïíá r ðåëÜôåò
Áí äåí õðÜñ÷ïõí r ðåëÜôåò ôüôå ðåñéìÝíåé ìÝ÷ñé íá óõìðëçñùèïýí, þóôå íá áñ÷ßóåé ôçí åîõðçñÝ-
ôçóç.

- Exp(ì) ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò

Ïñßæïõìå Q(t) íá åßíáé ï áñéèìüò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.
Ôüôå ç {Q(t); t ≥ 0} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ Áëõóßäá Óõíå÷ïýò ×ñüíïõ ìå äéáêñéôü ÷þñï êáôáóôÜóåùí,
Ýóôù S, S = {0; 1; :::}, ôï äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò ôçò ïðïßáò áðåéêïíßæåôáé óôï ó÷Þìá ðïõ áêï-
ëïõèåß.

ONMLHIJK0

ë

¾¾
ONMLHIJK1

ë

½½
ONMLHIJK2 ::: WVUTPQRSr − 1

ë
ÁÁ

WVUTPQRSr

ë

¾¾

ì

gg
WVUTPQRSr + 1

ë

¿¿

ì

gg
WVUTPQRSr + 2

ì

gg
:::

¸óôù {pn : n ∈ S} ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò {Q(t); t ≥ 0}.

1. Åîéóþóåéò Éóïññïðßáò
ëpo = ìpr
ëpn = ëpn−1 + ìpn+r; 1 ≤ n ≤ r − 1
(ë+ ì)pn = ëpn−1 + ìpn+r; n ≥ r

2. Ìåôáó÷çìáôéóìüò ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò - ÌÝèïäïò Ðéèáíïãåííçôñéþí
Ïñßæïõìå P (z) =

∑∞
n=0 pnz

n ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá ôçò {pn}.

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí n-ïóôÞ åîßóùóç éóïññïðßáò ìå zn êáé ôéò áèñïßæïõìå.
¸÷ïõìå :

ëpo +
r−1∑

n=1

ëpnzn +
∞∑
n=r

(ë+ ì)pnzn = ìpr +
∞∑

n=1

ëpn−1zn +
∞∑

n=1

ìpn+rzn ⇐⇒

⇐⇒ ë
r−1∑

n=0

pnzn + (ë+ ì)(
∞∑

n=0

pnzn −
r−1∑

n=0

pnzn) = ëz
∞∑

n=1

pn−1zn−1 + ì
∞∑

n=0

pn+rzn ⇐⇒

⇐⇒ ë
r−1∑

n=0

pnzn + (ë+ ì)
∞∑

n=0

pnzn − (ë+ ì)
r−1∑

n=0

pnzn = ëz
∞∑

k=0

pkzk +
ì
zr

∞∑

n=0

pn+rzn+r ⇐⇒

⇐⇒ (ë+ ì)
∞∑

n=0

pnzn − ì
r−1∑

n=0

pnzn = ëz
∞∑

k=0

pkzk +
ì
zr

∞∑

h=r

phzh ⇐⇒
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⇐⇒ (ë+ ì)
∞∑

n=0

pnzn − ì
r−1∑

n=0

pnzn = ëz
∞∑

k=0

pkzk +
ì
zr

(
∞∑

h=0

phzh −
r−1∑

h=0

phzh) ⇐⇒

⇐⇒ (ë+ ì)P (z)− ì
r−1∑

n=0

pnzn = ëzP (z) +
ì
zr

(
P (z)−

r−1∑

n=0

pnzn
)
⇐⇒

⇐⇒ P (z)
(
ë+ ì − ëz − ì

zr
)

= ì
r−1∑

n=0

pnzn − ì
zr

r−1∑

n=0

pnzn ⇐⇒

⇐⇒ P (z)
(
(ë+ ì)zr − ëzr+1 − ì

)
= ìzr

r−1∑

n=0

pnzn − ì
r−1∑

n=0

pnzn ⇐⇒

⇐⇒ P (z)
(
(ë+ ì)zr − ëzr+1 − ì

)
= (ìzr − ì)

r−1∑

n=0

pnzn ⇐⇒

⇐⇒ P (z) =
(ìzr − ì)

∑r−1
n=0 pnz

n

(ë+ ì)zr − ëzr+1 − ì

Äéáéñþíôáò ìå ì êáé èÝôïíôáò ñ = ë
ì ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Ñ(z) =
(zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n

(1 + ñ)zr − ñzr+1 − 1
=
N(z)
D(z)

Ãíùñßæïõìå üôé ç ðáñáðÜíù ðéèáíïãåííÞôñéá óõãêëßíåé ãéá ôéìÝò ôïõ z óôïí êëåéóôü ìïíáäéáßï äß-
óêï, üôáí äçëáäÞ |z| ≤ 1. Ðáñáôçñïýìå üôé ï âáèìüò ôïõ ðáñïíïìáóôÞD(z) = (1+ñ)zr−ñzr+1−1
åßíáé r + 1, êáé óõíåðþò èá Ý÷åé r + 1 ñßæåò, Ýóôù ôéò zo; z1; :::; zr. ¸óôù üôé Ý÷åé ìéá ñßæá óôï
åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ êáé Ýóôù ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé åßíáé ç ñßæá zo, üðïõ
|zo| < 1, ôüôå ç P (z) èá åß÷å ðüëï óôï z0, áí N(z0) 6= 0, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, åöüóïí ç ðé-
èáíïãåííÞôñéá P (z) óõãêëßíåé ∀ z ∈ {z : |z| ≤ 1}. Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ç ñßæá zo èá
ðñÝðåé íá åßíáé êáé ñßæá ôïõ áñéèìçôÞ N(z) = (zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n. Êáô' åðÝêôáóç êÜèå ñßæá ôïõ
ðáñïíïìáóôÞ D(z) = (1 + ñ)zr − ñzr+1 − 1 ðïõ âñßóêåôáé óôïí ìïíáäéáßï äßóêï, äçëáäÞ êÜèå
zi ∈ {z : |z| ≤ 1}, èá ðñÝðåé íá åßíáé êáé ñßæá ôïõ áñéèìçôÞ N(z) = (zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n. To
ðñüâëçìá áíÜãåôáé ëïéðüí óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ñéæþí ôïõ ðáñïíïìáóôÞ ðïõ âñßóêïíôáé óôïí
ìïíáäéáßï äßóêï, äçë. óôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí zi ∈ {z : |z| ≤ 1}. Ôç ëýóç óôï
ðñüâëçìá ìáò èá äþóåé ôï Èåþñçìá ôïõ Rouch�e.

Èåþñçìá 1 : ÅöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Rouch�e
¸óôù ìéá áêïëïõèßá {án}n∈No ìå án ≥ 0 ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýïõí ôá åîÞò

∞∑

n=0

án ≤ 1;
∞∑

n=0

nán <∞ êáé
∞∑

n=0

n2án <∞

¸óôù Í èåôéêüò áêÝñáéïò. ÈÝôïõìå

a(z) =
∞∑

n=0

ánzn; A(z) = zN − a(z) êáé

k = ÌÊÄ{j −N | ãéá ôïõò äåßêôåò j ðïõ áj 6= 0}
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Ôüôå :

ÓõíèÞêåò ] ñéæþí óôï {z : |z| < 1} ] ñéæþí óôï {z : |z| = 1} ] ñéæþí óôï {z : |z| ≤ 1}
a(1) < 1 N 0 N

a(1) = 1; A′(1) > 0 N − k k (áðëÝò, ôéò N
k-ïóôÝò ñßæåò ôçò 1)

a(1) = 1; A′(1) = 0 N − k k (äéðëÝò, ôéò N + k
k-ïóôÝò ñßæåò ôçò 1)

a(1) = 1; A′(1) < 0 N k (áðëÝò, ôéò N + k
k-ïóôÝò ñßæåò ôçò 1)

3. Ðñïóäéïñéóìüò ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ôçò Ì=Ì c=1 ïõñÜò

Ñ(z) =
(zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n

(1 + ñ)zr − ñzr+1 − 1
=
N(z)
D(z)

D(z) = (1 + ñ)
(
zr − 1

1 + ñ
− ñ

1 + ñ
zr+1

)

Ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá {án}n∈No ìå á0 = 1
1+ñ , á1 = á2 = ::: = ár = 0, ár+1 = ñ

1+ñ êáé
án = 0 ∀n ≥ r + 2. Ôüôå ãéá ôçí áêïëïõèßá ðïõ ïñßóáìå éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 1∑∞

n=0 án = 1;
∑∞

n=0 nán <∞ êáé
∑∞

n=0 n
2án <∞. ÈÝôïõìå

a(z) =
∞∑

n=0

ánzn =
1

1 + ñ
+

ñ
1 + ñ

zr+1; A(z) = zr − a(z) êáé

k = ÌÊÄ{j − r | ãéá ôïõò äåßêôåò j ðïõ áj 6= 0} = ÌÊÄ{j − r |ãéá j = 0 êáé j = r + 1} =

= ÌÊÄ{−r; 1} = 1

Ðáñáôçñïýìå üôé

a(1) =
1

1 + ñ
+

ñ
1 + ñ

= 1

êáé

Á′(z) =

(
zr −

∞∑

n=0

ánzn
)′

= rzr−1 −
∞∑

n=1

nánzn−1 = rzr−1 − (r + 1)
ñ

1 + ñ
zr

⇒ A′(1) = r − (r + 1)
ñ

1 + ñ
=

r
1 + ñ

− ñ
1 + ñ

Èá äéáêñßíïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò.

i) Á′(1) > 0 ⇔ r
1+ñ − ñ

1+ñ > 0 ⇔ r > ñ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 1
Ýðåôáé üôé ôï ðïëõþíõìï D(z) Ý÷åé r−1 ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ, Ýóôù ôéò
z1; z2; :::; zr−1 üðïõ zi ∈ {z : |z| < 1} i = 1; :::; r−1, Ý÷åé 1 ñßæá ôç ìïíÜäá, Ýóôù zr = 1, êáé
Üñá èá Ý÷åé ìéá ñßæá, Ýóôù z0, ìå |z0| > 1, Üñá D(z) = c2(z − z0)(z − z1):::(z − zr−1)(z − 1).
Áðü ôïí ðñïçãïýìåíï éó÷õñéóìü áðáéôïýìå ï áñéèìçôÞò N(z) íá Ý÷åé ñßæåò ôéò z1; z2; :::; zr−1,
êáèþò êáé ôç 1. Óõíåðþò ï áñéèìçôÞò N(z) = (zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n ìðïñåß éóïäýíáìá íá
ãñáöôåß óôç ìïñöÞ N(z) = (zr−1)c1(z−z1)(z−z2):::(z−zr−1), åöüóïí ôï

∑r−1
n=0 pnz

n åßíáé
ðïëõþíõìï âáèìïý r − 1. ÔåëéêÜ

Ñ(z) =
N(z)
D(z)

=
(zr − 1)c1(z − z1)(z − z2):::(z − zr−1)

c2(z − z0)(z − z1)(z − z2):::(z − zr−1)(z − 1)
= c

(zr − 1)
(z − z0)(z − 1)

=
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= c
1 + z + :::+ zr−1

(z − z0)

Ç óôáèåñÜ c èá ðñïóäéïñéóôåß áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò P (1) = 1, ôüôå èá ðÜñïõìå
1 = c1+1+:::+1r−1

(1−z0) = c r
1−z0 ⇒ c = 1−z0

r .

Ôüôå
Ñ(z) =

1− z0
r

1 + z + :::+ zr−1

(z − z0)
=

1 + z + :::+ zr−1

r
z0 − 1
z0 − z

=

=
1 + z + :::+ zr−1

r
1− 1

z0
1− z

z0
=

=
1 + z + :::+ zr−1

r
(1− 1

z0
)
∞∑

n=0

(
z
z0

)n
⇒

P (z) =
1 + z + :::+ zr−1

r

∞∑

n=0

(
1− 1

z0

)(
1
z0

)n
zn

ii) Á′(1) = 0 ⇔ r = ñ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 1 Ýðåôáé üôé ôï
ðïëõþíõìïD(z) Ý÷åé r−1 ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ, Ýóôù ôéò z1; z2; :::; zr−1

üðïõ zi ∈ {z : |z| < 1} i = 1; :::; r − 1 êáé Ý÷åé 1 äéðëÞ ñßæá ôç ìïíÜäá, Üñá D(z) =
c2(z − z1):::(z − zr−1)(z − 1)2. Áðü ôïí ðñïçãïýìåíï éó÷õñéóìü áðáéôïýìå ï áñéèìçôÞò
N(z) íá Ý÷åé ñßæåò ôéò z1; z2; :::; zr−1 êáèþò êáé äéðëÞ ñßæá ôç ìïíÜäá. Èá Ýðñåðå, äçëáäÞ,
N(z) = (zr− 1)

∑r−1
n=0 pnz

n = (zr−1)c1(z− z1):::(z− zr−1)(z−1) üìùò ôï
∑r−1

n=0 pnz
n åßíáé

ðïëõþíõìï âáèìïý r − 1 êáé Üñá äåí ìðïñåß íá ãñáöôåß óáí ãéíüìåíï r ðáñáãüíôùí, ïðüôå
ôï

∑r−1
n=0 pnz

n åßíáé ôáõôïôéêÜ 0. ¢ñá P (z) = 0. Óõíåðþò ç ðåñßðôùóç r = ñ áðïêëåßåôáé
(áóôÜèåéá).

iii) Á′(1) < 0 ⇔ r < ñ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 1 Ýðåôáé üôé ôï
ðïëõþíõìï D(z) Ý÷åé r ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ, Ýóôù ôéò z1; z2; :::; zr
üðïõ zi ∈ {z : |z| < 1} i = 1; :::; r êáé Ý÷åé 1 áðëÞ ñßæá ôç ìïíÜäá, Üñá D(z) = c2(z −
z1):::(z − zr)(z − 1). Áðü ôïí ðñïçãïýìåíï éó÷õñéóìü áðáéôïýìå ï áñéèìçôÞò N(z) íá Ý÷åé
ñßæåò ôéò z1; z2; :::; zr, êáèþò êáé ôç 1. Èá Ýðñåðå (üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç)
N(z) = (zr−1)

∑r−1
n=0 pnz

n = (zr−1)c1(z−z1):::(z−zr) üìùò ôï
∑r−1

n=0 pnz
n åßíáé ðïëõþíõìï

âáèìïý r−1 êáé Üñá äåí ìðïñåß íá ãñáöôåß óáí ãéíüìåíï r ðáñáãüíôùí, ïðüôå ôï
∑r−1

n=0 pnz
n

åßíáé ôáõôïôéêÜ 0. ¢ñá P (z) = 0. Óõíåðþò ç ðåñßðôùóç r < ñ åðßóçò áðïêëåßåôáé (áóôÜèåéá).

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò 1 ìáò ïäçãåß ìÝóá áðü ëïãéêïýò éó÷õñéóìïýò óôçí
åýñåóç ôçò óõíèÞêçò åõóôÜèåéáò, üôé r < ñ, êÜôé ðïõ åðéâåâáéþíåôáé áðü ôçí äéáßóèçóç ìáò.
Óôï óýóôçìá ìáò åîõðçñåôïýíôáé ôáõôü÷ñïíá r, áêñéâþò, ðåëÜôåò. Ãéá íá åßíáé ôï óýóôçìá
ìáò åõóôáèÝò èá ðñÝðåé ï ñõèìüò áößîåùí íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôïí ñõèìü åîõðçñÝôçóçò ôïõ
óõóôÞìáôïò, äçëáäÞ èá ðñÝðåé ë < rì ⇒ ñ < r (Þ éóïäýíáìá èá ðñÝðåé ï ñõèìüò óõíùóôéóìïý
íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôç äõíáôüôçôá åîõðçñÝôçóçò ôïõ óõóôÞìáôïò).
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