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Θέµα 1
ο
: Θεωρούµε µια απλή Μαρκοβιανή ουρά µε χώρο καταστάσεων },...,2,1,0{ N  και ρυθµούς 

αφίξεων και αναχωρήσεων 

    ( ) ,1,...,2,1,0   ,1 −=−= Nn
N

n
n λλ  

    ,,...,3,2,1   , Nnnn == µµ  

αντίστοιχα, όπου 0, >µλ . 

(α) Να γίνει το διάγραµµα ρυθµών µετάβασης για τη Μαρκοβιανή αλυσίδα )}({ tQ του αριθµού των 

πελατών στο σύστηµα και να βρεθεί η στάσιµη κατανοµή της )( np . Τι είδους κατανοµή είναι; 

(β) Να βρεθούν οι οριακές κατανοµές )( nr  και )( nd  των εµφυτευµένων διαδικασιών }{
−
nQ  και }{

+
nQ  

του αριθµού των πελατών σε στιγµές αφίξεων και αναχωρήσεων αντίστοιχα. Τι είδους κατανοµές 

είναι; 

(γ)  Να βρεθεί η µέση τιµή ][QE  και η διασπορά ][QVar του αριθµού των πελατών στο σύστηµα. 

(δ) Να βρεθούν ο µέσος χρόνος παραµονής ][SE  ενός πελάτη στο σύστηµα και ο µέσος χρόνος 

συνεχούς λειτουργίας του συστήµατος ][YE . 

 

Θέµα 2
ο
: Θεωρούµε την M/M/1 ουρά µε οµαδικές αφίξεις και οµαδικές εξυπηρετήσεις µε ρυθµό 

αφίξεων οµάδων λ και ρυθµό εξυπηρέτησης οµάδων µ. Κάθε αφικνούµενη οµάδα αποτελείται από 3 

πελάτες. Ο υπηρέτης κάθε φορά που είναι ελεύθερος, επιλέγει 2 πελάτες από τους παρόντες και τους 

εξυπηρετεί ταυτόχρονα σε χρόνο που έχει την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο µ. Στην περίπτωση 

που στο σύστηµα δεν υπάρχουν τουλάχιστον 2 πελάτες, ο υπηρέτης περιµένει µέχρι να υπάρξουν 2 

πελάτες για να αρχίσει να εξυπηρετεί. Έστω ∑
∞

=
=

0
)(

n

n

n zpzP  η πιθανογεννήτρια της στάσιµης 

κατανοµής του αριθµού των πελατών στο σύστηµα )(tQ . 

(α) Να αιτιολογήσετε γιατί η )}({ tQ  είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου, κάνοντας πίνακα 

των άµεσα δυνατών µεταβάσεων και των αντίστοιχων χρόνων και να κατασκευάσετε το 

διάγραµµα ρυθµών µετάβασής της. 

(β) Να βρεθεί η συνθήκη ευστάθειας (στασιµότητας) του συστήµατος και να προσδιοριστεί η )(zP . 

 

Θέµα 3
ο
: (Ι) Να µοντελοποιηθεί ως Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου η 1//2 ME  ουρά µε 

ρυθµό αφίξεων λ και ρυθµό εξυπηρέτησης µ. (Περιγράψτε τις καταστάσεις, κάνετα πίνακα των άµεσα 

δυνατών µεταβάσεων και των αντίστοιχων χρόνων καθώς και διάγραµµα ρυθµών µετάβασης). 

(ΙΙ) Να µοντελοποιηθεί η NMM /2//  ουρά µε ρυθµό αφίξεων λ και ετερογενείς υπηρέτες, όπου ο 

υπηρέτης iυ  (i=1,2) έχει χρόνους εξυπηρέτησης που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο  iµ . Υποθέτουµε ότι ένας πελάτης που βρίσκει το σύστηµα κενό επιλέγει σε ποιον από 

τους 21 ,υυ  θα εξυπηρετηθεί µε πιθανότητες qp,  αντίστοιχα ( 0, ≥qp  και 1=+ qp ). Να διατυπωθεί 

µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η αντίστοιχη Μαρκοβιανή αλυσίδα αντιστρέψιµη και 

στην περίπτωση αυτή να βρεθεί η στάσιµη κατανοµή της. 

 

Θέµα 4
ο
: Θεωρούµε ένα δίκτυο Jackson µε 1+N  σταθµούς εξυπηρέτησης 1,...,2,1 +N . Ο σταθµός 

1+N  έχει άπειρους υπηρέτες ενώ οι σταθµοί N,...,2,1  έχουν από έναν υπηρέτη ο καθένας. Οι χρόνοι 

εξυπηρέτησεις είναι εκθετικοί µε παράµετρο µ για όλους τους σταθµούς. Μόνο οι σταθµοί 1 και 1+N  

έχουν εξωτερικές αφίξεις µε ρυθµούς λ και 'λ  αντίστοιχα. Οι αναχωρήσεις από το σταθµό i 

κατευθύνονται προς το σταθµό 1+i  µε πιθανότητα 1 για κάθε 1,...,2,1 −= Ni . Οι αναχωρήσεις από το 

σταθµό Ν κατευθύνονται προς το σταθµό 1+N  µε πιθανότητα p ή επιστρέφουν στο σταθµό 1 µε 

πιθανότητα pq −=1 . Οι αναχωρήσεις από το σταθµό 1+N  αναχωρούν από το δίκτυο.  

(α) Να βρεθεί η συνθήκη ευστάθειας του δικτύου και στην περίπτωση αυτή ο µέσος αριθµός πελατών 

σε κάθε σταθµό του δικτύου. 

(β) Να βρεθεί ο µέσος αριθµός φορών που διέρχεται απο το σταθµό Ν ένας πελάτης του δικτύου. 

(γ) Να βρεθεί ο µέσος χρόνος παραµονής ενός πελάτη στο δίκτυο. 

 

 

 

Να γραφούν και τα 4 θέµατα.            ∆ιάρκεια : 2 ώρες και 45 λεπτά.                 ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 


