
ÌáñêïâéáíÜ äßêôõá ïõñþí - ¢óêçóç 2

Èåùñïýìå Ýíá äßêôõï ðÝíôå ïõñþí Ï1, Ï2, ..., Ï5. Ãéá êÜèå i = 1; 2; 3; 4 ç ïõñÜ Ïi Ý÷åé

Poisson(ië) åîùôåñéêÞ äéáäéêáóßá áößîåùí êáé Ýíáí õðçñÝôç ìå åêèåôéêïýò (ìi) ÷ñüíïõò åîõðçñÝ-

ôçóçò. ÊÜèå ðåëÜôçò ðïõ ïëïêëçñþíåé ôçí åîõðçñÝôçóç ôïõ óôçí ïõñÜ Ïi ðçãáßíåé óôçí Ïi+1 ìå

ðéáèáíüôçôá 1
i Þ åðáíáëáìâÜíåé ôçí åîõðçñÝôçóç ôïõ óôçí Ïi ìå ðéèáíüôçôá i−1

i ãéá é = 1; 2; 3; 4.

Ç ïõñÜ Ï5 Ý÷åé Poisson(5ë) äéáäéêáóßá áößîåùí êáé Üðåéñïõò õðçñÝôåò ìå åêèåôéêïýò ÷ñüíïõò

åîõðçñÝôçóçò êáé êÜèå ðåëÜôçò ðïõ ïëïêëçñþíåé ôçí åîõðçñÝôçóç ôïõ ó'áõôÞ áíá÷ùñåß áðü ôï

äßêôõï.

á. Íá âñåèåß éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí óôáóéìüôçôá(åõóôÜèåéá) ôïõ ðáñáðÜíù

Ìáñêïâéáíïý äéêôýïõ.

â. Âñåßôå ôçí áíôßóôïé÷ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ.

ã. Íá õðïëïãéóôåß ï ìÝóïò áñéèìüò ðåëáôþí óôï äßêôõï êáèþò êáé óôï õðïóýíïëï ôïõ äéêôýïõ

ðïõ áðáñôßæåôáé áðü ôéò ïõñÝò Ï2 êáé Ï3.

ä. Íá õðïëïãéóôåß ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò åíüò ðåëÜôç óôï äßêôõï.

å. Íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôïõ áñéèìïý ôùí åðéóêÝøåùí åíüò ðåëÜôç óôçí ïõñÜ Ïi äåäïìÝíïõ

üôé åéóÞëèå óôï äßêôõï áðü ôçí ïõñÜ Ïi, ãéá i = 2; 3; 4.

Ëýóç:
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1
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1 //

Ðáñáôçñïýìå ðùò ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áíïé÷ôü äßêôõï Jackson áðïôåëïýìåíï áðü Í = 5 ïõñÝò

ìå ìi(n) = ìi, i = 1; 2; 3; 4, åíþ ì5(n) = n5ì5. Ïé óõíïëéêïß ñõèìïß áößîåùí Ë1; : : : ; Ë5 ãéá
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ôéò ïõñÝò Ï1; : : : ; Ï5, áíôßóôïé÷á ðñïóäéïñßæïíôáé ëýíïíôáò ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí êßíçóçò,

ðïõ åäþ Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

Ë1 = ë

Ë2 = 2ë+ Ë1 +
1

2
Ë2

Ë3 = 3ë+
1

2
Ë2 +

2

3
Ë3

Ë4 = 4ë+
1

3
Ë3 +

3

4
Ë4

Ë5 = 5ë+
1

4
Ë4 :

Óõíåðþò

Ë1 = ë

Ë2 = 6ë

Ë3 = 18ë

Ë4 = 40ë

Ë5 = 15ë :

á. Áðü ãíùóôü èåþñçìá Ýíá áíïé÷ôü äßêôõï Jackson Ý÷åé óôÜóéìç êáôáíïìÞ áíí ç Â−1
i =

∑∞
n=0

Ëni
ìi(1)ìi(2):::ìi(n)

óõãêëßíåé ãéá êÜèå i, i = 1; : : : ; 5. Ðáñáôçñïýìå üôé

Â−1
i =

∞∑
n=0

Ëni
ìi(1)ìi(2) : : : ìi(n)

=
∞∑
n=0

Ëni
ìni

=
1

1− Ëi
ìi

áíí Ëi < ìi; i = 1; 2; 3; 4 ;

êáé

Â−1
5 =

∞∑
n=0

Ën5
ì5(1)ì(2)5 : : : ì(n)5

=
∞∑
n=0

Ën5
n!ìn5

= e
Ë5
ì5 ãéá êÜèå ôéìÞ ôùí Ë5; ì5 :
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â. Óôçí åõóôáèÞ ðåñßðôùóç ðïõ Ëi < ìi ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ãéá ôéò ïõñÝò i = 1; 2; 3; 4 ,

äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

pi(ni) = Bi
Ënii

ìi(1)ì(2)i : : : ì(ni)i

= Bi

(
Ëi
ìi

)ni

= (1− Ëi
ìi

)

(
Ëi
ìi

)ni

;

äçëáäÞ pi(ni) ∼ Geom(Ëiìi ), åíþ üóïí áöïñÜ ôçí ïõñÜ 5, áõôÞ åßíáé ðÜíôá åõóôáèÞò êáé ç

óôÜóéìç êáôáíïìÞ õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò

p5(n5) = B5
Ën5

5

ì5(1)ì5(2) : : : ì5(n5)

= e−
Ë5
ì5

(
Ë5

ì5

)n5

n5!
;

êáé Üñá ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôïõ äéêôýïõ åßíáé ßóç ìå

p(n) =
5∏
i=1

pi(ni)

=
4∏
i=1

(1− Ëi
ìi

)

(
Ëi
ìi

)ni

e
Ë5
ì5

(
Ë5

ì5

)n5

n5!
:

ã. Èá óõìâïëßóïõìå ìå Qi ôï ìÞêïò ïõñÜò ãéá ôçí Ïi êáé ìå Q ôï ðëÞèïò ðåëáôþí óôï äßêôõï.

Ôüôå Å(Q) =
∑5

i=1E[Qi], üìùò Qi ∼ Geom(Ëiìi ) ãéá i = 1; 2; 3; 4 êáé Q5 ∼ Poisson(Ë5

ì5
),

Üñá E[Qi] =
Ëi
ìi

1−Ëi
ìi

= Ëi
ìi−Ëi ãéá i = 1; 2; 3; 4 êáé E[Q5] = Ë5

ì5
. ÔåëéêÜ ôï ìÝóï ðëÞèïò

ðåëáôþí óôï äßêôõï åßíáé ßóï ìå
∑4

i=1
Ëi

ìi−Ëi +
Ë5

ì5
. ÁíÜëïãá óôï õðïäßêôõï ðïõ áðáñôßæåôáé

áðü ôéò ïõñÝò Ï2 êáé Ï3 ôï ìÝóï ðëÞèïò ðåëáôþí åßíáé Ë2

ì2−Ë2
+ Ë3

ì3−Ë3
.

ä. Ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò óôï äßêôõï èá õðïëïãéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ôïõ

Little êáé èåùñþíôáò üëï ôï äßêôõï óáí Ýíá åíéáßï óýóôçìá óôï ïðïßï áößêíõíôáé ðåëÜôåò

ìå ñõèìü 1 · ë+ 2 · ë+ 3 · ë+ 4 · ë+ 5 · ë = 15ë. Óõíåðþò E[Säßêôõï] = E[Q]
15ë .

å. ¸óôù Ni ôï ðëÞèïò ôùí åðéóêÝøåùí óôçí ïõñÜ Ïi ãéá Ýíáí ðåëÜôç ðïõ åéóÞëèå óôï

äßêôõï áðü ôçí ïõñÜ áõôÞ. Éóïäýíáìá ç ô.ì. Ni åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí äïêéìþí ðïõ
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èá áðáéôçèïýí ìÝ÷ñé ôçí ðñþôç åðéôõ÷ßá, üðïõ åðéôõ÷ßá åßíáé íá áðïìáêñõíèåß ï ðåëÜôçò

áðü ôçí ïõñÜ Ïi ìåôáâáßíïíôáò óôçí Ïi+1. Ç ìåôáêßíçóç áðü ôçí Ïi óôçí Ïi+1 óõìâáßíåé

ìå ðéèáíüôçôá pi = 1
i . ÔåëéêÜ ç ô.ì. Ni áêïëïõèåß ãåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðéèáíüôçôá

åðéôõ÷ßáò pi = 1
i êáé Üñá P [Ni = n] = pi(1− pi)n−1; n = 1; 2; : : : êáé ãéá i = 2; 3; 4.
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