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Èåùñïýìå ôçí Ì=Ì=1 ïõñÜ ìå ïìáäéêÝò áößîåéò êáé ìåìïíùìÝíåò åîõðçñåôÞóåéò (Ì c=Ì=1

ïõñÜ). Ïé ïìÜäåò öèÜíïõí óôï óýóôçìá ìå ñõèìü ë êáé ôï ìÝãåèüò ôïõò Ý÷åé óõíÜñôçóç ðéèáíü-

ôçôáò (gj : j = 1; 2; :::). Ìéá ïìÜäá ðïõ âñßóêåé êáôÜ ôçí ÜöéîÞ ôçò ôï óýóôçìá êåíü åéóÝñ÷åôáé

óßãïõñá óå áõôü, åíþ áí âñåé Ýóôù êáé Ýíáí ðåëÜôç áíá÷ùñåß ïëüêëçñç, ÷ùñßò íá åîõðçñåôçèåß,

ìå ðéèáíüôçôá 1 − p. Ï ñõèìüò åîõðçñÝôçóçò åßíáé ì. ¸óôù {Q(t)} ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá

ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá.

á. Íá áéôéïëïãÞóåôå ãéáôß ç {Q(t)} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ êáé íá êÜíåôå

ôï äéÜãñáììá ôùí ñõèìþí ìåôÜâáóÞò ôçò. ÃñÜøôå ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôç óôÜóéìç

êáôáíïìÞ (pn).

â. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá Ñ(z) ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò êáé ôç óõíèÞêç åõóôÜ-

èåéáò ôïõ óõóôÞìáôïò.

ã. Íá âñåèåß óõíáñôÞóåé ôùí ðéèáíïôÞôùí pn êáé gn, ç ðéèáíüôçôá Ýíáò ðåëÜôçò áìÝóùò ìåôÜ

ôçí ÜöéîÞ ôïõ óôï óýóôçìá íá êáôáëÜâåé ôçí n−ïóôÞ èÝóç (íá Ý÷åé ìðñïóôÜ ôïõ n − 1

ðåëÜôåò).

ä. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ g1 = 1 êáé gj = 0 ãéá j = 2; 3; ::: íá âñåèåß ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (pn).

Ëýóç:

Èåùñïýìå {Q(t); t ≥ 0} ôçí óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ ìåôñÜåé ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôï

óýóôçìá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, t ≥ 0. Ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí åßíáé ôï N0. Èá áðïäåßîïõìå üôé

ç Q(t) äéáèÝôåé ôçí ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá.

Ðáñáôçñïýìå ðùò áðü êÜèå êáôÜóôáóç n, n ≥ 1 ìðïñïýìå íá ðÜìå óôçí n−1 ìå ôçí áíá÷þñçóç

åíüò ðåëÜôç. Ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá ãßíåé ç ìåôÜâáóç åßíáé åêèåôéêüò ìå ðáñÜìåôñï

ì. Áðü ôçí êáôÜóôáóç 0 ìåôáâáßíïõìå óå ïðïéáäÞðïôå êáôÜóôáóç j, j ≥ 1 ìå ôçí Üöéîç

ïìÜäáò ìåãÝèïõò j. Ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá ãßíåé ç Üöéîç ìéáò ïìÜäáò åßíáé åêèåôéêüò ìå

ðáñÜìåôñï ë êáé ç áöéêíïýìåíç ïìÜäá èá Ý÷åé ìÝãåèïò j ìå ðéèáíüôçôá gj. ¢ñá ç ìåôÜâáóç áðï

ôçí 0 óôçí j ãßíåôáé ìåôÜ áðï åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ gjë. Áðü ôçí êáôÜóôáóç n, n ≥ 1
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ìåôáâáßíïõìå óå ïðïéáäÞðïôå êáôÜóôáóç n + j, j ≥ 1, ìå ôçí Üöéîç ïìÜäáò ìåãÝèïõò j. Ï

÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá ãßíåé ç Üöéîç ìéáò ïìÜäáò åßíáé åêèåôéêüò ìå ðáñÜìåôñï ë êáé ç

áöéêíïýìåíç ïìÜäá èá Ý÷åé ìÝãåèïò j ìå ðéèáíüôçôá gj. ÅðåéäÞ üìùò ôï óýóôçìá äåí åßíáé êåíü

ç áöéêíïýìåíç ïìÜäá åéóÝñ÷åôáé óôï óýóôçìá ìå ðéèáíüôçôá p. ÔåëéêÜ ïé ìåôáâÜóåéò áðü ôçí

êáôÜóôáóç n, n ≥ 1, óôéò êáôáóôÜóåéò n + j, j ≥ 1, ãßíïíôáé óå åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ

pgjë.

ÊáôáóôÜóåéò ×ñüíïò ÌåôÜâáóçò

0 → j, j ≥ 1 Exp(gjë)

n→ n+ j, n ≥ 1 êáé j ≥ 1 Exp(pgjë)

n→ n− 1, n ≥ 1 Exp(ì)

Óõíåðþò ç Q(t) äéáèÝôåé ôçí ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá. Óôç óõíÝ÷åéá äßíåôáé ôï äéÜãñáììá ñõèìþí

ìåôÜâáóçò.
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Figure 1: ÄéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôçí óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá,

ôçò ðáñáðÜíù Ì c=Ì=1 ïõñÜò, åßíáé

ëp0 = ìp1 (1)

(ë+ ì)pn = gnëp0 + pgn−1ëp1 + · · ·+ pg1ëpn−1 + ìpn+1; n ≥ 1

= gnëp0 + pë
n−1∑

k=1

gn−kpk + ìpn+1; n ≥ 1: (2)

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí åîßóùóç (2) ìå zn, ïðüôå ôï óýóôçìá ôùí åîéóþóåùí äéïñöþíåôáé ùò

åîÞò

ëp0 = ìp1 (3)

(ëp+ ì)pnzn = gnëp0zn + pë
n−1∑

k=1

gn−kpkzn + ìpn+1zn; n ≥ 1: (4)
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êáé áèñïßæïõìå ôéò åîéóþóåéò (3)-(4). Ôï áðïôÝëåóìá ðïõ èá ðÜñïõìå åßíáé

ëp0 +
∞∑
n=1

(ëp+ ì)pnzn =
∞∑
n=1

gnëp0zn +
∞∑
n=1

pë
n−1∑

k=1

gn−kpkzn +
∞∑
n=0

ìpn+1zn: (5)

Èåùñïýìå ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò P (z) =
∑∞

n=0 pnz
n êáèþò

êáé ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá ôïõ ìåãÝèïõò ôùí áöéêíïýìåíùí ïìÜäùí G(z) =
∑∞

n=1 gnz
n ïðüôå ç

ó÷Ýóç (5) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ

ëp0 + (ëp+ ì)(
∞∑
n=0

pnzn − p0) = ëp0

∞∑
n=1

gnzn + pë
∞∑
n=1

n−1∑

k=1

gn−kpkzn +
ì
z

∞∑
n=0

pn+1zn+1

ëp0 + (ëp+ ì)(P (z)− p0) = ëp0G(z) + pë
∞∑

k=1

pkzk
∞∑

n=k+1

gn−kzn−k +
ì
z

∞∑
n=1

pnzn

(ëp+ ì)P (z) + (ëq − ì)p0 = ëp0G(z) + pë
∞∑

k=1

pkzk
∞∑
m=1

gmzm +
ì
z
(
∞∑
n=0

pnzn − p0)

(ëp+ ì)P (z) + (ëq − ì)p0 = ëp0G(z) + pë
∞∑

k=1

pkzkG(z) +
ì
z
(P (z)− p0)

(ëp+ ì)P (z) + (ëq − ì)p0 = ëp0G(z) + pë(P (z)− p0)G(z) +
ì
z
(P (z)− p0)

(ëp+ ì)zP (z) + (ëq − ì)zp0 = ëqzp0G(z) + pëzP (z)G(z) + ì(P (z)− p0)

((ëp+ ì)z − pëzG(z)− ì)P (z) = ëqzp0G(z)− ìp0 − (ëq − ì)zp0

((ëp+ ì)z − pëzG(z)− ì)P (z) = p0(ëqzG(z)− ì − (ëq − ì)z)

P (z) =
p0(ëqzG(z)− ì − (ëq − ì)z)

(ëp+ ì)z − pëzG(z)− ì
: (6)

Ãéá ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò õðïëåßðåôáé ç åýñåóç ôçò ðéèáíüôçôáò êåíïý

óõóôÞìáôïò p0. Ç p0 èá õðïëïãéóôåß ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò, P (1) = 1.

lim
z→1

P (z) = lim
z→1

p0(ëqzG(z)− ì − (ëq − ì)z)
(ëp+ ì)z − pëzG(z)− ì

0=0
= lim

z→1

p0(ëqG(z) + ëqzG′(z)− ëq + ì)

ëp+ ì − pëG(z)− pëzG′(z)

=
p0(ëqG(1) + ëqG′(1)− ëq + ì)

ëp+ ì − pëG(1)− pëG′(1)

=
p0(ëq + ëqG′(1)− ëq + ì)

ëp+ ì − pë− pëG′(1)

=
p0(ëqG′(1) + ì)

ì − pëG′(1)
(7)
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Áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò êáé ôçí ó÷Ýóç (7) Ýðåôáé üôé

1 =
p0(ëqG′(1) + ì)

ì − pëG′(1)
⇒ p0 =

ì − pëG′(1)

ëqG′(1) + ì
; (8)

üðïõ ç G′(1) åêöñÜæåé ôï ìÝóï ìÝãåèïò áöéêíïýìåíçò ïìÜäáò. ÈÝôïõìå G′(1) = g. Ãéá íá åßíáé

ôï óýóôçìá åõóôáèÝò èá ðñÝðåé ï ìÝóïò ñõèìüò áößîåùí íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôïí ìÝãéóôï

ñõèìü åîõðçñÝôçóçò ðïõ ðáñÝ÷åé ôï óýóôçìá, äçëáäÞ gpë < ì.

Ôï óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò áíí p0 > 0, éóïäýíáìá áíí G′(1)pë = gpë < ì.

Èá óõìâïëßæïõìå ìå ðn ôçí ðéèáíüôçôá Ýíáò ðåëÜôçò áìÝóùò ìåôÜ ôçí Üöéîç ôïõ íá êáôáëÜâåé

ôçí n-ïóôÞ èÝóç. Åðßóçò èá óõìâïëßæïõìå ìå g̃m ôçí ðéèáíüôçôá Ýíáò ðåëÜôçò íá åßíáé ï m-ïóôüò

óôçí ïìÜäá ôïõ. Ôüôå

ðn =
n−1∑
m=0

P




Ýíáò ðåëÜôçò áìÝóùò
ìåôÜ ôçí Üöéîç ôïõ íá
êáôáëÜâåé ôçí n-ïóôÞ

èÝóç

∣∣∣∣∣∣∣∣

êáôÜ ôçí Üöéîç
ôçò ç ïìÜäá

âñßóêåé n ðåëÜôåò
óôï óýóôçìá


P


 êáôÜ ôçí Üöéîç ôçò ç

ïìÜäá íá âñåé n ðåëÜôåò
óôï óýóôçìá




=
n−1∑
m=0

g̃n−mr
ïìÜäáò
m

Éäéüôçôá
PASTA=

n−1∑
m=0

g̃n−mpm: (9)

¼ìùò

g̃n =
1

g

∞∑

k=n

gk; (10)

üðïõ ìå g Ý÷ïõìå óõìâïëßóåé ôï ìÝóï ìÝãåèïò áöéêíïýìåíùí ïìÜäùí. ¢ñá

ðn =
1

g

n−1∑
m=0

pm
∞∑

k=n−m
gk: (11)

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ g1 = 1 êáé gj = 0 ∀ j ≥ 1 Ý÷ïõìå üôé G(z) = z êáé G′(z) = 1 ãéá êÜèå z.
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Ôüôå áðü ôçí ó÷Ýóç (6) Ýðåôáé üôé

P (z) =
p0(ëqz2 − ì − (ëq − ì)z)

(ëp+ ì)z − pëz2 − ì

=
p0(z − 1)(qëz − ì)

(z − 1)(−pëz + ì)

=
p0(qëz − ì)

ì − pëz

= p0

(
1 +

ëz
ì − pëz

)

= p0 + p0
ëz
ì

1

1− p ëìz

= p0 + p0
ëz
ì

∞∑
n=0

(
p
ë
ì
z
)n

= p0 + p0

∞∑
n=0

pn
(
ë
ì

)n+1

zn+1

= p0 + p0

∞∑
n=1

pn−1

(
ë
ì

)n

zn: (12)

¢ñá

pn =




p0; áí n = 0

p0pn−1
(
ë
ì

)n
; áí n ≥ 1

(13)

üðïõ

p0 =
ì − pë
ëq + ì

: (14)
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