
ÁðëÝò ÌáñêïâéáíÝò ïõñÝò - ¢óêçóç 4

Èåùñïýìå ôçí ôñïðïðïßçóç ôçò Ì=Ì=k=k ïõñÜò ìå Poisson äéáäéêáóßá áößîåùí ñõèìïý ë êáé

åêèåôéêïýò ÷ñüíïõò åîõðçñÝôçóçò ìå ðáñÜìåôñï ì, üðïõ ïñéóìÝíïé ðåëÜôåò áðï÷ùñïýí áðü ôï

óýóôçìá áìÝóùò ìüëéò áöé÷èïýí ÷ùñßò íá åîõðçñåôçèïýí (áðïèáññõíüìåíïé ðåëÜôåò). Óõãêå-

êñéìÝíá, êÜèå ðåëÜôçò ðïõ âñßóêåé n Üëëá Üôïìá óôï óýóôçìá êáôÜ ôçí ÜöéîÞ ôïõ áíá÷ùñåß ìå

ðéèáíüôçôá n
k ; n = 0; 1; :::; k.

á. Íá âñåèåß ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (pn) ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí Q(t) óôï óýóôçìá. Ôé åßäïõò

êáôáíïìÞ åßíáé;

â. Íá âñåèåß ôï ìáêñïðñüèåóìï ðïóïóôü ôùí Üìåóá áðï÷ùñïýíôùí ðåëáôþí (÷áìÝíùí ðåëá-

ôþí).

ã. Íá âñåèïýí ïé ïñéáêÝò êáôáíïìÝò (rn) êáé (dn) ôùí åìöõôåõìÝíùí äéáäéêáóéþí {Q−n } êáé

{Q+
n } ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí óå óôéãìÝò áößîåùí êáé áíá÷ùñÞóåùí áíôßóôïé÷á, ðïõ

áíáöÝñïíôáé óôïõò ðñáãìáôéêïýò ðåëÜôåò (óå áõôïýò äçëáäÞ ðïõ åéóÝñ÷ïíôáé ôåëéêÜ óôï

óýóôçìá).

ä. Íá âñåèåß ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò Å[S] åíüò ðåëÜôç óôï óýóôçìá, ëáìâÜíïíôáò õðüøéí

üëïõò ôïõò ðåëÜôåò. Íá âñåèåß ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò E[S ′ ] åíüò ðåëÜôç óôï óýóôçìá,

ëáìâÜíïíôáò õðüøéí ìüíï ôïõò ðåëÜôåò ðïõ åîõðçñåôïýíôáé.

å. Íá âñåèåß ï ìÝóïò êýêëïò áðáó÷üëçóçò ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ëýóç:

Èåùñïýìå {Q(t); t ≥ 0} ôçí óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ ìåôñÜåé ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôï

óýóôçìá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, t ≥ 0. Ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí åßíáé ôï {0; 1; · · · ; k}. Ðáñáôçñïýìå

üôé ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá Q(t) åßíáé ìéá äéáäéêáóßá ãÝííçóçò-èáíÜôïõ ìå ñõèìïýò

ën =
k − n
k

ë; ∀n ∈ {0; 1; · · · ; k − 1}; ìn = nì; ∀n ∈ {1; 2; · · · ; k}: (1)

Óôç óõíÝ÷åéá äßíåôáé ôï äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò.
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Figure 1: ÄéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

Ç ãåíéêÞ óõíèÞêç ýðáñîçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ãßíåôáé

B−1 = 1 +
k∑

n=1

ë0ë1 · · · ën−1

ì1ì2 · · · ìn

= 1 +
k∑

n=1

ëk−1
k ë · · · k−n+1

k ë
ì2ì · · ·nì

= 1 +
k∑

n=1

(
k
n

)
(ë=kì)n

=

(
1 +

ë
kì

)k

<∞; (2)

ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôùí ë; ì; k. Ç áíôßóôïé÷ç ïñéáêÞ êáôáíïìÞ åßíáé

pn = B
ë0ë1 · · · ën−1

ì1ì2 · · · ìn
= B

(
k
n

)
(ë=kì)n

(2)
=

(
k
n

)
(ë=kì)n

(
kì

ë+ kì

)k

=

(
k
n

)(
ë

ë+ kì

)n (
kì

ë+ kì

)k−n
; n ≥ 0; (3)

äçëáäÞ êáôáíïìÞ ÄéùíõìéêÞ ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò ë
ë+kì . Ç ìÝóç ôéìÞ ôçò ÄéùíõìéêÞò êáôá-

íïìÞò åßíáé
∑k

n=0 npn = k ë
ë+kì .

Ôï ðïóïóôü ôùí ÷áìÝíùí ðåëáôþí åßíáé ßóï ìå 1 − ë∗
ë . Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðñáãìáôéêïý
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ñõèìïý áößîåùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá, ë∗, èá åöáñìüóïõìå ôçí ó÷Ýóç

ë∗ =
k∑

n=0

ënpn

=
k∑

n=0

k − n
k

ëpn

= ë− 1

k
ë

k∑
n=0

npn

= ë− 1

k
ëk

ë
ë+ kì

= ë
kì

ë+ kì
: (4)

¢ñá

ðïóïóôü ÷áìÝíùí ðåëáôþí = 1− ë∗

ë

= 1−
ë kì
ë+kì

ë

=
ë

ë+ kì
: (5)

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü èá ìðïñïýóå éóïäýíáìá íá õðïëïãéóôåß ùò

ðïóïóôü ÷áìÝíùí ðåëáôþí =
k∑

n=0

n
k
rïëéêü
n

Éäéüôçôá
PASTA

=
k∑

n=0

n
k
pn

=
1

k
k

ë
ë+ kì

=
ë

ë+ kì
: (6)

ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå ìåìïíùìÝíåò ìåôáâÜóåéò Ýðåôáé üôé (rn) = (dn) êáé rn = dn = ënpn
ë∗ , üðïõ

ë∗ = ë kì
ë+kì . ¢ñá

rn = dn =

(
k − 1

n

)(
ë

ë+ kì

)n (
kì

ë+ kì

)k−1−n
; (7)

Üñá rn = dn Ý÷ïõí ôçí ÄéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò k − 1 êáé ë
ë+kì .

Ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò óôï óýóôçìá ëáìâÜíïíôáò õðüøç üëïõò ôïõò ðåëÜôåò èá õðïëïãéóôåß
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ìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò Little. ÁíáëõôéêÜ

E[S] =
1

ë
E[Q]

=
1

ë
k

ë
ë+ kì

=
k

ë+ kì
: (8)

Ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò óôï óýóôçìá ëáìâÜíïíôáò õðüøç ìüíï áõôïýò ðïõ åîõðçñåôïýíôáé

èá õðïëïãéóôåß êáé ðÜëé ìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò Little. ÁíáëõôéêÜ

E[S ′ ] =
1

ë∗
E(Q)

=
1

ë kì
ë+kì

k
ë

ë+ kì

=
1

ì
: (9)

ôï ïðïßï Þôáí âÝâáéá áíáìåíüìåíï áöïý ïé ðåëÜôåò ðïõ äåí áðïèáññýíïíôáé áñ÷ßæïõí áìÝóùò íá

åîõðçñåôïýíôáé. ÔÝëïò, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ìÝóùí ÷ñüíùí ëåéôïõñãßáò, áñãßáò êáé êýêëïõ

áðáó÷üëçóçò èá ÷ñçóé-ìïðïéÞóïõìå ôéò áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò.

Å[É ] =
1

ë0

=
1

ë
(10)

Å[É ]
E[Z]

= p0 =

(
kì

ë+ kì

)k

(11)

Å[Æ ] = Å[É ] + Å[Õ ] (12)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (10) êáé (11) Ýðåôáé üôé Å[Æ ] = 1
ë

(
kì
ë+kì

)−k
. Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôéìÝò ôùí

Å[É ] êáé Å[Æ ] óôçí ó÷Ýóç (12) ðñïêýðôåé Üìåóá ï õðïëïãéóìüò ôïõ Å[Õ ].
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