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Èåùñïýìå ôçí ôñïðïðïßçóç ôçò Ì=Ì=1 ïõñÜò ìå ñõèìü áößîåùí ë êáé åêèåôéêïýò ÷ñüíïõò

åîõðçñÝôçóçò ì, üðïõ ï ÷ñüíïò õðïìïíÞò êÜèå ðåëÜôç ðïõ ðåñéìÝíåé óôçí ïõñÜ (äçë. äåí åîõ-

ðçñåôåßôáé) Ý÷åé ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï í êáé ìüëéò áõôüò óõìðëçñùèåß ï ðåëÜôçò

áíá÷ùñåß. ÁéôéïëïãÞóôå ãéáôß ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ êáôáãñÜöåé ôïí áñéèìü ôùí ðáñü-

íôùí ðåëáôþí åßíáé ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ êáé âñåßôå ôï äéÜãñáììá ñõèìþí

ìåôÜâáóÞò ôçò. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ í = ì, âñåßôå ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ ôïõ áñéèìïý ôùí

ðåëáôþí óôï óýóôçìá (óå óõíå÷Þ ÷ñüíï).

Ëýóç:

Èåùñïýìå {Q(t); t ≥ 0} ôç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ ìåôñÜåé ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôï

óýóôçìá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, t ≥ 0. Ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí åßíáé ôï N0. Èá áðïäåßîïõìå üôé

ç Q(t) äéáèÝôåé ôçí ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá. ÐñÜãìáôé, ðáñáôçñïýìå ðùò áðü êÜèå êáôÜóôáóç n

ìåôáâáßíïõìå óôç êáôÜóôáóç n+1 ìüíï ìå Üöéîç åíüò íÝïõ ðåëÜôç óôï óýóôçìá. Ï ÷ñüíïò ðïõ

áðáéôåßôáé ãéá íá ãßíåé áõôÞ ç ìåôÜâáóç åßíáé åêèåôéêüò ìå ñõèìü ë. Åðßóçò áðü ìéá êáôÜóôáóç

n ìðïñïýìå íá ðÜìå óôçí n − 1 ìå áíá÷þñçóç åíüò ðåëÜôç. ¸íáò ðåëÜôçò áíá÷ùñåß áðü ôï

óýóôçìá åßôå ãéáôß ïëïêëçñþèçêå ç åîõðçñÝôçóç ôïõ, áí åßíáé óå äéáäéêáóßá åîõðçñÝôçóçò, åßôå

ãéáôß áðï÷ùñåß áöïý Ýëçîå ï ÷ñüíïò õðïìïíÞò ôïõ. ÁíáëõôéêÜ:

1 → 0 Ç ìåôÜâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç 1 óôçí êáôÜóôáóç 0 ãßíåôáé ìüíï áí áíá÷ùñÞóåé áðü ôï

óýóôçìá ï ðåëÜôçò ðïõ åîõðçñåôåßôáé, ìåôÜ áðü åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì.

2 → 1 Ç ìåôÜâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç 2 óôçí êáôÜóôáóç 1 ãßíåôáé åßôå áí áíá÷ùñÞóåé áðü ôï

óýóôçìá ï ðåëÜôçò ðïõ åîõðçñåôåßôáé, ìåôÜ áðü åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì, åßôå áí

áíá÷ùñÞóåé áðü ôï óýóôçìá ï ðåëÜôçò óå áíáìïíÞ, ìåôÜ áðï åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ

í. Ôï ãåãïíüò ðïõ êáôáãñÜöåé ç Q(t) èá åßíáé áõôü ðïõ èá óõìâåß óôïí ìéêñüôåñï ÷ñüíï.

Ãíùñßæïõìå ðùò ôï min ô.ì. ðïõ áêïëïõèïýí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ áêïëïõèåß åðßóçò åêèåôéêÞ

êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï ôï Üèñïéóìá ôùí ðáñáìÝôñùí ôùí áñ÷éêþí ô.ì.. ¢ñá ç ìåôÜâáóç

2 → 1 èá ãßíåé óå åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì + í.

3 → 2 Ç ìåôÜâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç 3 óôçí êáôÜóôáóç 2 ãßíåôáé åßôå áí áíá÷ùñÞóåé áðü

ôï óýóôçìá ï ðåëÜôçò ðïõ åîõðçñåôåßôáé, ìåôÜ áðü åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì, åßôå áí

1



áíá÷ùñÞóåé áðü ôï óýóôçìá Ýíáò áðü ôïõò äõï ðåëÜôåò óå áíáìïíÞ- áõôüò ìå ôï ìéêñüôåñï

÷ñüíï õðïìïíÞò- êáé Üñá ìåôÜ áðï åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ 2í. ¢ñá ç ìåôÜâáóç 3 → 2

èá ãßíåé óå åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì + 2í.

n→ n− 1 Ìå ôçí ßäéá óõëëïãéóôéêÞ ç ìåôÜâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç n óôçí êáôÜóôáóç n− 1

ãßíåôáé åßôå áí áíá÷ùñÞóåé áðü ôï óýóôçìá ï ðåëÜôçò ðïõ åîõðçñåôåßôáé, ìåôÜ áðü åêèåôéêü

÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì, åßôå áí áíá÷ùñÞóåé áðü ôï óýóôçìá Ýíáò áðü ôïõò n − 1 ðåëÜôåò

óå áíáìïíÞ- áõôüò ìå ôï ìéêñüôåñï ÷ñüíï õðïìïíÞò- êáé Üñá ìåôÜ áðï åêèåôéêü ÷ñüíï

ðáñáìÝôñïõ (n− 1)í. ¢ñá ç ìåôÜâáóç n→ n− 1 èá ãßíåé óå åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ

ì + (n− 1)í.

ÊáôáóôÜóåéò ×ñüíïò ÌåôÜâáóçò

n→ n+ 1, n ≥ 0 Exp(ë)

n→ n− 1, n ≥ 1 Exp(ì + (n− 1)í)

Óõíåðþò ç Q(t) äéáèÝôåé ôçí ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá. Óôç óõíÝ÷åéá äßíåôáé ôï äéÜãñáììá ñõèìþí

ìåôÜâáóçò (ó÷Þìá 1).
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Figure 1: ÄéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ì = í ôüôå ôï äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò Ý÷åé ôçí äïìÞ ôïõ ó÷Þìáôïò

2. ¢ñá ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá Q(t) åßíáé ìéá äéáäéêáóßá ãÝííçóçò-èáíÜôïõ ìå ñõèìïýò
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Figure 2: ÄéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

ën = ë; ∀n ∈ N0; ìn = nì; ∀n ∈ N: (1)
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Ç ãåíéêÞ óõíèÞêç ýðáñîçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ãßíåôáé

B−1 = 1 +
∞∑
n=1

ë0ë1 · · · ën−1

ì1ì2 · · · ìn

= 1 +
∞∑
n=1

ën

ì2ì · · ·nì

=
∞∑
n=0

(ë=ì)n

n!

= eë=ì = eñ <∞; (2)

ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôïõ ñ = ë=ì. Ç áíôßóôïé÷ç ïñéáêÞ êáôáíïìÞ åßíáé

pn = B
ë0ë1 · · · ën−1

ì1ì2 · · · ìn
= B

(ë=ì)n

n!
(2)
= e−ñ

ñn

n!
; (3)

äçëáäÞ ç êáôáíïìÞ Poisson(ñ).
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