
ÂáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá - ¢óêçóç 5

Íá âñåßôå ôéò óôÜóéìåò êáôáíïìÝò {pn}, {rn} êáé {dn} ôïõ áñéèìïý ðåëáôþí óå óõíå÷Þ ÷ñüíï, óå

óôéãìÝò áößîåùí êáé óå óôéãìÝò áíá÷ùñÞóåùí óå ìéá åõóôáèÞ M=M=1 ïõñÜ ìå ñõèìü áößîåùí

� êáé ñõèìü åîõðçñÝôçóçò �, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá Little êáé ôçí éäéüôçôá PASTA.

Õðüäåéîç: Ãéá ôï óêïðü áõôü èåùñÞóôå ùò \óýóôçìá" ôçí i èÝóç ôïõ óõóôÞìáôïò, äéáäï÷éêÜ

ãéá i = 1; 2; :::.(Óêåöôåßôå ðïéïò åßíáé ï ìÝóïò áñéèìüò ðåëáôþí ðïõ âñßóêåôáé óôçí i èÝóç ôïõ

óõóôÞìáôïò, ðïéïò åßíáé ï ìÝóïò ñõèìüò áößîåùí óôçí i èÝóç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ðïéïò åßíáé ï

ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò åíüò ðåëÜôç ó' áõôÞí).

Ëýóç:

ÈÝôïõìå Q íá åßíáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (pn) ôïõ ðëÞ-

èïõò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá óå óõíå÷Þ ÷ñüíï êáé Q− ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß

óôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (rn) ôïõ ðëÞèïõò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá áìÝóùò ðñéí ôéò óôéãìÝò

áößîåùí. Åðéêåíôñùíüìáóôå óôçí i èÝóç, i = 1; 2; ::: ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ïñßæïõìå

Q(i)= áñéèìüò ðåëáôþí óôçí i èÝóç =





1 áí ç i-ïóôÞ èÝóç åßíáé êáôåéëçììÝíç,

0 äéáöïñåôéêÜ

�(i) = ï ñõèìüò Üöéîçò óôçí i-ïóôÞ èÝóç = ñõèìüò ðåëáôþí ðïõ ðåñíÜíå áðü ôçí i èÝóç =

ñõèìüò Üöéîçò ðåëáôþí ðïõ âñßóêïõí ôïõëÜ÷éóôïí i− 1 ðåëÜôåò êáôÜ ôçí ÜöéîÞ ôïõò, êáé

S(i) = ï ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò åíüò ðåëÜôç óôçí i èÝóç.

Áí èåùñÞóïõìå ùò óýóôçìá ìüíï ôç èÝóç i êáé åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá ôïõ Little, èá Ý÷ïõìå

üôé

E[Q(i)] = �(i)E[S(i)]: (1)

¼ìùò

E[Q(i)] = 0 · P [Q(i) = 0] + 1 · P [Q(i) = 1] = P [Q(i) = 1] = P [Q ≥ i] =
∞∑
n=i

pn: (2)

ÅðéðëÝïí ï ðñáãìáôéêüò ñõèìüò áößîåùí óôç èÝóç i åßíáé

�(i) = � · P [Q− ≥ i− 1] = �
∞∑

n=i−1

rn = �
∞∑

n=i−1

pn; (3)

1



üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá éó÷ýåé ëüãù ôçò éäéüôçôáò PASTA. ÔÝëïò ï ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò åíüò

ðåëÜôç óôç èÝóç i åßíáé ßóïò ìå ôï ÷ñüíï åîõðçñÝôçóçò ôïõ ðñþôïõ ðåëÜôç óôçí ïõñÜ (áõôïý

äçëáäÞ ðïõ åîõðçñåôåßôáé) áöïý ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç áõôÞò ôçò åîõðçñÝôçóçò ï ðåëÜôçò èá

âñåèåß óôç èÝóç i−1. ÁëëÜ áõôüò åßíáé åêèåôéêüò ìå ðáñÜìåôñï � ëüãù ôçò áìíÞìïíçò éäéüôçôáò.

¸ôóé

E[S(i)] =
1

�
: (4)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò (2),(3) êáé (4) óôçí (1) êáé èÝôùíôáò � = �
� ðáßñíïõìå

∞∑
n=i

pn = �
∞∑

n=i−1

pn: (5)

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôç èÝóç i+ 1, ïðüôå èá ðñïêýøåé üôé

∞∑
n=i+1

pn = �
∞∑
n=i

pn: (6)

Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò åîéóþóåéò (5) êáé (6) ðñïêýðôåé pi = �pi−1 = �2pi−2 = · · · = �ip0; i =

0; 1; : : : : ËáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò,
∑∞

i=0 pi = 1, ðïõ äßíåé p0 = 1−�
ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

pi = �i(1− �); i ≥ 0:

Ëüãù ôùí ìåìïíùìÝíùí ìåôáâÜóåùí êáé ôçò éäéüôçôáò PASTA, Ý÷ïõìå üôé pi = ri = di:
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