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1 Πρόλογος

Οι σειρές Fourier είναι το κλειδί στην ιδέα της αποσύνθεσης ενός σήµατος1 σε ηµιτονοειδείς συνι-
στώσες και η χρησιµότητα της περιγραφικής τους δύναµης είναι εντυπωσιακή. Αυτές οι σειρές έχουν
πολλές εφαρµογές στο ϕυσικό κόσµο, συµπεριλαµβανόµενης αυτής της µοντελοποίησης του ήχου.
Οι καθαροί τόνοι2 έχουν συχνότητα και πλάτος, τα οποία καθορίζουν αυτό που ονοµάζουµε pitch (η
ποιότητα ενός ήχου που διέπεται από το ποσοστό των δονήσεων που τον παράγουν), καθώς και τη
δύναµη του ήχου, αντίστοιχα. ΄Ολα αυτά είναι κύµατα, συνεπώς µπορούν να αναπαρασταθούν από η-
µιτονοειδείς εξισώσεις. Οι ήχοι είναι ϕτιαγµένοι από καθαρούς τόνους, συνδυασµένους σε γραµµικούς
συνδυασµούς προκειµένου να δηµιουργήσουν πιο περίπλοκους ήχους, όπως οι συγχορδίες.

Οι παλλόµενες χορδές και τα µεταξύ τους κενά στα όργανα, υπακούουν στην κυµατική εξίσωση.
Η κυµατική εξίσωση, όπως ανακαλύφθηκε από τον D’ Alembert (u(x, t) = 1

2 (f(x + t) + f(x − t)) +
1
2

∫ x+t
x−t g(y)dy) είναι µια διαφορική εξίσωση που εξετάζει τη συµπεριφορά ενός σηµείου της χορδής

ϐάσει αρχικών συνθηκών. ΄Οπως υπέθεσε ο Bernoulli, οι σειρές Fourier αναπαριστούν µια λύση
της κυµατικής εξίσωσης. Αυτό σηµαίνει ότι οι σειρές αυτές µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να
µοντελοποιηθούν τα ηχητικά κύµατα που παράγονται από τις παλλόµενες χορδές και τα µεταξύ τους
κενά.

1.1 Θεµελιώδεις και αρµονικές συχνότητες

΄Οπως προαναφέραµε, το ϐολικό σχετικά µε τις σειρές Fourier είναι ότι µπορούν να «σπάσουν σε
κοµµάτια» τον ήχο µέσω τριγωνοµετρικών συναρτήσεων µε συχνότητες και πλάτη. Αυτές οι συναρτήσεις
είναι οι ϑεµελιώδεις και οι αρµονικές τους. Οι ϑεµελιώδεις συχνότητες µπορούν να αναπαρασταθούν
σαν τον 1ο όρο µετά τη σταθερά a0 στη λύση µέσω σειρών Fourier για την κυµατική εξίσωση, ο οποίος
συνιστά έναν όρο µε ηµίτονο και συνηµίτονο. Μάλιστα, ο ένας από τους 2 όρους µπορεί να είναι µηδέν.
Ο 1ος µη-σταθερός όρος που αναπαριστά τη ϑεµελιώδη είναι ο a1 cosx+ b1 sinx. Παρατηρήστε ότι αν
ο ήχος είναι καθαρός τόνος, οι σειρές Fourier είναι ένα κύµα µε µία συχνότητα, οπότε η ϑεµελιώδης ϑα
είναι η µόνη µη-σταθερά. Η 1η αρµονική µπορεί να αναπαρασταθεί από το 2ο όρο στη σειρά Fourier:
a2 cos 2x + b2 sin 2x κοκ, µέχρι το n-οστό όρο που είναι ο an cosnx + bn sinnx. Οι συντελεστές των
αρµονικών δίνουν το πλάτος κάθε αρµονικής και προσδιορίζουν την τονική ποιότητα, ή αλλιώς το
τέµπο. Εν κατακλείδι, η συχνότητα του ϑεµελιώδους τόνου προσδιορίζει το pitch που ακούµε, και η
αρµονική συνεισφορά, όπως ϕαίνεται από τις σειρές Fourier, προσδιορίζει το τέµπο.

2 Η κυµατική εξίσωση

2.1 Εισαγωγικά

Θέλουµε λοιπόν να ερευνήσουµε πώς µετατρέπονται τα µουσικά σήµατα σε συχνότητες και πλάτη.
Αυτό επιτυγχάνεται µε αυτό που αποκαλούµε µετασχηµατισµό Fourier. Πιο συγκεκριµένα, η ανά-
πτυξή του οφείλεται στην ανάγκη επίλυσης του προβλήµατος της κίνησης µιας αποµονωµένης χορδής
της οποίας τα άκρα είναι στερεωµένα σε 2 σηµεία, πρόβληµα που σχετίζεται άµεσα µε τις παλλόµενες

1Βλ. παράρτηµα
2Καθαρά και απλά ηχητικά κύµατα, που µπορούν να µοντελοποιηθούν από µια τριγωνοµετρική συνάρτηση



χορδές στα όργανα. Η παλλόµενη χορδή ϑα χρησιµοποιηθεί ως ένα περιοδικό σύστηµα µέσω του ο-
ποίου ϑα συνδεθούν οι 2 αναπαραστάσεις των συναρτήσεων: η αναπαράσταση στον τοµέα του χρόνου
και στον τοµέα της συχνότητας.

2.2 Περιγραφή της κυµατικής εξίσωσης

Η κίνηση µιας δονούµενης χορδής ικανοποιεί την εξίσωση

(1)
∂2u

∂x2
=

1

c2
∂2u

∂t2

την οποία καλούµε «η µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση». Μια ϕυσική γενίκευσή της σε d µεταβλητές
είναι η

(2)
∂2u

∂x12
+ · · ·+ ∂2u

∂xd2
=

1

c2
∂2u

∂t2

Για την ακρίβεια, είναι γνωστό ότι στην περίπτωση d = 3 αυτή η εξίσωση προσδιορίζει τη συµπεριφορά
ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στο κενό (µε το c να αντιπροσωπεύει την ταχύτητα του ϕωτός). Επιπλέον,
αυτή η εξίσωση περιγράφει τη διάδοση των ηχητικών κυµάτων, γι΄ αυτό την αποκαλούµε «η d-διάστατη
κυµατική εξίσωση». Η κυµατική εξίσωση επιδέχεται δύο µεθόδους επίλυσησ: είτε µέσω οδευόντων
κυµάτων είτε µέσω της υπέρθεσης στάσιµων κυµάτων. Η πρώτη, αν και απλούστερη και κοµψότερη,
δε δίνει άµεσα πλήρη εικόνα του προβλήµατος, γι΄ αυτό ϑα κάνουµε µια αναφορά στη δεύτερη µέθοδο.

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών και συνοριακών συνθηκών για την κυµατική εξίσωση µε οµογε-
νείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet σε ένα ϕραγµένο διάστηµα:

utt = c2uxx, 0 < x < `, t > 0

u(0, t) = u(`, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 06x6`

ut(x, 0) = ψ(x), 06x6`.

Χωρίζουµε τη Ϲητούµενη u(x, t) σε 2 συναρτήσεις µιας µεταβλητής, δηλαδή ϑέτουµε u(x, t) = f(x)g(t)3.
Παραγωγίζουµε ως προς τη x και µετά ως προς την t µεταβλητή, αντικαθιστούµε στην (1) και διαιρούµε
µε το γινόµενο c2f(x)g(t). Θέτουµε το κάθε µέλος ίσο µε µια σταθερά −λ και λύνουµε το x και το
t πρόβληµα, αντίστοιχα. Το x πρόβληµα (γνωστό και ως πρόβληµα ιδιοτιµών Sturm-Liouville ) έχει
λύσεις της µορφής Fn(x) = sin nπx

` και ιδιοτιµές τις λn = (nπ` )2. Το t πρόβληµα έχει λύσεις της
µορφής Gn(t) = an cos

nπct
` + bn sin

nπct
` . Από τα παραπάνω έχουµε ένα άπειρο πλήθος λύσεων της

µορφής

un(x, t) =
(
an cos

nπct

`
+ bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`
, n ∈ N,

µε αυθαίρετες σταθερές an και bn. Χρησιµοποιώντας την αρχή της υπέρθεσης (λόγω γραµµικότητας
της εξίσωσης) και τις αρχικές συνθήκες καταλήγουµε στην

(3) u(x, t) =

∞∑
n=1

(
an cos

nπct

`
− 1

c
bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`
.

3Η µέθοδος είναι γνωστή ως «χωρισµός µεταβλητών»
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2.3 Κίνηση της χορδής

Μπορούµε να περιγράψουµε την κίνηση µιας χορδής µε το να εστιάσουµε στις ϑέσεις που ϐρίσκονται
κάθε ϕορά τα σηµεία της σχετικά µε το χρόνο. Μοντελοποιείται δε, µε τη γνωστή διαφορική εξίσωση,
την κυµατική εξίσωση, δεδοµένων κάποιων αρχικών συνθηκών. Η λύση της είναι µια συνάρτηση του
χρόνου f(t), γνωστή ως η χρονική αναπαράσταση της κίνησης της χορδής. ΄Εστω τώρα ότι τοποθετούµε
τη χορδή µε τρόπο ώστε να δονείται µόνο στη ϑεµελιώδη αρµονική. Ως γνωστόν, αυτό το µοτίβο
αναπαρίσταται στον τοµέα του χρόνου από µία µόνο ηµιτονοειδή συνάρτηση µε συχνότητα -ας πούµε-
v0. Συνεπώς, η αναπαράσταση του τοµέα της συχνότητας F (v) αυτής της χορδής έχει ένα µόνο άλµα
στο v = v0 µε το ύψος του άλµατος ίσο µε το πλάτος του κύµατος. Αυτό το παράδειγµα ϐοηθάει
στην οπτικοποίηση του τοµέα της συχνότητας, αλλά στην πραγµατικότητα υπάρχουν περισσότερες
από µία συχνότητες. Κατασκευάζουµε λοιπόν τη χρονική αναπαράσταση µέσω άπειρων σειρών αυτών
των αρµονικών ϕτιαγµένων έτσι ώστε να αναπαριστούν την κίνηση της χορδής. Αυτές οι σειρές είναι
οι σειρές Fourier και σε αυτές στηρίζεται ο µετασχηµατισµός Fourier. Μέσω του µετασχηµατισµού
Fourier µπορούµε να ϐρούµε την αναπαράσταση της συχνότητας µιας χορδής από µια συνάρτηση
χρόνου και επειδή είναι αντιστρέψιµος, ο αντίστροφος επιστρέφει µια συνάρτηση χρόνου, δεδοµένης
της συνάρτησης συχνότητας.

Τα µουσικά σήµατα ηχογραφούνται και ακούγονται στον χρονικό τοµέα, αφού περιέχουν την
ένταση του ήχου σαν συνάρτηση του χρόνου. Εντούτοις, τα pitches και κατ¨ επέκταση οι συγχορδίες
αναπαρίστανται από συχνότητες. Ο µετασχηµατισµός Fourier χρησιµοποιείται για να µετασχηµατίσει
το εισερχόµενο - συναρτήσει χρόνου - σήµα σε µια αναπαράσταση συχνότητας που µπορεί να αναλυθεί
για τις εντάσεις συγκεκριµένων pitches. Η σχέση µεταξύ των pitches σε δεδοµένο χρόνο αναλύεται
µετά, ώστε να προσδιοριστεί η συγχορδία που παίζεται. Πρέπει να επισηµανθεί ότι ο µετασχηµατισµός
Fourier πραγµατικών συναρτήσεων µπορεί να αναπαριστά τη συχνότητα σε µιγαδική µορφή.

3 Ο συνεχής µετασχηµατισµός Fourier

Αρχικά ορίζουµε ως ωk τη γωνιακή συχνότητα µέσω της σχέσης της µε τη συνηθισµένη συχνότητα v
ως εξήσ: ωk = 2πkv. Τότε η σχέση µεταξύ της συνάρτησης χρόνου f και της αντίστοιχης συνάρτησης
συχνότητας F ορίζεται ως ο µετασχηµατισµός Fourier:

(4) F (ωk) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−2iπktdt, k ∈ (−∞,∞).

Προσέξτε την παρουσία των ηµιτονοειδών συντελεστών µέσα στη µιγαδική εκθετική eiωt = cosωt +
i sinωt. Από την (4) προκύπτει ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier :

(5) f(t) =

∫ ∞
−∞

F (ωk)e
2iπktdt, k ∈ (−∞,∞).

Πρακτικά, ψηφιακές εφαρµογές απαιτούν το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier,γνωστό ως Discrete
Fourier Transform (DFT).
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4 Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier

Ορµώµενοι από τη συνεχή περίπτωση, ορίζουµε το διακριτό µετασχηµατισµό Fourier για µια διανυ-
σµατική συνάρτηση f ∈ CN ωσ:

(6) Fk ≡
N
2∑

n=−N
2 +1

fne
−i2πnk
N , k = 0, 1, . . . , N − 1

όπου ως fn ορίζουµε τη n-οστή είσοδο της διανυσµατικής συνάρτησης f . ΄Οµοια, ο αντίστροφος DFT
έχει την παρακάτω µορφή:

(7) fk ≡
N
2∑

n=−N
2 +1

Fne
−i2πnk
N , k = 0, 1, . . . , N − 1.

Αν πάλι υποθέσουµε ότι έχουµε Ν σηµεία σε ένα χρονικό διάστηµα µήκους L ξέρουµε4 ότι το ϐήµα
της απόστασης στον τοµέα της συχνότητας πρέπει να είναι vk = kDv = k

L , για k = −L2 +1, . . . , L2 και
εφαρµόζοντάς το στην (6) έχουµε:

(8) Fk ≡
N
2∑

n=−N
2 +1

fne
−i2πnk
N =

N
2∑

n=−N
2 +1

fne
−i2πvkxn = F (v).

5 Φασµατόγραµµα και χρωµόγραµµα

Κοιτώντας στον FFT τα επικαλυπτόµενα χρονικά τµήµατα σε ένα ηχητικό αρχείο, µπορούµε να κατα-
σκευάσουµε το Σύντοµο Μετασχηµατισµό Fourier (Short-Time Fourier Transform-STFT). Κάθε ένας
από τους FFTs στον STFT αποκαλύπτει την αναπαράσταση του συχνοτικού τοµέα ή το ϕάσµα ενός µι-
κρού χρονικού διαστήµατος του εισερχόµενου σήµατος. Συνδυάζοντας όλα αυτά τα χρονικά τµήµατα
µε την κατάλληλη σύνθεση, µπορούµε να κατασκευάσουµε δεδοµένα των εντάσεων των συχνοτήτων µε
την πάροδο του χρόνου. Ο STFT µας επιτρέπει να προσθέσουµε µια χρονική διάσταση στον FFT , το
οποίο µας ϐοηθάει να παρατηρήσουµε πώς ο τοµέας της συχνότητας αλλάζει µε το χρόνο. Αφού οι συ-
χνότητες είνα αντιπροσωπευτικές των pitches , µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα ϕασµατογράµµατα
για να προσδιορίσουµε το αναπαραγόµενο χρώµα του σήµατος σε µια χρονική στιγµή. Η δηµιουργία
αυτών είναι καθοριστική στο να προσδιορίσουµε πώς οι συγχορδίες αλλάζουν τη µουσική. Επιπλέον,
η πληροφορία για το σε ποια οκτάβα ανήκει ο ήχος είναι άσχετη. Προσδιορίζουµε την χρωµατική
ένταση µέσω της συλλογής όλων των εντάσεων µιας νότας ασχέτως της οκτάβας της. Ο αλγόριθµος για
τη συλλογή αυτών των χρωµάτων αναφέρεται ως «χρωµόγραµµα».

5.1 Ερµηνεία του χρωµογράµµατος µέσω πινάκων

Αφού ο DFT είναι το άθροισµα πινακοποιηµένων τιµών, µπορούµε να εκφράσουµε την (8) σε µορφή
πίνακα ως γραµµική εξίσωση: F = Wf , όπου f είναι το διάνυσµα στον τοµέα του χρόνου, F είναι η

4Θεωρούµε δεδοµένους τους ορισµούς µιας δέλτα συνάρτησης, το µετασχηµατισµό Fourier της, καθώς και τη
χρήση µιας ακολουθίας αλµάτων στο DFT της
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έξοδος στον τοµέα της συχνότητας, και W είναι ο αντιστρέψιµος πίνακας

W =


e

−i2π(0)
N e

−i2π(0)
N . . . e

−i2π(0)
N

e
−i2π(0)

N e
−i2π(1)

N . . . e
−i2π(N−1)

N

...
... . . .

...
e

−i2π(0)
N e

−i2π(N−1)
N . . . e

−i2π(N−1)(N−1)
N

 .

Γνωρίζουµε ότι οW είναι αντιστρέψιµος αφού οι στήλες είναι ορθογώνιες. Αφού οW είναι αντιστρέψι-
µος, µπορούµε να εκφράσουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier ωσ: f =W−1F . Βάσει αυτής
της µεθόδου πολλαπλασιασµού πινάκων, µπορούµε να υπολογίσουµε τον DFT σε O(n2) χρόνο όπου
n είναι το µήκος του διανύσµατος εισόδου. Εντούτοις, µε τη δειγµατοποιηµένη (sampled) µουσική,
τα δεδοµένα εισόδου είναι ιδιαίτερα υψηλών διαστάσεων, οπότε και ϑα ϑέλαµε να ϐρούµε µια µέθοδο
που να υπολογίζει τον DFT πολύ πιο γρήγορα.

6 Ο ταχύς µετασχηµατισµός Fourier

6.1 Εισαγωγικά

Το 1965 οι Cooley & Tukey δηµοσίευσαν έναν αλγόριθµο που ϑεµελιωδώς άλλαξε το τοπίο της δια-
δικασίας ψηφιοποίησης σηµάτων. Αξιοποιώντας τις συµµετρίες του DFT, , κατάφεραν να ελαττώσουν
το χρόνο τρεξίµατος των DFT από O(n2) σε O(n log n). Αυτός ο αλγόριθµος είναι ο πρώτος ταχύς
µετασχηµατισµός Fourier ή αλλιώς FFT(Fast Fourier Transform) και ονοµάστηκε έτσι λόγω της αύ-
ξησης της υπολογιστικής ταχύτητας (ϐλ.παράδειγµα - Ενότητα 6.3), ενώ υπάρχει και ο αντίστροφος
µετασχηµατισµός Fourier, o IFFT (Inverse Fast Fourier Transform). Οι DFT,FFT, IFFT γίνανε πολύ
σηµαντικοί σε πολλούς κλάδους, όταν οι µηχανικοί αντελήφθησαν πώς να παίρνουν δείγµατα αρκετά
γρήγορα για να παράγουν αρκετά δεδοµένα ώστε να αναδηµιουργήσουν τον ήχο και άλλα αναλογικά
ϕαινόµενα ψηφιακώς (ϕωτογραφίες, ϱαδιοκύµατα, σεισµογραφικά δεδοµένα κλπ).

΄Ενας FFT ενός σήµατος του χρονικού τοµέα παίρνει τα δείγµατα και µας δίνει ένα νέο σύνολο
αριθµών που αναπαριστούν τις συχνότητες, τα πλάτη και τις ϕάσεις των ηµιτονοειδών κυµάτων που
συνθέτουν τον ήχο που έχουµε αναλύσει.
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Σχήµα 1: Ζώνες Συχνοτήτων

Το σχήµα 1 µας δείχνει τις πρώτες 16 συχνοτικές Ϲώνες µιας τυπικής FFT ανάλυσης, αφού έχει
γίνει η µετατροπή από πραγµατικούς και ϕανταστικούς αριθµούς σε Ϲευγάρια πλάτους - ϕάσης.

6.2 Η εφαρµογή του FFT

Ο τρόπος που δουλεύει ο FFT είναι αρκετά απλός. Ουσιαστικά παίρνει ένα µεγάλο κοµµάτι χρόνου
που ονοµάζεται «πλαίσιο» ή αλλιώς frame (ένας συγκεκριµένος αριθµός δειγµάτων) και ϑεωρεί αυτό το
κοµµάτι σαν µια µοναδική περίοδο µιας επαναλαµβανόµενης κυµατοµορφής. Ο λόγος για τον οποίο
δουλεύει κάτι τέτοιο είναι ότι οι περισσότεροι ήχοι είναι «τοπικά στάσιµοι», εννοώντας ότι πάνω από
κάθε σύντοµη χρονική περίοδο, ο ήχος µοιάζει πραγµατικά σαν µια κανονική επαναλαµβανόµενη
συνάρτηση. Παραθέτουµε στη συνέχεια µια σύντοµη διαδικασία - 3 ϐηµάτων - για την επεξεργασία
των ψηφιακών ήχων.

Θεωρούµε µια συνάρτηση (µπορεί να είναι και περιοδική, όχι όµως υποχρεωτικά) έστω f(t), µε
το παρακάτω γράφηµα:
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Σχήµα 2: Γράφηµα της f(t)

Ας υποθέσουµε ότι ενδιαφερόµαστε µόνο για το τµήµα του γραφήµατος µεταξύ 06t61. Ακολουθεί
ένα γράφηµα της συνάρτησης εκλέπτυνσης5, έστω ω(t), που χρειαζόµαστε να χρησιµοποιήσουµε.
Παρατηρήστε ότι η ω(t) είναι ίση µε 1 µόνο στο διάστηµα 06t61 και µηδέν σε κάθε άλλο διάστηµα.

Σχήµα 3: Γράφηµα της ω(t)

Στο Βήµα 1 χρειάζεται να «εκλεπτύνουµε» τη συνάρτηση. Στο προηγούµενο σχήµα έχουµε σχε-
διάσει αµφότερες τις συναρτήσεις εκλέπτυνσης ω(t) (που είναι µη µηδενική στην περιοχή που µας
ενδιαφέρει και σχεδιασµένη µε έντονη µαύρη γραµµή) και f(t) στο ίδιο σχήµα. Στο επόµενο σχήµα
έχουµε σχεδιάσει τη f(t)ω(t), που είναι η περιοδική συνάρτηση πολλαπλασιασµένη επί τη συνάρτηση
εκλέπτυνσης. Από αυτή την εικόνα, είναι ϕανερό ποιο τµήµα της f(t) µας ενδιαφέρει,

5Μια συνάρτηση εκλέπτυνσης (window function)είναι µια συνάρτηση που έχει µηδενική τιµή εκτός ενός επι-
λεγµένου διαστήµατος
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Σχήµα 4: Γράφηµα της f(t) ∗ ω(t)

το οποίο ϕαίνεται στο σχήµα 5.

Σχήµα 5: Περιορισµός της f(t) στο [0, 1]

Στο Βήµα 2, πρέπει να επεκτείνουµε περιοδικά την f(t)ω(t) σε όλο τον t-άξονα.
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Σχήµα 6: Επέκταση της f(t)ω(t) στον t-άξονα

Τώρα λοιπόν, έχουµε µια περιοδική συνάρτηση και, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Fourier , µπο-
ϱούµε να την αναπαραστήσουµε σαν άθροισµα ηµιτόνων και συνηµιτόνων. Αυτό είναι το Βήµα 3,
όπου χρησιµοποιώντας τον FFT , ϑα ϐρούµε τις ηµιτονοειδείς συνιστώσες αυτής της κυµατοµορφής.
Στη ϑεωρία, ο αριθµός ηµιτονοειδών συνιστωσών είναι άπειρος, αφού δεν υπάρχει όριο στο πόσες
συχνοτικές συνιστώσες µπορεί να έχει ένας ήχος. Πρακτικά ωστόσο, χρειάζεται να περιοριστούµε σε
µερικούς προκαθορισµένους αριθµούς. Αυτό το όριο έχει µια σοβαρή επίδραση στην ακρίβεια της
ανάλυσής µας.

Αυτό που κάνουµε λοιπόν είναι το εξήσ: αντί να ψάχνουµε για το περιεχόµενο της συχνότητας
του ήχου σε όλες τις πιθανές συχνότητες (που είναι απείρως µεγάλος αριθµός - 100.000000001 Hz,
100.000000002 Hz κλπ), κατανέµουµε το ϕάσµα συχνοτήτων σε έναν αριθµό Ϲωνών συχνοτήτων που
ονοµάζουµε bins. Το µέγεθος αυτών των bins είναι καθορισµένο από τον αριθµό των δειγµάτων στο
«πλαίσιο» (frame) της ανάλυσής µας (το χρονικό κοµµάτι που αναφέραµε πιο πάνω). Το πλήθος των
bins δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

(9) qbins =
sframe

2

όπου qbins το πλήθος των bins και sframe το µέγεθος του frame .

6.3 Παράδειγµα

΄Οπως µπορούµε να δούµε στην παρακάτω εικόνα, η ελάττωση στο χρόνο επεξεργασίας είναι ιδιαίτερα
σηµαντική ακόµα και για ένα διάνυσµα εισόδου µήκους 50. Στο παράδειγµά µας, χρησιµοποιούµε
ήχο που έχει δειγµατικές συχνότητες της τάξεως των 11025 Hz. Κατά συνέπεια, σε ένα τραγούδι τριών
λεπτών, υπάρχουν περίπου 2.000.000 σηµεία εισόδου. Σε αυτή την περίπτωση ο O(n log n) FFT
αλγόριθµος, µας παρέχει µια αναπαράσταση της συχνότητας των δεδοµένων µασ:

(10)
n2

n log2 n
=

(2 ∗ 106)2

(2 ∗ 106) log2(2 ∗ 106)
≈100.000

ϕορές γρηγορότερα.
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Σχήµα 7: Γρήγορη σύγκριση των O(n) και O(n log n) ταχυτήτων επεξεργασίας

7 Επίλογος

Σε αυτή την εργασία κάναµε µια πρώτη εισαγωγή στη σχέση µουσικής και µαθηµατικών και την περιο-
ϱίσαµε στον τοµέα της Ανάλυσης Fourier . Επιπρόσθετα, αποκτήσαµε µια εκτίµηση για τις εφαρµογές
της στην κυµατική εξίσωση και την επεξεργασία σήµατος. Τελικά, δείξαµε µέσω παραδειγµάτων, πώς
µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο FFT για τη µετατροπή ενός σήµατος από τον τοµέα του χρόνου στον τοµέα
της συχνότητας.

8 Παράρτηµα

8.1 Ηµιτονοειδής συνάρτηση

Ορίζουµε ως ηµιτονοειδές µια συνάρτηση της µορφήσ: x(t) = A sin(2πvt + φ). ΄Οταν µιλάµε για
ηχητικά σήµατα, ορίζουµε ωσ:

• A = το πλάτος κάθε σήµατος

• v = την ακτινική συχνότητα σε rad /sec
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• 2πv = τη συχνότητα σε Hz

• t = το χρόνο σε δευτερόλεπτα (sec)

• φ = την αρχική ϕάση σε ακτίνια (radians)

• 2πvt+ φ = τη στιγµιαία ϕάση σε ακτίνια (radians)

Οι µετασχηµατισµοί Fourier χτίζονται πάνω σε µιγαδικές ιδιότητες των ηµιτονοειδών που προκύπτουν
από τις ταυτότητες του Euler:

• eiθ = cos θ + i sin θ

• e±i2πvx = cos 2πvx±i sin 2πvx

µε την τελευταία να είναι η πιο συχνά χρησιµοποιούµενη στη διαδικασία επεξεργασίας του ηχητικού
σήµατος.
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