KapnuAeg nmou yepilouv tov Xpo

Anpntpa Atapaviortoudou kat Afjuntpa [Tiditoou

HMepiAnyn

Tepypdgoupe Vo xAaookég ouveyels, 1-1 kat eri ouvaptiosig f @ [0,1] — [0,1]% v
Kaprdn tou Peano kat tv KapruAn tou Lebesgue. Ztn ouvéyeta rieptypadoupie v anoddeiln tou
Yswprpatog twv Hahn kat Mazurkiewicz: 'Eva unioouvolo A tou R™ eivatl ewkoéva piag ouveyxoug
anewovions f : [0,1] — R™ av xat povov av sival oupnayég, OUVEKTIKG Kal aoBeveg TOTIKA
OUVEKTIKO.

1 Ewayoyn

'Eva anod ta onpavikotepa arnoteAéopata oty 101opia 1oV Habnpatikey, mou 8njooievtnKe
10 1878 anod 1ov G. Cantor (1845-1918), ftav ot kaBe dUo nenepaopévng diraotaong Aeieg
roAdarmAdtntes! éxouv, g oUvola, Tov id1o MANBApP11Bpo. o cuykekppéva, £6e1le Ot pmopset
va optotet pa 1-1 kat ertt ouvaptnon f : R — R? mv omoia kat katéypaye.

Auto 10 anotédeopa yévvnoe oAdd epotpata: Eivatl Suvatov va Bpebet pia 1-1 kat erd
ouvdptnon f : [0,1] — [0,1]2 n omoia va eivat xat ouvexrg; Trnv amavinon v £8woe o
E. Netto (1848-1919) 10 1879, anodeikvuoviag neg pla T€Told ouvaptnon sivat mavia pn
ouvexng. Av HEIOOOUNE TI§ ATTAITNOELS Bag apapoviag Vv urdbeon ou n f eival 1-1 tote
eivat Suvaté va Bpovpe pa f : R — R? 1 wobvvapa f : [0,1] — [0, 1]? eri kat ouvexry; O
pabnuatikog G. Peano kataokevaoce 1o 1890 pa t€tola ouvaptnon. Zhpepd, AMEKOVIOELG
pe 1g napandve 1619tnteg ovopddovial KapmuAeg mou yepidouv 1o xwpo 1) kaprnuleg Peano.
‘AMAa apadeiypata t€towwv anekovioeov §00nkav ano toug D. Hilbert (1891), E. H. Moore
(1900), H. Lebesgue (1904), W. Sierpinski (1912), G. Pélya (1913) kat dAAoug.

Me 10 [0, 1]? va amotedei ouvexr) eikéva tou [0, 1] mpoéxuye 10 {WNPA KATE A6 TOEG
npoUrobéoelg éva uroouvolo tou R eivat ouvexng ewkova evog daotrpatog tou R. To
1908, o A. Schoenflies Bprjke €éva Kpitriplo, TO OO0 UIIOPOUOCE VA £PAPIIOCTEL POVO OV
nepinoon wu R2. H nepattépe pedétn autoly ToU ep@TAIATOS O8NYIOE OtV TOMMOAOYIKI)
€Vvold NG TOINKIG OUVEKTIKOTNTAG, Katl 1o 1913 ot H. Hann kat S. Mazurkiewicz £¢6woav
MArpn andvinor, o évag avesaptnta ard tov dAdov: éva oUvolo eival CUVeEXTG E1IKOVA EVOG
€UBUYpPAPIOU TUNPATOS AV KAl POVO av €ival OUPIIAyYES, OUVEKTIKO KAl TOIMKA OUVEKTIKO.
MdAiota, 10 KPtjp1o auvto dev meplopidetat ota urtoouvoda tou R™, aAAd woxvet yevikotepa
yla kdBe xopo Hausdorft.

! Aeieg OAAAAGTITEG OVOIAZOUIE TOUG XGPOUS TIoU 101douv TormKda Je Karowv Eukdeideto xdpo R™.



Epeig 9a peAetrjooupe v Kapmmuldn tou Peano yia v 10top1kn g onpaocia, kKabwg Kat
éva avtiotoryo rapddeiypa KapmuAng, auto tou Lebesgue, mou oyxetidetal appnkra pe wmyv
arodegn tou dewprpartog wwv Hann-Mazurkiewicz. £1o dsUtepo pépog tng epyaociag divoupe
Vv anodedn tou Sewprpatog twv Hann-Mazurkiewicz.

2 KapnulAeg nouv yepilouv 1o X®po

2.1 H rapnuAn tou Peano

O Peano 6ptoe piia anewévion f, © [0, 1] — [0, 112 xpnowornowdviag tov tedeoty ktj :== 2—t;,
tj =0,1,2, og edno:

(1) f»(0 s titatsts . ) =(0 ; ty (K'2t3) (k"2 45) ..., 0 ; (K"t (KM isty ),

orou kY =koko-- ok, v-gopég.

AnoSekvuetal 0Tt 1] AMEIKOVION] AUTH €ival KAA®G Oplopévr), €l Kat ouvexng. ®a axo-
Aoubnoet pia evaAAaKTIKY) EPypadr) TG KAPIUAnG, 0rou Kat 9a arnodei oy o1 mapandve
1d101ntes.

[TapoAo rou o Peano rtav autdg mou avakKAAUWe TV NPT KAPITUAL TIoU YepRidel to
X®po, o pabnuatikog D. Hilbert (1862-1943) ntav o npwtog rou Swamtiotwos to 1891 v
UIapdn Jag YeVIKAG YEORETPIKNG 81ad1kaoiag rmou ermrpernet v KAtaoKeUr| 1iag 0AOKANPNG
O1KOYEVELQG KAPTTUAGV ITOU YeRi{oUV 10 X®PO.

H 8wadwkaocia auvtr) Baocigotav otov e§r)g ouAAOy1op0: av eival epikto va Ppebel ouvexng
kat eri arneovion and 1o dwdotnua [0,1] oto [0,1]2, téte - xepioviag 1 [0,1] oe 4 ica
urnodaotjpata kat to [0, 1]2 oe 4 ioa terpaymva - kaBe €va and avtd ta unodiaotrpata
ATEIKOVI¢ETal OUVEX®MG Kal 1Tl 0€ €va aro ta unoterpayova. EnavalapBavoviag ) Stadikacia
en” dnetpov, ta [0, 1] xat [0, 1]? xepidovrat oe 22" {oa Siactipata Kat tetpdyeva avriotoiyda.
O D. Hilbert uriédeie nwg ta umotetpdymva puropouyv va SieubetnBouv pe 11010 TpOrio ote :

(a) 8ladoyxika Sractrpata va aneikovi¢ovial 0 YEITOVIKA TETPAY®OVA HE Pia MAEUPA Kovr,
Kat

(B) ot oxéoeig eykAeiopou va dratnpouvial (dnAadr), av éva daotnpa avuotoiyel oe €va
TETPAY®VO TOTE Ta UIOd1aoThaTd TOU IP®TOU AVIIOTOLX0UV OTd UTOTETPAY®VA ToU SeU-
TEPOU).



The Hilbert Curve

First Order Second Order Third Order
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Zxnua 1: KaprmuAn tou Hilbert

Auto unodnAovel MG KAt AAAeg KAPITUAEG MOU yePRi{ouv 10 X®PO HITOPOUV vad IIPOKUYOUV
ano v 161a yeviky) dadikaoia, debopévou ot €va eninedo oxrpa propet va diapebet oe pia
oglpa ano aviiypada.

Hapatfpnon 2.1. l'evikdtepa, 0Tl KAPMUAeg mou yepidouv to xwpo dev egetdloupe povo
v mepirmeon orou 1 ewkoéva tou [0, 1] eivat 1o [0, 1]? aAdd kat oro1081mote UMOGUVOAO TOU
R? pe 9sukod niepiexodpevo Jordan (6rjAadm, plywvo, mapadAndoypappo kAm. 'Etol Aowuov,
eve bev €xoupe kapia evbedn yeopetpikng eppnveiag arnod tov Peano, o Hilbert gaivetat va
EUIVEUOTNKE TNV Maparndve dadikacia napatnpoviag ta egho:

Zupogova pe v (1) Exoupe ot
fp(O 3 00t3t4t5 . ) = (O 3 0525354 e ,0 3 07]2773174 . .),

10 oroio onpaivel ou 1o draotpa [0, 1/9] anewovitetat oto tetpdyevo 1 6neg eaivetat oty
MapaxkaIe eikova. Me tov 1610 1poro, 1

fp(0 ; Oltstats .. ) =1(0 ; 0656584 -+, 0 ; Inonfsmy - . )

dnAovet 6t to Sraotpa [1/9,2/9] anewkovidetat oto tetpdyevo 2. Enavadapbavoviag tyv i61a

dwadikaoia PAéroupe o1 1o Sraotnpa [%, %} ,7 =12 ...,9 anewkovifetatl oto 1eTpAy®Vo j.
3 4 9
2 5 2

Zxnpa 2: H anewkovion tou Peano



'Eto1 Aoutov, propouie va dpoupe v KapmnuArn tou Peano pe pia enayoyikn diadikaoi-
a, 6rou oto n-00to Pripa xepitoune to [0, 1] oe 32" {oa unodiactApata Kat Ta aretkovioupe
ota 3?" UMoTETPAY®VA e TNV OEPA TIOU UTOBEIKVUETAL OTO MOPEVO oXua (yia n = 1,2 kat

3):

3 iterations of a Peano curve construction, whose limit iz a space-filing curve.

Zxnua 3: Te®PETpIKY KATAOKEUN 1§ KAUIuAng tou Peano

Eivatl evkodo va doupe o1l kavorolouvial ot anattroelg (a) kat (B) ng mponyoupevng
yevikng pebodou.

Opigetat £tot pa akodouBia cuvaptioeav f, : [0,1] — [0,1]2, émou xdBe f, eivat ja
OUVEXHS OUVAPTNON Kal KAO®G IIPOX®PALLE «€pX0VIAl OAOEVA KAl IO KOVIA» (BAfre nmapandave

f1, fa, f3).

Afppa 2.2. a kaden, m > N gyouvue

sup |fu(@) — fin(z)| < V2.9~ mintnm],
xz€[0,1]

Q¢ ek ToUTOU, N [, OUYKALVEL OpOIdUOPPa o€ wa ovvdptnon f : [0,1] — [0, 1]2.

Anobeiln. Xaopig neploplopd g YEVIKOTTAG UITopoUne va urnoBéooupe ot n > m. a va
ndpe anod my f, oy fp, poronoovpe KatdAAnia my f, péoa oe kaOe éva anod ta 327
Terpaywva. Ze Kabe terpaywmvo 1 andotaocrn petaiu 6Uo onueiov eival 1o oAUy 0oo KAt to
pnxog g daywviou, dniadn V297, O

H f:[0,1] — [0,1]? mou ivetat ané mv f(z) = limy, e fn(7) eival n kapmuAn Peano.
H ouvéxela g f mpoxuriel and v opoldopopdn cUyKA10T Kal T0 YEYOVOG OTL ol f,, gival
ouvexelg ouvaptnoelg, oUPPGVA PE TO EMOpevo dewpnpa :

@cmpnpa 2.3. 'Eow (f,) akofloudia ouvexwv ovvaptioeov f, : [0, 1] — [0, 1]™ mou ouykAi-
vet opowduoppa oy f. Tote, n f(z) = lim, o0 fn () ivar ovvexrg.

Anobeln. 'Eow xg € [0,1] xate > 0. ®édoupe va Bpoupe § > 0 tétoo wote: av |z — xo| < 0
wre |f(z) — f(zo)| <e.



AQoU f, — f opoidpopda, undpxet QUOIKOG ng 1éto106 Oote || fr, — flloo < §. H fr, eivar
OUVEXNG, Apa etval CUVEXAG OTO Xy. ZUVENQG, urtdpxet 0 > 0 tétoto dote: av |z — xo| < J Wte
| fro (%) = fro(z0)| < §. Tote, yia xGBe € (x0 — 0, 20 + J) €xoupe

[f (@) = f@o)| < [f(2) = fo (@)] + | fng (2) = Fino (20)[ + [ frg (x0) — f(0)]|
< \ f = Frolloo =+ [fno (€) = frg (20)[ + [ frg = flloo

3 3 3

Yuvenwg, 1 f elval ouvexng oto xg. O

Taopa, beixvoupe ot n f eivatl end:
Anobeiln. Tlapatnpoupe 0Tl 1 N-00Tr) KAPUMUAL f, mepva péoca amo ta KEvipa OA@V TV 32n
teTpayovev. Qg ek toutou, KaPe z = (z,y) € [0, 1]? anéxet and xdmoto onpeio f,(uy,) oty

€1KOVA G frn, AMOOTACT PIKPOTEPT] ATIO £3 . &nAadn

@3—2”‘

2 = falun)ll < ¥

[Tepvaviag oe urtakoAoubia priopovpe va urobéooupe ot kanowa us, — u € [0, 1]. Ano my
Op010110pd1 CUYKALOL £€XOUPE

1f (u) = 2[| < [[f (w) = fus) |+ [1f (ws,) = Fon (s, + [ fs (us,,) = 2
|f(u) = flus )+ 11 = fsnlloo + [ fsn (us,,) — 2|
v2

—28n
5 3 — 0,

<|
<|
<If () = flus,)l| + V2372

A6Y® g ouvEXElag TG f 010 u. TUVEN®G, 10 2 = (', y) avhKel otV KA1t K1 G £1KOVAG
mg f.

'Onwg 9a 6ovpe KAt MAPAKATE, 1] £IKOVA CUHUIIAYOUS CUVOAOU HE0® H1ag OUVEXOUS OU-
vaptnong eivat kAewoto ovvodo. Etot, tedikd, 10 (z,y) avrkel oty eikova g f. O

2.2 H rapnuln tou Lebesgue

O oplopog g KapmuAng tou Lebesgue Paociletal oto ouvodo tou Cantor, 1o oroio eivat to
ouvodo v = € [0,1] mou €xouv pradiké avdartuypa oto oroio dev eppavidetat to yneio
1. Tewpetpikd, 1o ouvodo tou Cantor rpoxurtetl og e§fo: Opioupe Cy = [0,1] ka1 C; =
[0, %] U [%, 1] . Zuveyidoupe pe tov 1610 Tporo, dnAadn xwpitoups kabe Siaotnua tou C ot tpia
ioa unodlaotrpata Kat adpaipoupe To avolkto peoaio diaotnpa. EnavalapBdavoviag autr) 1
dadikaoia, maipvoupe pia @Oivouca akoroubia Cp,, n = 0,1,2,... KALI0TOV UTOCUVOAGV
wou [0,1]. Kabe C), etvat n évaon 2" xAelotov Eévov dactpdteov phxkoug 1/3". To cuvodo
C = ﬂzozl C,, ovopddetal ouvodo Cantor kat eivatl téAe1o ouvodo dnAadn eival KA£10to Kat

5



KAaBe onpeio tou eival onueio cuoowpeuong. EmmAéov, eival kat oupnayég og KAE10To Kat
@paypévo urtoouvodo tou R.
O Lebesgue o6pioe pia ouvapton £ : C — [0,1]? eg e&no:

2(0 ; (2a1)(2a2)(2a3) ...) = (0 ;010305 - ., 0 ; 020406 - ).
Npétaon 2.4. H/ sivar eni ou [0, 1]2.

Anobeln. Eowwp € [0, 1]2. Tote, 01 oUVIETAYHPEVEG TOU P PITOPOUV vd EKPPACTOUV OT0 SUadIKO
ouotpa ©g eENo:
p = (Oéalagag...,Oéblbzby,...).

Av Sewpriooupe 10 t = 0:}, (2a1)(2b1)(2a2)(2bg) . . ., BAéroupe ou f(t) = p. O

IIpdétaon 2.5. H / sivat ovvexrg.

Anobeifn. @a bei§oupe du av |y — x| < 32,1% 101e

o I6w) — ) < 2.

[paypat, av |y — z| < 32,1% 10Te Ta rpoTa 2n padikd ynola wv z,y da eivat ida. 'Etot
ta rpeta n duadika yneia tv ouvietaypévey tov £(x), £(y) Sa eivat idia, apa xkatadnyoupe
010 oupIépacya. O

O Lebesgue enéxtetve auty tn ouvaptnon oe 6Ao 1o [0, 1] 9¢toviag £(z) = ¢(z) av z € C,

Kat
X

) = (€(bn) — ban)) p—o= + Ulan)

avx € (an,by) C [0,1]\ C, 6rou (a,, by,) eivat ta avoiktd Siactpata rou agapédnkav oty
KATAOKEUT] ToU ouvolou Cantor.

IIpotaon 2.6. H { eivau emi, Kadag¢ n ¢ elvar emi, kKai eivat ouvexng.

Amnobeiln. H { ivan ouvexnig ota Staotpata (ay, b, ) agou sivat ypappikr). Mévet va deifoupe
1 ouvéxela ota onpeia tou C. Kabwg to C sival 1A£10 0UVoAo, UMIAPXOUV TPELS MEPIITIOCELD:

(i) To x va eival onpeio cucompeuong aro degi1d.
(ii) To x va eivat onpeio cucompeuong and apiotepd.

(iii) To x va eival onueio CUCCHPEUOTG KAl Ao TG U0 TTAEUPES.



Apxkel va acxoAnBoupe pe v npotn nepimtoon. E@ocov 1o x eival onpeio ouocoopsuong
aro 8e8id, 9a eivat 1o 6e&i akpo karowou avoiktou Sactpatog (an,b,) mou apaipédbnke
Kata v kataokevr] tou C. 'Exoupe e§aodpalioest ) ouvéxela anod ta apiotepd Kabog 1 l
eival ypappikn ekel. Ocwpoupe 0 < § < W% ka1 z < y pe |y — x| < 6. Tote:

(@) Avy € C t6te
12(y) = £()]| = [I£(y) — ()] < \2/3

ouppmva pe tmy (2).

B) Avy € [0,1]\ C wte y € (an,bn) = (a,b) pe x < a < b < x + J Kat teAka

i) ~ i)l = (0 - o) I =2 + tt@) ~ 1)
1

< 5= (I6@) = @)l - (y = a) + [I£a) = L)l - (b= v))

1 V2 V2
Sy mWoetbmy=op

Zuvenag, 1 ell sivar OUVEXNS OTO 7. O
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Zxnua 4: Ot 1peig p®eg IPOoEYYioelg TG KapmuAng tou Lebesgue

3 To 9=swpnpa Hahn-Mazurkiewicz

'Oneg avapépdnke xat oty ewayeyn, pe 1o [0,1]? va arnotedei ouvexn ewéva tou [0, 1]
TIPOEKUYE TO EPAOTNHA ITOIEG OUVONKEG ATIAITOUVIAL TIPOKEIPEVOU €va oUVOAo va Bpebel otn
9¢on tou [0, 1]2. To 1908 o pabnpatikog A. Schoenflies Siatuniwoe €vav xapaxkinpiopo yua
T€T010 OUVOAd TOU adopd OP®S HOvo urtoouvoda tou EuxAeibeiou srumédou. Ot H. Hahn
kat S. Mazurkiewicz 1o 1913, oe ave§dptnteg pedéteg, KatAniav oe évav 0AOKANPOHREVO
Xapaxtnpopod yia vrroouvoia tou R” rou propet va enexktabel kat o yevikOtePOUg XWOPOUS.
AmoteA0U0E OUOCLACTIKA P1d YEVIKEUOT] NG KATAOKEUNG TG KAPmuAng Lebesgue. Ta otoxeia
[OU £Kavav pia T€T01a Kataokeun epikt) frav dvo. Ipotov, to [0, 1]2 propei va SewpnOet



®G OUVEXNG £1KOva Tou ouvolou Cantor kat dsutepov, eival duvatr 1 €MEKTACT AUTAS NG
ouvexoug areikoviong aro to C' oe 0AdkAnpo to [0, 1].

O F. Hausdorff anédeie 6t1 kdOe oupriayeég oUvoAo eival CUVEXTG EIKOVA TOU GUVOAOU
Cantor. 'Opeg n oupnayetla ev kab1otd éva ouvodo ouvexr) eikova tou [0, 1] kabwg §vo axko-
pa ouvbrkeg sival avaykaieg onwg Sa SoUpe: 1 CUVEKTIKOTNTA KAl 1) TOTTKI] OUVEKTIKOTTA
(Hahn-Mazurkiewicz). TéAog, o Hahn, pe ) oupBoAn tng pabnipiag tou Marie Torhorst,
£8e1€e TG 0 Tapanave anotédeopa otov R?, ouykekpipéva, eivatl 10o8uvano e tov xapa-
Ktnplopo tou Schoenflies.

Ia va ouveyiooupe, Sa XpelaotoUpe KATOlEG Paoikeg €vvoleg KAl Sempnpata.

Opiopog 3.1. 'Eva A C R"™ ovopdletat ovumayég av kabe avoiktr] 1ou kKaAuyrn, &nladr
KABe owkoyévela avoktov ouvodev (U;) ey ttowa oote A C e U; éxer pla nmenepaopévn
vnokaAvyn {U;,,Uj,, ..., Uj, } pe A C U§:1 Uj,.

Arodeikvuetat o1, 100duvapa, éva A C R™ eivat oupnayég av kaBe akodoubia () oto A
éxel urtakodoubia (z, ) ou ouykAivel oe karow a € A.

Ocopnpa 3.2. 'Eva A C R"” sivar ouumayég av kat uovo av eivai KA1010 kat goayucvo (énetat
aueoa ano 10 Oswpnua tov Bolzano-Weierstrass).

O@zopnpa 3.3. Avn f : A — R” givat ovveyric kat 1o A eivar ovunayég unoovvoo tou R™
w0te 10 f(A) elvar oupmayég.

Anobeln. 'Eoww (y,) axodoubia oto f(A). Twa xabe y, undpxet x, ow A: y, = f(x,).
[Maipvoupe €tot akodoubBia (z,) oto A kat adpou 10 A eival ouprnayég undpyet urakoloudbia
(xk, ) Tou ouykAivel oe kanoto zp € A. H f eivat ouvexng, dpa arno mv apxr) mg petapopds
Yk, = f(zk,) = f(zo) € f(A). H (yn) €xer Aoutdv urakoAoubia mou ouyxAivel oe onpeio
wu f(A). Apa, 10 f(A) eivat oupnayég. O

Opiopdg 3.4. 'Eva A C R™ ovopddetal ovvekiiko av dev untdpyouv avoikta ouvoda U, V C
R™ tétowa wote:

() UNA#Drar VN A
i (UNA)U(VNA) =A.
(i) (UNA)N(VNA)=0.

O opilopodg avadiatuniovetal og e€no: éva A C R™ sival cuvektuko av kat povo av dsv urdp-
XOUv urtoouvodd tou X kat Y avoiktd oto A, pe tig e§ng 616tntes: A = X UY, X # 0,
Y #0 ka1 X NY = 0.(Apkei va 9¢coupe X = U NA ka1 Y =V N A).

O@copnpa 3.5. Avn f : A = R" givat ovveyr¢ kat 1o A eivar ovvektiko vrnoovvoio tou R™
10te 10 f(A) elvar ouvektiko.



Anobeln. 'Eoww ot o f(A) dev eival ouvekuko. Téte unapyouv avowkta U, V' C R™ tétowa
oote: UNF(A)#D, VN f(A) #£0,(UNfA))UVNFA) = f(A) xa (UN fA)N(VN
f(A)) = 0. Agou épeg n f eivar ouvexig t6te ta ovvoda Q = fH(U), U = f~HV) eivar
avoiktd urocuvoda tou A kat éxouv tig 1616ttes: A = XUY, X #0,Y #0xart X NY = (),
6ndadr to A sival pn ouvekuko pe Bdon v avadlatinworn tou oplopou. ‘ATOIo arno Tty
uroBeon. O

Ocpnpa 3.6. 'Eva A C R sivar ovvektikd av kar uévo av eivat siaotnua.

Anobeln. (<) Eow A 8idompa 1o onoio eivat pn ouvekuko. Tote UMApXOUV avoiktd
U,V C R nou wavorowuy ug oxéoeig UNA £ D, VNA#D, (UNA) UV NA) = Akal
(UNA)N(VNA) = 0. Xepis BA&BN g yevikotntag éoto a € ANU karb € ANV. Epocov 1o
A eivar draotpa, yua kabe t € [a, b] éxoupe dut € A. @croupe T = {t € [a,b] : t € ANU}.To
T # 0 ywati a € T kat etvat gpaypévo. ‘Eote tyg = sup T € [a, b].

‘Eoww 6ttty € ANV. To V eivat avoiktd ouvodo apa unidpyet § > 0 tétowo oote (tg—d, tg] C
ANV. Ao tov oplopo tou £y Kal ano tov Xapakeopd tou supremum vrapxett € ANU,
a <t < btérow wote tyg — 6 < t < ty. 'Etor 9a éxoupe dut € (ANU)N(ANV) = (). Atoro.

Eow o tg € ANU. To U eivat avoikto xkat b > ty, apa vrdpxet § > 0 téroo oote
[to,to + ) C ANU. ‘Atoro, arnod tov optopd tou ty.

‘Etot Aowtdv Bprkape a < tog < bpetg ¢ (ANU)U(ANV) = A. Atoro.

(=) Eow A ouvektiko6 urtoouvoro tou R mou dev eivat 8idotnpa. Tote vrapxouv a,b € A
katz ¢ Apea < z < b. @ewpovpetacvvodal = {zr e R:z <z} ralV ={r € R:z > z}.
IMapatnpnote 6tta € U xatb € V. Ta U, V eivat avoiktd kat woxvouv UNA # (), VN A # (),
(UNA)U(VNA) =Axa (UNA)N(VNA) = (. Aroro. O

Mropoupe topa va dwcoupe v arodedn tou Sewprjpatog tou Netto.

@cdpnpa 3.7 (Netto). Mia ovveyric kai emi ouvaptnon f : [0,1] — [0, 1]? ev umopei va sivar
1-—1.

Anobeifn. 'Eoww 6un f eivar 1 — 1. Tdéte 9a undpyet n f 1 = g xat 9a eivat ouvexrg (Gpa n
f elvat opolopopiondg): ‘Eote A éva xkAeloto urioouvodo tou [0, 1]. Egdoov eivatl ppaypévo,
9a eivat ouprnayég. ‘Exoupe 6t f(A) = g !1(A) xat 611 kaBe ouvexng ouvdptnon otéAvet
ouprayr ouvola ot cuprayy ouvoda. Kabe cupnayég uroouvolro tou [0, 1]2 eivat kAe1oto.
Et0t, 1 £1K6Va KAE10TOU GUVOAOU 10w TS ¢ 9a eival KAE10TO 0UVOAO Kat TeAKA SouAevo-
VIag JE CUPIMANp®HAtd, 1) £lIKova avolktou Ja eival avolkto ouvodo. Apa 1 g eivatl ouvexng.
O opotlopopdiopog diatnpel vV CUVEKTIKOTNTA, OTIOG ATIOOEIXTNKE Maparnave. Atadéyoupe
éva y € [0,1]? této0 dote f~(y) = o xar x € (0,1). Téte o mepropropdg g f~! ard 1o
[0,1]%\ {y} oo [0, 2) U (, 1] eivat ouvexrig Kat ameikovilel ouvekTikd GUVOAO OF 11 CUVEKTIKOG
ouvolo. ‘Atorio. O

To Secdpnpa autd aredeixdn 1o 1927 and tov Hausdorff kat to 1928, ave§aptnta, amno
tov Alexandroff.



O@sopnpa 3.8 (Hausdorff). Kade ouunaysg unoovvoio tou R™ givar ovvexrg eucdva tou ou-
vojlou Cantor.

Anobeln. 'Eoww A C R" oupnayég kat €é0to 1 kKdAuyr tou mou divetat aro ug B(a, 1),
a € A. AnAabdyy, 9swpoupe v KAAuyn

Ac | B(a,1).

acA
AOye g ouprayeiag tou A undpyet nenepacpévn UoKAAuyn

2™

AC | B(ai, 1),
i=1

orou ernavalapBavoupe otolxeia g KAAUWng av givat anapaitnto OOTE T0 OUVOAIKO TOU
nAn0og va YewpnOel Suvaun tou 2.
Ta ka0 i Sewpoupe o A; = B(a;, 1) N A, 6rnou B(z, d) sivat n kAelow) pridda pe KEvipo
Z Katl aktiva §, Kat raipvoupe v KaAuyn
A4 < |J Bla1y2).
aGB(ai,l)ﬁA
2

Mriopoupe TdAl, va mepdcoupe o untokaduyelg A; C Uj
ave§aptnrog aro o ¢ = 1,...,2", @étoupe

:21 B(aij,1/2), 6rou o ny eivai

Ai,j = E(am, 1/2) N E(ai, 1) N A,

Kat ouveyiloupe autnyv v dadikaoia, vnodumdaciadoviag v aktiva TV Pnalov oe Kabe

Brpa.
[Mapatpoupe 6t yia kabe ermdoyr) dektov 1 < kg < 2

"s s > 1, n akoAouBia

Ay Ak kos oo r Aki ko oy - - -

etvat @Bivouoa. Apou ot S1apPETpol AUtV TV ouvoArv @Bivouv oto 0 €xoupe

[o¢]
M Ak b b = fa}
m=1

yla kanowo a € A. Apou kaBe onpeio tou A, yla kaBe m = 1, avijkel 0g KATIO0 A0 Ta OUVOAQ

Ak ko,... km» OAQ Ta Oonpeia 10U A IPOKUMTTIOUV OG TOHES TETOIOV POIVOUCHV AKOAOUBIHV.
Mriopoupe va avtiotoryicoupe kabe akodoubia {a;}72, mou éxet 6poug 0 1) 1 o pia ako-

Aoubia apOpov 1 < ky, < 2" w6 e€no: yia kabe m 9étoupe k,y, = Z?gl aj+n1+...+nm7123*1 €
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{1,...,2"m}. Me Bdon autiv uv avtotoixion, Kat 1o [ponyoupevo oxfipa KaAuyeav, opi-
foupe f: C' = A wg €gjo:

(0.)
f(O3 (2a1)(2a2)(2a3) ...) = to povadikd onpeio tou ﬂ Al g o -

m=1

ATo v Iponyounevn rapatrpnon, n f eivat emi tou A. Mropoupe va dsi§oupe ot sivatl kat
ouvexfio: av |y — z| < 371% 101e Ta npwta 1 Yyndia ota tpradika avartiypata 1oV T Kat Y
ouurlinIouv. OempPoupie M TET010V WOTE

ni+mng+---+n, Sn<ng+nz+cc+ Nyt Npgr

Tote, ta f(x) kat f(y) aviikouv kat ta 8Yo oo Ay, k... k,.. TO OIOI0 £Xe1 BIAPETPO MIKPOTEPT
ano Qm% Apa, || f(y) — f(z)] < Qm% Apa, yia 600év € > 0 eruAéyoupe Tip@ta M TETO10
Wote 27,%2 < £ KAt Katormv n = ny +ne + -+ - - 4+ Ny, Kat 9éroviag § = 3"% eCaopadiloupe o1
av [ — g < b e [|f(y) — F(z)] < e. 0

TMa v Slatineon kat v anode§n tou Sewpnpatog Hahn-Mazurkiewicz 9a xpeiaotoupe
S1aPopeg mapardayég g €vvolag TG CUVEKTIKOTNTAG.

Opiopog 3.9. 'Eva A C R" ovopddetatl tomuca ouvekttko av yua kabe a € A xat yla kabe
avoiytr) rieploxr) U tou a oto A, unidpyet ouvektikr nieploxr) V' C U tou a.

Oplopog 3.10. 'Eotw A C R™. 'Eva £ C A ovopddetat ovvektikn ovviotwoa tou A av eivat
N KEVO HEYIOTIKO GUVEKTIKO UIOoUVoAo tou A, 6nAadhy av yia kabs cuvektiké ouvodo E; pe
E CFEy C Awyvar E = F.

Hapatnprosig 3.11. (a) Kabe ouvektikr) cuvictmoa sival KAe1oto ouvodo (yiatiavto £ C A
elval oOuveKTIKO TOTe Kal 10 F eival ouvektiko).

(B) Av 10 A &ival avolkto TOTE 01 CUVEKTIKEG OUVIOTMOEG TOU £ival avolktd cUVoAd.

Oplopog 3.12. 'Eva A C R” ovopddetal acdevwg tomikd ouvekitko av yia kabe a € A kat
yia kaBe avoytr) mieploxr) U C A tou a, unidpyet avoixtyy rieproxry V' C U tou a tétoa oote
av x € V 16t ta x, a aviikouv otny i61a ouvektiky ouviotwoa tou U.

Eikdtepa: yua kabe a € A xat yua kdBe 7 > 0 undpyet 0 < € < 1 1€1010 HOTE AV
x € B(a,¢) t01€ 1a &, a avhrouv otnv idia ouvektiky ouviotwoa tou A N B(a,n).

Afppa 3.13. 'Eva A C R" elvar acdeva¢ tomikd ouvekiikd av kat uovo av ivat 1omikd
OUVEKTIKO.

Anobeiln. (<=) lpogpavég anod opiopo.

(=) Apxel va deifoupe 611 01 CUVEKTIKEG OUVIOTOOEG OAGV TOV AVOIXTGOV UTIOOUVOAGV TOU
A eivar avoixtd ovvoda. 'Eotw U C A avowktd. 'Eoww C' jpiia OUVEKTIKI] OUVIOTOOA TOU
U, ¢otw ¢ € C xat éotw U, C U ma avoiytr) meploxr] ou ¢. Ady® g acBevoug TOTiKAG
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ouvekuKOtTag urndpyet avorty nepoxy Ve C U tou ¢ tétowa ote av x € V. tdte ta ¢,z
avrkouv otV i61a ouvektikn) ouvictwoa tou U.. E1dikdtepa, ta ¢, x avirouv oto C. Tote
V. C C, 6nAadr) to C gival avoixtd. Topa pmopoupe va mapoupe yia V' otov oplopo )
OUVEKTIKY] ouviotwod tou U mou mepiéxet 1o a. O

Hapatfpnon 3.14. I[Tapodo mou 1 acOevg TOIMKY CUVEKTIKOTNTA £ival 1008Uuvapn €vvola
H€ auT)V 1§ TOTUKHG OUVEKTIKOTNTAG, 1] ACOEVHG TOTIKY] CUVEKTIKOTHTA O¢ onpeio dev ouve-
TIAYETAl TOITIKI] OUVEKTIKOTNTA OTO Onpeio auto.

Opiopdg 3.15. 'Eva A C R™ ovopddetatl opotduoppa acdevwg 1omikKd OUVEKTIKO av yid Kabe
e > 0 unapxer ) € (0,¢) térowo wote av a,a’ € A xat |ja — d’|| < 7 téte 1a a, d’ avikouv oty
i61a ouvekuky) ouviotooa tou B(a,e) N B(d',e) N A.

Afjppa 3.16. Av o A C R” glvar ouumaysg Kar agdevag TomikKd OUVEKTIKO TOTE £ival OUOLO-
UOpPa acdeva§ TOTKA OUVEKTLKO.

Anobdeiln. 'Eoww 6t 10 A bev givat opoidpoppa achBevig Tormkda ouvektuko. Tote undpyouv
e >0,ns — 0xat |las—al|| < ns térowa wote ta ag, a); va aviikouv oe 51aPOPETIKEG CUVIOTWOES
wu B(as,e) N Bla,,e) N A. And ocupndysia prnopovpe va unobEcoupe 6T 1a ag Kat al
ouykAivouv og kanoto (arapaitnta to 1610) onpeio a. Anod v acBevr) TOMIKY OUVEKTIKOTTA
ot a ya v nepoyxr) B(a,e) naipvoupe 0 < 7 < € oo wote av ¢ € B(a,n) tte a
x,a avrkouv otV idia ouvektiky ouviotwoa tou B(a, ). Taipvoupe s apketd peyalo wote
ns < 4 xat fla —ag| < Z,
ouviotwoa tou B(a,n) kat tehikd oy 161a ouvektiky) ouviotooa v B(as, £) N B(al,e) N A.
‘Atoro. O

la — ay|| < 3. Téte ta as xar a; aviirouv otV i61a CUVEKTIK

Opiopdg 3.17. Eva A C R™ ovopdletal ovvekikd katd uovomatia av yia kabe a,b € A
unapxet pla ouvexng arekovion f i [0,1] — A térowa oote f(0) = a kar f(1) = b (6nAady
av ortotadnrote §U0 onpeia TOU PMOPoUV va evebouv e £va CUVEXES OVOTIATL TOU OTI010U 1)
skova nepiéxerat oo A).

Opiopog 3.18. 'Eva A C R" ovopddetal opuotduopga cUveKTIKoO Katd HOVOTATia av yia Kabe
e > 0 uvriapxer € (0,¢) oo wote av a,a’ € A xat |ja — d’|| < n tdte undpyel ouvexng
anewovion f: [0,1] = B(a,e) N B(d',e) N A pe f(0) = a xar f(1) =d'.

Opiopdg 3.19. 'Eva A C R” ovopddetat tonikd oUVEKTIKO KATd LOVOTATia av yla Kabes a € A
Kat yla kabes avoikt) meploxn U tou a oto A undpyet miepoxr) V- C U tou a mou eivat
OUVEKTIKO KATA POVOTIATia oUVOAO.

Opiopdg 3.20. Eva A C R" ovopddetal opoiduop@a tomikd oUveKIiKo Katd HOVOTATid AV yia
Ka0e € > 0 undpxer n € (0, ¢) tétoo wote av a,a’ € A xkat ||la — d|| < 7 t61e undpxet cuvexrg
f:10,1] = B(a,e) N B(d,e) pe f(0) = a xat f(1) =d'.
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Afppa 3.21. (a) Av gva oUvoAo €ival CUVEKTIKO Katl TOTUKA OUVEKTIKO KATd UOVOTATIA TOTE
glvat oOUVEKTIKO Katd Yovoratia.

(B) Av éva ovvoflo givar opoWUOPPa TOTIKA CUVEKTIKO KAtd UOVOTATIA TOTE £ival Kal TOTKdA
OUVEKTIKO KAtd UOVOTAtia.

Anodeiln. To (B) eivatr gpavepd amo toug opopoug. Ta 1w (a) ¢otw a € A xat P, C A
10 OUVOAO OA®V TOV onueiav tou A 1mou Propouv va evebouv HE 10 a PEOK £VOG OUVEXOUG
povortatioy. To P, eivatl avoiktd AGy® g TOTKLG CUVEKTIKOTTAS Katd povortatia. ‘Exoupe
ou A = | |P,,. Tdte, o ouprnpopa wou P, eivat avoiktd ouvoro, apa 10 P, KA£0To.
"Eva xkA£1016 Kat avolktd oUVOAO £ival CUVEKTIKY] OUVIOT®OA Katl epooov 10 A eival cuvektuko
ouvodo Sa éxoupe 6u P, = A. O

Mropoupe topa va arodeifoupie 1o Senpnpa Hahn-Mazurkiewicz.

Osmpnpa 3.22 (Hahn-Mazurkiewicz). 'Eva A C R" givat etkdva piag ouvexovg ametkoviong
f:10,1] = R™ av kat uovov av eivar oupnayég, OUVEKTIKO Kal A0OEVGIS TOTKA OUVEKTIKO.

Anobeln. (=) Ano 1o @edpnpa 3.3 kat o Beopnpa 3.5 0 A = f([0,1]) eivar oupnayég
K1 OUVEKTIKO.

"Eote 611 untapxet a € A yia 1o ornoio n ouvOnkn g aoBsvoUg TOMKEAG CUVEKTIKOTHTAS eV
oxUel, dndadn unapyouv € > 0 xat n, > 0 pe n, — 0 xat a,, € B(a,n,) N A tétola oote ta a
KAl @y, VA PNV aviKouv oty 161a ouvektky ouviotwoa tou B(a, €). Adye Kataokeung éxoupe
ou a, — a. 'Eow x, € [0, 1] otoxeio mg avtiotpodng eikdvag wou a, péow g f. And my
ouprayeia wou [0, 1] undpyet vrtakodoudia (xg, ) wg (x,) o oote xg, — x € [0, 1] pe
f(x) = a, ano mv apxr) g petadopdg. Ao ) ouvéxela mg f £xoupe 6T urapyet dp TETO10
wote [z —y| <6 = | f(z)— f(y)| < e. Maipvovtag N apketd peyado oote |z — Tk, | < €
gxoupe 6T To guBUypappo tpNa [z, ok, | (1) [, , ]) anewovidetat oo B(a,e) N A. AnAabr),
a @, ag, AVIKOUV oty i81a ouvektiky) ouviotooa tou B(a,e) N A. ‘Atoro ano v unobeon.
(<=) Agou 10 A eival cupnayég, epappodoviag o dewpnpa tou Hausdorff Bpiokoupe pia
ouvext) ouvdptnorn g : C — A.

A@oU 10 A sival opo1dpopdpa GUVEKTIKO KAtd 1OVordtia, Uropoups va Bpouue @bdivouoa
axoloubia {n;} Seuxdv apBpwv dote: av ||a —d’|| < ns Wote UAPYKEL OCUVEXT)G KAPITUAT TTOU
niepiéxetat oto B(a,27%) N B(a’,27°%) N A. And ) ouvéxela ng g Kat i ocupnayewa wou C,
unapxet @Bivouoa akodoubia {ds} Setkaov apOpov dote av z,y € C kat |z — y| < d5 Wte
llg(y) — g(z)|| < ns. Av (ag, b) eivat éva arno ta avoktd dwaotjpata wou [0, 1]\ C tétoo oote
0s+1 < bs — as < 05, TOTE PrOpovUpEe va BPoupe ouvexr) Kapmuin i : [ag, bx] — A mou
elkova g riepexetat oto B(g(ax),27°) N B(g(bk),27%) N A kat ouvbéet ta g(ax) kat g(bg).
Opioupe f : [a,b] — A 9¢toviag

f(z)=g(x) avzelC

Kat

f(x) =w(r) avz e (ak br) C[0,1]\C.
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H f eivat ouvexng oto [0,1] \ C, kat yia ) ouvéxewa ota onueta tou C lakpivoupe tpeig
TMEPUTIMOELD:

(i) To x va eivar onpeio cucopeuong tou C' arod Se§id.
(ii) To x va eivat onpeio cuocompeuong tou C' ard apiotepd.
(iii) To x va eivail onpeio cuoompeuong tou C' kat anod tg SUo MAeupés.

Apxkel va aoyxoAnBoupe pe v PO MEPIMIROT, KAl CUYKEKPIIEVA T ouvéxela ano Sedia:
Sewpoupe d pe 0 < § < dg kary > x pe ly—x| < d. Tote, eitey € Cny € (ag, by) C [0,1]\C,
kat by — x < ds.

Avy € Crote |y — x| < ds apa [ f(y) — f(2)ll = llg(y) —g(@)]| < ns. Avy ¢ C, e 0y
avAKel otV £1KOVA piag KapruAng nou repiéxetat oy B(g(x),27%), dpa || f(y) — f(x)] <
2%. Apa, yia 800év ¢ > 0 propoupe va ermdégoupe s € N téroo vote min {7s,27°} < € xay,
ermAéyovtag § = ds BAémoupe ot av |y — x| < ds wre ||f(y) — f(2)] < e. O
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