
Το πρόβληµα του Kakeya

Σωτήρης Σκαπέρας

1 Εισαγωγή

Το 1917, ο Ιάπωνας µαθηµατικός S. Kakeya έθεσε ένα πρόβληµα το οποίο είναι γνωστό ως «το πρό-
ϐληµα του Kakeya» (Kakeya needle problem). Το πρόβληµα έχει ως εξήσ: «Στην κλάση των σχηµάτων,
για τα οποία ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1 (needle) µπορεί να περιστραφεί κατά 360◦, µε συνεχή
τρόπο, µένοντας πάντα µέσα στο σχήµα, ποιό έχει το µικρότερο εµβαδόν ;» Ο Kakeya υπέθεσε ότι ένα
ισόπλευρο τρίγωνο µε ύψος 1 είναι το µικρότερο σύνολο µε αυτήν την ιδιότητα. Επίσης, παρατήρησε
ότι αν αφαιρέσουµε τη συνθήκη της κυρτότητας τότε µπορούµε να πετύχουµε µικρότερο σύνολο που
να ικανοποιεί την απαίτηση του προβλήµατος.

΄Ετσι, ήρθε στην επιφάνεια η πιο ενδιαφέρουσα ερώτηση: Ζητείται το µικρότερο όχι αναγκαστικά
κυρτό σύνολο που ικανοποιεί την απαίτηση του προβλήµατος του Kakeya:
Ερώτηση: Υπάρχει µη-κυρτό σύνολο, µε εµβαδόν µικρότερο από αυτό του ισοπλεύρου τριγώνου ύψους
1, µέσα στο οποίο µπορούµε να περιστρέψουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1, µε συνεχή τρόπο,
κατά 360◦;
Απάντηση: Ναι, για παράδειγµα αν ϑεωρήσουµε το τριγωνικό υποκυκλοειδές (δελτοειδές) που είναι
εγγεγραµµένο σε έναν κύκλο µε διάµετρο 3/2.

Εξαιτίας της αποµόνωσης της Ρωσίας, λόγω του εµφυλίου πολέµου, το πρόβληµα του Kakeya δεν
ήταν γνωστό στους Ρώσους µαθηµατικούς. Παρ¨ όλα αυτά, ο Ρώσος µαθηµατικός Abram Samoilovitch
Besicovitch έλυσε ένα ισοδύναµο πρόβληµα, το οποίοι είχε τεθεί σε ένα Ρώσικο περιοδικό το 1920. Το
πρόβληµα είχε ως εξήσ: «∆οθείσης µιας Riemann ολοκληρώσιµης συνάρτησης στο επίπεδο, υπάρχει
πάντα ένα Ϲεύγος αµοιβαία κάθετων αξόνων, ως προς τους οποίους το ολοκλήρωµα

∫
f(x, y) dx υπάρχει

για κάθε y και η συνάρτηση y 7→
∫
f(x, y) dx είναι Riemann ολοκληρώσιµη ;»

Ο Besicovitch παρατήρησε ότι αν µπορούσε να κατασκευάσει ένα συµπαγές σύνολο F , µε λ(F ) =
0, το οποίο να περιέχει ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1 σε κάθε κατεύθυνση, τότε ϑα µπορούσε να
απαντήσει αρνητικά σε αυτήν την ερώτηση, δίνοντας ένα αντιπαράδειγµα.

Καθορίζουµε ένα Ϲευγάρι αξόνων, τέτοιο ώστε, κάθε ευθύγραµµο τµήµα στο F , το οποίο είναι
παράλληλο σε έναν από τους δύο άξονες, δεν έχει ϱητή απόσταση µέσα στο F . Καλούµε F0 το σύ-
νολο όλων των σηµείων στο F που έχουν τουλάχιστον µία ϱητή συντεταγµένη. Καθώς το F περιέχει
ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1 σε κάθε κατεύθυνση, στην οποία τα σύνολα F0 και F c0 είναι πυ-
κνά, υπάρχει ευθύγραµµο τµήµα σε κάθε κατεύθυνση τέτοιο ώστε η f = χF0 δεν είναι Riemann
ολοκληρώσιµη. Ωστόσο, η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε όλο το επίπεδο.

Ο Besicovitch στην πραγµατικότητα πέτυχε την κατασκευή ενός τέτοιου συνόλου, το οποίο είναι
γνωστό ως «σύνολο του Besicovitch». Η πρωτότυπη αυτή κατασκευή του, απλοποιήθηκε αργότερα από
τους Perron (1928), Rademacher (1962), Schoenberg (1962), Besicovitch (1963) και Fischer (1971).

Θα περιγράψουµε µια τέτοια απλοποιηµένη κατασκευή. Η ϐασική ιδέα της κατασκευής είναι να
σχηµατίσουµε ένα «δέντρο του Perron». ΄Ενα τέτοιο σχήµα περιέχει ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους
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1 σε κάθε κατεύθυνση, µεταξύ των διευθύνσεων της αριστερής και της δεξιάς πλευράς του αρχικού
(ισοπλεύρου τριγώνου).

2 Το πρόβληµα του Kakeya

Η απόδειξη που ϑα παρουσιάσουµε ϐασίζεται κατά κύριο λόγο σε γεωµετρικά επιχειρήµατα. ∆ιατυ-
πώνουµε ξανά το πρόβληµα του Kakeya:

Στην κλάση των σχηµάτων, για τα οποία ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1 (needle) µπορεί
να περιστραφεί κατά 360◦, µε συνεχή τρόπο, µένοντας πάντα µέσα στο σχήµα, ποιό έχει το
µικρότερο εµβαδόν ;

Ας κοιτάξουµε αρχικά κάποια γεωµετρικά σχήµατα που ικανοποιούν το πρόβληµα.
(α) Προφανώς ο κύκλος µε διάµετρο 1 είναι ένα στοιχείο της παραπάνω κλάσης. Και αυτό, γιατί, αν
πάρω |AB| = 1 και τοποθετήσω το µέσο O στο κέντρο του κύκλου και περιστρέψω το AB κατά 360◦,
το ευθύγραµµο τµήµα AB ϑα παραµένει πάντα εντός του κύκλου. Σηµειώνουµε ότι η κίνηση αυτή
είναι συνεχής και ότι το χωρίο έχει εµβαδόν

E = π · ρ2 = π ·
(

1

2

)2

=
π

4
= 0.78 . . .

(ϐ) ΄Ενα άλλο γεωµετρικό σχήµα που ανήκει στην κλάση αυτή και ικανοποιεί το πρόβληµα, είναι το
ισόπλευρο τρίγωνο ABC µε ύψος 1. Υπολογίζουµε αρχικά τα µήκη |AB|, |AC|, |BC|. Το ABC
είναι ισόπλευρο τρίγωνο, άρα από την Ευκλείδεια Γεωµετρία, το ύψος AK είναι και διάµεσος και
διχοτόµος. Ονοµάζω |KC| = |KB| = x. Τότε, |AC| = 2x και από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχουµε
ότι (2x)2 = 1 + x2 ή 4x2 = 1 + x2 ή 3x2 = 1 ή x =

√
3
3 . ΄Αρα

|AB| = |AC| = |BC| = 2
√

3

3
.

΄Εστω Λ,M τα µέσα των πλευρών AB,AC. Αν τοποθετήσουµε τώρα το µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα
στην πλευρά AC, µε τρόπο τέτοιο ώστε το ένα του άκρο να συµπίπτει µε την κορυφή A, τότε το άλλο
του άκρο O, ϑα είναι στο κοµµάτι MC. Μπορούµε τώρα να περιστρέψουµε το AO γύρω από το A
κατά 60◦, έτσι ώστε το ευθύγραµµο τµήµα AO, το οποίο έχει µήκος 1, να πέφτει πάνω στην πλευρά
AB. ΄Επειτα αφήνουµε το AO να γλιστρήσει προς το B, ώστε το B ≡ O. Η παραπάνω διαδικασία
γίνεται µε συνεχή τρόπο.

΄Επειτα κάνουµε το ίδιο µε το ευθύγραµµο τµήµα BO′, όπου το O′ επιλέγεται στο AB έτσι ώστε
|BO′| = 1. Περιστρέφουµε αυτό το ευθύγραµµο τµήµα κατά 60◦ γύρω από το B, και το ευθύγραµµο
τµήµα BO′ πέφτει πάνω στην πλευρά BC. Αφήνουµε έπειτα το BO′ να γλιστρήσει προς το C, ώστε
C ≡ O′. Τώρα το ευθύγραµµο τµήµα CO′′ έχει µήκος 1, και το περιστρέφουµε κατά 60◦ γύρω από
το C, και το ευθύγραµµο τµήµα CO′′ πέφτει πάνω στην πλευρά AC. Μπορούµε τώρα να αφήσουµε
το ευθύγραµµο τµήµα να γλιστρήσει προς το A και τώρα O′′C έχει µήκος 1 όπως και το αρχικό AO
(και ϐρίσκεται πάνω στην AC, δηλαδή έχουµε κάνει πλήρη περιστροφή).

΄Ετσι, το ισόπλευρο τρίγωνο ικανοποιεί τελικά την απαίτηση του προβλήµατος και έχει εµβαδόν

|ABC| = |BC| · |AK|
2

=
2
√
3

3 · 1
2

=
2
√

3

6
=

√
3

3
= 0.58 . . .

2



Βλέπουµε λοιπόν ότι έχουµε µικρότερο εµβαδόν από τον κύκλο. (Σηµειώνουµε ότι οι µοναδιαίες
ϐελόνες περιστρέφονται πάντα εντός του ισοπλεύρου τριγώνου ABC).
(γ) ΄Ενα τριγωνικό υποκυκλοειδές το οποίο έχει τις τρεις κορυφές του στην περιφέρεια ενός κύκλου
µε διάµετρο 3

2 ανήκει επίσης σε αυτήν την κλάση των σχηµάτων που ικανοποιούν το πρόβληµα του
Kakeya.
Ορισµός. Με τον όρο υποκυκλοειδές, εννοούµε γενικά την καµπύλη που διαγράφει ένα σηµείο επί
της περιφέρειας ενός κύκλου, καθώς ο κύκλος ϱολάρει στο εσωτερικό της περιφέρειας ενός δεύτερου
κύκλου. Είναι γνωστό ότι η εφαπτόµενη σε ένα σηµείο M του (τριγωνικού) υποκυκλοειδούς τέµνει
τουποκυκλοειδές σε δύο σηµεία K και L µε |KL| = 1. Αν το άκρο του ευθυγράµµου τµήµατος
παραµένει σε επαφή µε το δελτοειδές καθώς το άλλο άκρο το διατρέχει, τότε και τα δύο άκρα της
µοναδιαίας ϐελόνας παραµένουν πάντα µέσα στο σχήµα. Η κίνηση και εδώ γίνεται µε συνεχή τρόπο,
άρα το τριγωνικό υποκυκλοειδές ανήκει στην «κλάση του Kakeya». Ο τύπος που δίνει το εµβαδόν είναι

E =
(n− 1)(n− 2)

n2
πa2,

όπου a είναι η ακτίνα του κύκλου και n είναι το πλήθος των γωνιών του σχήµατος. Αντικαθιστώντας
παίρνουµε

E =
(3− 1) · (3− 2)

32
· π
(

3

4

)2

=
2 · 1

9
· π · 9

16
=

2π

16
=
π

8
.

Συνοψίζοντας, για το δελτοειδές (που γενικότερα είναι το κλειστό γεωµετρικό σχήµα που παράγεται
από τρεις κορυφές οι οποίες συνδέονται µε καµπύλες που χωρίζουν το σχήµα στο εσωτερικό µη κυρτό
σύνολο και το εξωτερικό κυρτό) παρατηρούµε ότι το εµβαδόν του είναι ακριβώς το µισό του εµβαδού
του κύκλου µε διάµετρο 1.

Εικαζόταν ότι το υποκυκλοειδές ήταν το γεωµετρικό σχήµα το οποίο έδινε το ελάχιστο εµβαδόν.

Το πρόβληµα προκάλεσε πολύ µεγάλο ενδιαφέρον. Το 1925 ο G. D. Birkhoff, ένας από τους
σπουδαιότερους µαθηµατικούς εκείνης της εποχής, γράφοντας για κάποια ανοικτά προβλήµατα στο
ϐιβλιό του «The origin, nature and influence of relativity», πρώτα αναφέρει το λεγόµενο «Πρόβληµα
των τεσσάρων χρωµάτων» και έπειτα προσθέτει :

Μια ενδιαφέρουσα ερώτηση ήταν το πρόβληµα που τέθηκε από τον Ιάπωνα µαθηµατικό
Kakeya.

Η λύση στο πρόβληµα του Kakeya δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό «Mathematische Zeitschrift» το 1928,
και ανακοινώθηκε στην Αµερικανική Μαθηµατική Εταιρεία από τον J. D. Tamarkin.

Η λύση δείχνει ότι η εικασία πως το υποκυκλοειδές είναι το µικρότερο δυνατό σύνολο που ικανο-
ποιεί το πρόβληµα είναι λανθασµένη, και ότι στην πραγµατικότητα υπάρχουν σχήµατα µε οσοδήποτε
µικρό εµβαδόν ϑέλουµε, τα οποία επιτρέπουν σε ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα να αλλάζει την
κατεύθυνσή του κατά 360◦, κινούµενο µε συνεχή τρόπο µέσα στο σύνολο.

3 Πρώτη απόδειξη: η δυϊκή προσέγγιση

3.1 Το σχέδιο

Παίρνουµε ένα τετράγωνο πλευράς 2 και το χωρίζουµε σε 4 ισοδύναµα ορθογώνια τρίγωνα, ενώνοντάς
το µε τις 4 κορυφές (ή ϕέρνοντας τις δύο διαγωνίους). Είναι γνωστό ότι οι διαγώνιοι ενός τετραγώνου
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τέµνονται κάθετα. ∆ιαµερίζουµε στη συνέχεια κάθε υποτείνουσα σε n ίσα ευθύγραµµα τµήµατα. ΄Ετσι
έχουµε τώρα εκ κατασκευής 4n στοιχειώδη τρίγωνα, όλα ύψους 1. Είναι επίσης γνωστό ότι το κέντρο
του τετραγώνου ισαπέχει από τις πλευρές του και ότι η απόσταση αυτή είναι το µισό της πλευράς του
τετραγώνου. Απαριθµούµε τώρα τα στοιχειώδη αυτά τρίγωνα µε τη σειρά µε την οποία έρχονται, καθώς
κινούµαστε πάνω στο σύνορο του τετραγώνου αντιωρολογιακά (A→ B → C → D). Οι διευθύνσεις των
διαφόρων ευθυγράµµων τµηµάτων που ενώνονται µε την κορυφή καθενός από τα στοιχειώδη τρίγωνα
σε κάθε σηµείο της ϐάσης, έχουν εύρος 360◦. Το ίδιο ϑα εξακολουθήσει να ισχύει εάν δώσουµε
παράλληλες µετατοπίσεις στα στοιχειώδη τρίγωνα.

΄Οπως ϑα δούµε, παράλληλες µετατοπίσεις µπορούν να γίνουν σε αυτά τα τρίγωνα που επιτυγ-
χάνουν τέτοιο ϐαθµό επικάλυψης ώστε η συνολική περιοχή που καλύπτεται από τα τρίγωνα στην
καινούρια τους ϑέση να είναι όσο µικρή ϑέλουµε.

Τώρα, αν τοποθετήσουµε το ένα άκρο του (µοναδιαίου) ευθύγραµµου τµήµατος διαδοχικά στις
κορυφές O1, O2, . . . του πρώτου τριγώνου, του δεύτερου και ούτω καθεξής, στη ϑέση τους µετά τη
µεταφορά και σε κάθε περίπτωση να περιστρέφεται στις ϑετικές κατευθύνσεις από τη µία πλευρά του
τριγώνου προς την άλλη, το τµήµα ϑα περιστραφεί κατά 360◦. ΄Οµως αυτή η κίνηση δεν ϑα είναι
συνεχής, καθώς γίνεται η µετάβαση από το ένα τρίγωνο στο επόµενο, το τµήµα δεν ϑα παραµένει εντός
της περιοχής του σχήµατος.

Εξαλείφουµε αυτή τη δυσκολία µε τις λεγόµενες συνδέσεις του Pal.
΄Εστω DEF , GHI ένα Ϲευγάρι διαδοχικών στοιχειωδών τριγώνων, µετά από µια παράλληλη µετα-

τόπιση, και έστω ε > 0, αυθαίρετα µικρό. Οι DF και GH είναι παράλληλες. Θεωρούµε σηµείο K της
HI, τέτοιο ώστε HK/HI < ε/8. ΄Εστω ότι οι DF,GK τέµνονται στο L, και τα τρίγωνα LMN , GHK
είναι ισοδύναµα. ΄Εχουµε

|LMN | = |GHK| < ε

8
|GHI|.

Το σχήµα που αποτελείται από τις γραµµές GL, DL και το τρίγωνο LMN ϑα καλείται η σύνδεση.
Παρατηρούµε ότι το εµβαδόν της σύνδεσης είναι µικρότερο από ε/8 επί το εµβαδόν ενός στοι-

χειώδους τριγώνου. Συνδέοντας όλα τα Ϲεύγη των διαδοχικών στοιχειωδών τριγώνων παίρνουµε 4n
συνδέσεις µε συνολικό εµβαδόν µικρότερο από

ε

8
|ABCD| = varepsilon

2
.

Η σύνδεση, προστιθέµενη στα τρίγωναDEF καιGHI, επιτρέπει στο µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα να
περάσει από τοDEF στοGHI, παραµένοντας πάντα στην περιοχή του τριγώνου ή της σύνδεσης. ΄Ετσι,
από τη ϑέση του ευθύγραµµου τµήµατος στην DF , αφήνουµε το ευθύγραµµο τµήµα να «γλιστρήσει»
κατά µήκος της DL, µέχρι το αριστερό του άκρο να ταυτιστεί µε το L, έπειτα το περιστρέφουµε
(αντιωρολογιακά) γύρω από το L, µέχρις ότου πέσει πάνω στην LN , και έπειτα το µετατοπίζουµε κατά
µήκος της LG, µεχρι το άλλο του άκρο (το δεξί) να ταυτιστεί µε το G. ΄Ετσι, περνάει στο δεύτερο
τρίγωνο.

Εποµένως, το πρόβληµα ανάγεται σε ένα πρόβληµα «εύρεσης παράλληλων µετατοπίσεων» των
στοιχειωδών τριγώνων, ώστε το συνολικό εµβαδόν να είναι µικρό.

Ο Perron το 1929 δηµοσίευσε µια νέα απόδειξη, µε την οποία η παραπάνω διαδικασία απλοποιεί-
ται. Αργότερα, ο I. J. Schoenberg πραγµατοποίησε την κατασκευή του Perron αντίστροφα. Αυτή η
εκδοχή έχει το πλεονέκτηµα να απλουστεύει τις λεπτοµέρειες και να είναι πιο εύκολη στην απεικόνιση.
Αυτήν την ιδέα ϑα υιοθετήσουµε εδώ.
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3.2 Η δυϊκή προσέγγιση

Θεωρούµε το σύστηµα συντεταγµένων του επιπέδου και έναν ακέραιο p > 2. Κατασκευάζουµε το
ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο OAB από το αρχικό τετράγωνο ABCD (πλευράς 2), τοποθετώντας
την υποτείνουσα µήκους 2 στον x-άξονα (υπενθύµιση: οι διαγώνιοι κάθε τετραγώνου είναι ίσες και
διχοτοµούνται). Η ϐάση AB του τριγώνου χωρίζεται σε n = 2p−2 ίσα τµήµατα και έτσι προκύπτουν n
στοιχειώδη τρίγωνα µε κορυφή το κέντρο O.

Η παρακάτω εικόνα δείχνει την περίπτωση p = 5, n = 25−2 = 8.

Στη συνέχεια ϕέρνουµε ευθείες y = k
p , για k = 1, 2, . . . , p, και καλούµε την y = k

p την ευθεία του
k-οστού επιπέδου.

΄Επειτα κατασκευάζουµε p ορθογώνια ισοσκελή τρίγωνα ∆1,∆2, . . . ,∆p, καθένα µε υποτείνουσα
στον x-άξονα, και µε κορυφές (ορθές γωνίες) στα επίπεδα 1, 2, . . . , p αντιστοίχως. Παρατηρούµε ότι
∆p = OAB.

Για κάθε k = 3, 4, . . . , p, η ϐάση του τριγώνου ∆k χωρίζεται σε 2k−2 ίσα τµήµατα και τα στοι-
χειώδη τρίγωνα κατασκευάζονται στα υποδιαστήµατα κάθε ϐάσης. Βλέπουµε ότι το ∆k+1 χωρίζεται σε
διπλάσια στοιχειώδη τρίγωνα από το ∆k. Το ∆2 δεν χωρίζεται σε στοιχειώδη τρίγωνα, το ∆3 χωρίζεται
σε δύο, το ∆4 σε τέσσερα, το ∆5 σε οχτώ, το ∆6 σε δεκαέξι, κ.ο.κ.

Εκχωρούµε τώρα «ετικέτες» στα στοιχειώδη τρίγωνα ∆k ως εξήσ: ϑα προσδιορίζονται από αριστερά
προς τα δεξιά ως rk1 , rk2 , rk3 , . . . , rkj , . . . , r

k
2k−2 . Ο εκθέτης k δείχνει ότι το rkj είναι κοµµάτι του τριγώνου

∆k, ενώ ο δείκτης j δείχνει ότι το rkj είναι το j-οστό στοιχειώδες τρίγωνο στο ∆k (πάντα από τα αριστερά
προς τα δεξιά). Το ∆2 δεν χωρίζεται σε στοιχειώδη τρίγωνα και ϑα λέµε ότι συµπίπτει µε το στοιχειώδες
τρίγωνο r21. Το ∆3 έχει τα r31, r32 ως στοιχειώδη, το ∆4 τα r41, r42, r43, r44, κ.ο.κ.

Ξεκινάµε µε το τρίγωνο r21 = LON . Χωρίζουµε το τρίγωνο σε δύο ισοδύναµα τρίγωνα OLM ,
ONM , ϕέρνοντας τη διάµεσο OM , και τα επεκτείνουµε σε δύο όµοια τρίγωνα PLR και QNS, στο
επίπεδο 3. Καλούµε αυτή τη διαδικασία διχοτόµηση και επέκταση. Το αποτέλεσµα είναι να έχουµε
δύο ισοδύναµα τρίγωνα στα r31, r32 του τριγώνου ∆3.

΄Οµοια ορίζεται η διαδικασία της διχοτόµησης και επέκτασης των τριγώνων rkj , για κάθε k > 2: Το
rkj διχοτοµείται σε δύο τρίγωνα από την διάµεσο που ϕέρνουµε από την κορυφή και καθένα από τα
τρίγωνα αυτά επεκτείνεται στο επόµενο επίπεδο. Η διαδικασία µετασχηµατίζει το rkj , µε παράλληλες
µετατοπίσεις στα rk+1

2j−1, r
k+1
2j και εφαρµόζεται στο σύνολο όλων των τριγώνων rkj . ΄Ετσι µετασχηµατίζει

το σύνολο σε ένα σύνολο στοιχειωδών τριγώνων του επόµενου επιπέδου (k + 1).
Παρακάτω είναι η περίπτωση k = 3:

Και εδώ, η γενική περίπτωση:

Το κοµµάτι του ∆k (ή οποιοδήποτε άλλο κοµµάτι στοιχειώδους τριγώνου rkj του ∆k) το οποίο
ϐρίσκεται ανάµεσα στα επίπεδα k − 1 και k, ϑα καλείται η κορυφή του ∆k (ή του rkj αντιστοίχως).

Παρατηρούµε ότι η κορυφή του ∆k είναι ισοδύναµη µε το ∆1, καθώς και ότι το άθροισµα των
εµβαδών όλων των στοιχειωδών τριγώνων που ϐρίσκονται ανάµεσα στα επίπεδα (k−1) και (k) (κορυφή)
ισούται µε το εµβαδόν της κορυφής του ∆k, δηλαδή = |∆1|. Σχηµατικά, έχουµε το εξήσ:

Ας δούµε τώρα τι προκύπτει σχετικά µε τη µεταβολή του εµβαδού (εάν υπάρχει) όταν εφαρµόζουµε
τη διαδικασία διχοτόµησησκαι επέκτασης σε ένα τρίγωνο.

Θεωρούµε ένα στοιχειώδες τρίγωνο rkj = LMN µε την κορυφή του, N , στο k-επίπεδο. ΄Εστω NP
η διάµεσος, και LPN , MPN τα τρίγωνα που δηµιουργούνται. Επεκτείνουµε το LPN στο (k + 1)-
επίπεδο (προς τα δεξιά) και παίρνουµε ένα όµοιο τρίγωνο LRQ. Κάνοντας το ίδιο για το MPN (προς
τα αριστερά) παίρνουµε ένα όµοιο τρίγωνο MTS.
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Τα δύο τρίγωνα LRQ και MTS καλύπτουν µαζί το αρχικό τρίγωνο LMN , συν τα δύο «τελικά
κοµµάτια» SNV και QNU . Ισχύει

|SNV | = |QNU | = |NUV |.

΄Αρα, τα δύο επικαλυπτόµενα τρίγωνα καλύπτουν µια περιοχή ίση µε αυτήν του αρχικού τριγώνου συν
δύο ϕορές την περιοχή του άνω άκρου του LMN .

Παρατηρούµε ότι για την κατασκευή των ακραίων κοµµατιών του LMN , πρέπει απλώς να γνωρί-
Ϲουµε την κορυφή του τριγώνου LMN . Ο κανόνας µετά έρχεται ϕυσιολογικά:

Επεκτείνουµε τις πλευρές LN και MN στο (k + 1)-επίπεδο και ενώνουµε τα άκρα µε τα
σηµεία των πλευρών στο (k − 1)-επίπεδο.

Αν αρχίσουµε µε ένα πλήρες σύνολο στοιχειωδών τριγώνων του ∆k και εφαρµόσουµε διχοτόµηση και
επέκταση σε καθένα από αυτά τα τρίγωνα, ϑα καταλήξουµε σε ένα σύνολο παράλληλων µετατοπίσεων
όλων των στοιχειωδών τριγώνων του ∆k+1 και ϑα υπάρχει µια αύξηση του εµβαδού το πολύ ίση µε το
διπλάσιο του αθροίσµατος των εµβαδών των άνω τµηµάτων των τριγώνων (η έκφραση «το πολύ» είναι
απαραίτητη γιατί µπορεί να υπάρχουν επικαλύψεις).

Καθώς το άθροισµα των εµβαδών των άνω άκρων ενός πλήρους συνόλου στοιχειωδών τριγώνων
είναι ίσο µε το εµβαδόν του ∆1, έχουµε έτσι ότι η συνολική αύξηση του εµβαδού είναι το πολύ 2|∆1|.

Αυτό το συµπέρασµα οδηγεί αυτοµάτως στη λύση του προβλήµατος. Ξεκινάµε µε το τρίγωνο ∆2 =
r21 και εφαρµόζουµε διχοτόµηση και επέκταση, και µετασχηµατίζοντας περνάµε στο ∆3. Κάνοντας
την ίδια διαδικασία σε καθένα από τα καινούρια τρίγωνα που δηµιουργούνται, παίρνουµε ένα σύνολο
παράλληλων µετατοπίσεων στοιχειωδών τριγώνων του ∆4, κ.ο.κ.

Μετά από p − 2 εφαρµογές της διαδικασίας, ϑα καταλήξουµε σε µια σειρά παράλληλων µετα-
τοπίσεων των στοιχειωδών τριγώνων του ∆p = ∆. Καθώς η αύξηση του εµβαδού σε κάθε ϐήµα της
διαδικασίας είναι 6 2|∆1|, το εµβαδόν του τελικού σχήµατος ϑα είναι

E 6 |∆2|+ 2(p− 2)|∆1 =
4

p2
+ 2(p− 2)|δ1|

− 4

p2
+ 2(p− 2)

1

p2
=

2

p
.

Παίρνοντας p > 16
ε επιτυγχάνουµε εµβαδόν E < ε

8 . Με τους ίδιους µετασχηµατισµούς στα υπόλοιπα
3n στοιχειώδη τρίγωνα, παίρνουµε συνολικό εµβαδόν < ε

2 . Προσθέτοντας τώρα 4n − 1 συνδέσεις
συνολικού εµβαδού µικρότερου από ε/2, παίρνουµε ένα σύνολο E0 µε εµβαδόν |E0| < ε, µέσα στο
οποίο το µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα µπορεί να περιστραφεί κατά 360◦ µε συνεχή τρόπο, και αυτό
ολοκληρώνει την απάντηση στο πρόβληµα του Kakeya.

Για να οπτικοποιήσουµε λίγο καλύτερα τη διαδικασία των µετασχηµατισµών, κάνουµε ένα σχήµα
για τα σύνολα Σ2,Σ3,Σ4,Σ5.

Το πρώτο σχήµα δείχνει το τρίγωνο ∆2 ≡ Σ2. Στο (ϐ), µε διχοτόµηση και επέκταση παίρνουµε το
σύνολο Σ3 που είναι το σύνολο των παράλληλων µετατοπίσεων του τριγώνου ∆3. Το δεύτερο σχήµα
δείχνει την δεύτερη διαδικασία : στο (α) ϐλέπουµε το Σ3, στο (ϐ) το σύνολο Σ4, και στο (γ) το τρίγωνο
∆4. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο ϕτάνουµε τελικώς στο Σp.

Το σχήµα Σp ονοµάστηκε από τον Schoenberg «δέντρο του Perron-(Schoenberg)».
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4 Σύνολα Kakeya: δεύτερη προσέγγιση

΄Ενα σύνολο Kakeya είναι ένα συµπαγές σύνολο E ⊆ Rn το οποίο περιέχει ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο
τµήµα σε κάθε κατεύθυνση. Συµβολικά: για κάθε ξ ∈ Sn−1 υπάρχει x ∈ Rn ώστε x + tξ ∈ E για
κάθε t ∈

[
− 1

2 ,
1
2

]
.

Για παράδειγµα, έχουµε δει ότι ένας δίσκος διαµέτρου 1 είναι ένα τέτοιο σύνολο, µε εµβαδόν π
4 (για

n = 2). Το Ϲήτηµα είναι να ϐρούµε σύνολα Kakeya µε πολύ µικρό µέτρο Lebesgue. ΄Οπως απέδειξε ο
Besicovitch, υπάρχουν σύνολα Kakeya µε µηδενικό µέτρο Lebesgue. ∆ίνουµε εδώ µια εναλλακτική
απόδειξη (παρόµοια µε την αρχική) γραµµένη σε διαφορετικό ύφος.

Λήµµα 4.1. Θεωρούµε ένα τρίγωνο T µε ϐάση σε µια ευθεία L. Χωρίζουµε τη ϐάση του T σε δύο ίσα
ευθύγραµµα τµήµατα. ΄Ετσι δηµιουργούνται δύο γειτονικά τρίγωνα T1, T2, ισεµβαδικά, µε ϐάσεις b και
ύψος h. ΄Εστω 1/2 < α < 1. Αν το T2 ολισθαίνει προς τα αριστερά (παράλληλη µετατόπιση) κατά
µήκος της ευθείας L, η απόσταση 2(1 − a)b «παίζει» κατά µήκος της L, και το σχήµα S που προκύπτει
αποτελείται από ένα τρίγωνο T ′ όµοιο µε το αρχικό T , µε |T ′| = α2|T | και δύο ϐοηθητικά τρίγωνα
A1, A2. Με αυτήν την κατασκευή, το εµβαδόν του S δίνεται από τον τύπο

|S| = (α2 + 2(1− α)2) · |T |.

Απόδειξη. Θα υπολογίσουµε τα εµβαδά των τριγώνων A1, A2 και T ′, όπου

|S| = |A1|+ |A2|+ |T ′|.

Το τρίγωνο T ′ είναι όµοιο µε το T και η ϐάση του T ′ έχει µήκος 2b − 2(1 − a)b = 2ab. Προκύπτει
λοιπόν ότι

|T ′| = a2|T |.
Για να υπολογίσουµε τώρα το εµβαδόν των τριγώνων A1 και A2, ϕέρνουµε ευθεία παράλληλη προς
τη ϐάση L, η οποία περνάει από την κοινή κορυφή των A1 και A2. ΄Ετσι παίρνουµε τέσσερα τρίγωνα
A1u, A1`, A2u, A2`. Προφανώς το A1u είναι όµοιο µε το T1, µε λόγο οµοιότητας 1− a, και οµοίως το
A2u είναι όµοιο µε το T2, µε λόγο οµοιότητας 1− a. Επιπλέον, το A2` είναι ίσο µε το A1u και το A1`

είναι ίσο µε το A2u. Συνεπώς, όλα τα τρίγωνα έχουν ϐάση 1
2 (2(1− a)b) = (1− a)b και ύψος (1− ah,

άρα

|A1u| = |A1`| = |A2u| = |A2`| =
1

2
(1− a)2bh =

1

2
(1− a)2|T |.

΄Επεται ότι
|S| = |T ′|+ |A1 + |A2| = (a2 + 2(1− a)2)|T |.

Αυτή η ϐασική διαδικασία είναι το καθοριστικό ϐήµα για την κατασκευή ενός συνόλου Besicovitch.
Θα καλούµε τρίγωνα όπως το T ′ «κεντρικά» και τρίγωνα όπως τα A1, A2 «άκρα». Η κατασκευή ϑα έχει
ένα πολύ µικρό «κεντρικό» τρίγωνο και πολλά «άκρα».

Θεώρηµα 4.2. Θεωρούµε ένα τρίγωνο T µε τη ϐάση του σε µια ευθεία L. Χωρίζουµε τη ϐάση σε 2k

ίσα ευθύγραµµα τµήµατα και ενώνουµε τα σηµεία µε την κορυφή ώστε να δηµιουργηθούν 2k στοιχειώδη
τρίγωνα T1, T2, . . . , T2k . Αν το k είναι αρκετά µεγάλο, τότε υπάρχει µετατόπιση κατά µήκος της L, για
κάθε Ti (1 6 i 6 2k), τέτοια ώστε το εµβαδόν του σχήµατος S που προκύπτει, το οποίο είναι η ένωση των
µετατοπισµένων Ti, να είναι όσο µικρό ϑέλουµε. Επιπλέον, για δοθέν ανοιχτό σύνολο V που περιέχει το
T , αυτή η µετατόπιση µπορεί να γίνει έτσι ώστε S ⊂ V , παίρνοντας εφόσον χρειάζεται το k µεγαλύτερο.
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Απόδειξη. Στο πρώτο ϐήµα, ϑεωρούµε διαδοχικά Ϲευγάρια στοιχειωδών τριγώνων T2i−1, T2i, (1 6 i 6
2k−1). «Μετακινούµε» το T2i κατά µήκος της L, όπως περιγράψαµε στο Λήµµα 4.1, για να πάρουµε
ένα σχήµα S1

i το οποίο αποτελείται από ένα «κεντρικό» τρίγωνο T 1
i (όµοιο µε το T2i ∪ T2i−1) και δύο

«άκρα», τα A1
2i και A1

2i−1. Ο συντελεστής a καθορίζεται κατά την διάρκεια της κατασκευής και ϑα
προσδιοριστεί αργότερα.

Σύµφωνα µε το Λήµµα 4.1 έχουµε

|S1
i | = (a2 + 2(1− a)2)|T2i−1 ∪ T2i|.

Τονίζουµε ότι για κάθε i, η µία πλευρά του τριγώνου T 1
2i−1 είναι παράλληλη και ίση µε την απέναντι

πλευρά του T 1
2i. ΄Ετσι µπορούµε να µετατοπίσουµε το S1

i µε τέτοιο τρόπο ώστε τα 2k−1 κεντρικά
τρίγωνα του T 1

i να σχηµατίζουν ένα «κεντρικό» σύνολο το οποίο είναι όµοιο µε το αρχικό τρίγωνο T .
Κατά τη διάρκεια της κατασκευής µπορεί να υπάρξουν επικαλύψεις µεταξύ των «άκρων» του S1

i ,
αν και δεν ϑα το λάβουµε υπόψιν µας.

Στο δεύτερο ϐήµα δουλεύουµε µε διαδοχικά S1
i . Για 1 6 i 6 2k−2, µετατοπίζουµε το S2i σχετικά

µε το S2i−1 και παίρνουµε 2k−2 αντίτυπα του S2
i . Το συνολικό εµβαδόν του «κεντρικού» είναι a2 ·a2|T |,

και το εµβαδόν τον «άκρων» δεν ξεπερνά το 2(a−)a2|T |. ΄Ετσι,

2k−2∑
i=1

|S2
i | 6 (a4 + 2(1− a)2 + 2(a− 1)2a2)|T |.

Στο r-ϐήµα (2 6 r 6 k) µετατοπίζουµε τα Sr−1i (1 6 i 6 2k−r+1) όπως περιγράψαµε στο δεύτερο
ϐήµα, και παίρνουµε 2k−r σχήµατα Sr+1

1 , Sr+1
2 , . . . , Sr+1

2k−r .
Σε κάθε ϐήµα, το εµβαδόν των «κεντρικών» ϑα πολλαπλασιάζεται επί a2 και το εµβαδόν τών «άκρων»

ϑα είναι το πολύ 2(1 − a)2a2r−2|T |. Τελικά καταλήγουµε σε ένα απλό σχήµα Sk1 := S για το οποίο
ισχύει

|S| 6

(
a2k + 2(1− a)2

n−1∑
i=0

a2i

)
|T |,

όπου

2(1− a)2
n−1∑
i=0

a2i 6 2(1− a)2
∞∑
i=0

a2i

=
2(1− a)2

1− a2
= 2

1− a
1 + a

< 2(1− a),

άρα
|S| 6 (a2k + 2(1− a))|T |.

Παίρνοντας τώρα το a πολύ κοντά στο 1 (a ' 1) και επιλέγοντας το k πολύ µεγάλο, ϐλέπουµε ότι η
ποσότητα a2k + 2(1− a) γίνεται αρκούντως µικρή.

΄Εστω τώρα V ένα ανοικτό σύνολο µε T ⊂ V . Παρατηρούµε ότι, σταθεροποιώντας τη ϑέση ε-
νός στοιχειώδους τριγώνου T1 κατά τη διάρκεια της κατασκευής, κανένα στοιχειώδες τρίγωνο δεν ϑα
µετακινηθεί περισσότερο από το µήκος της ϐάσης του T , σχετικά µε το T1.

∆ιαιρούµε το T σε υποτρίγωνα µε ϐάση µήκους το πολύ ε, και εφαρµόζουµε την κατασκευή σε
καθένα από αυτά, δηλαδή κατασκευάζουµε 1

ε δέντρα, τα οποία µαζί αποτελούν ένα σύνολο S′ µε όσο
µικρό εµβαδόν ϑέλουµε, όπου για κάθε σηµείο του S′, η απόστασή του από το T ϑα είναι το πολύ ε.
Αν το ε είναι αρκετά µικρό, τότε S′ ⊂ V .
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Θεώρηµα 4.3. Για κάθε n > 2 υπάρχει σύνολο F ⊂ Rn µε µηδενικό n-διάστατο µέτρο Lebesgue, το
οποίο περιέχει ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1 σε κάθε κατεύθυνση.

Απόδειξη. Για n = 2 κατασκευάζουµε ένα σύνολο F1, µε |F1| = 0, το οποίο περιέχει ένα ευθύγραµµο
τµήµα µήκους 1 σε κάθε κατεύθυνση, µέσα σε έναν τοµέα 60◦. Περιστρέφοντας τα «αντίγραφα» του
F1 και παίρνοντας την ένωσή τους, έχουµε το επιθυµητό σύνολο,

΄Εστω S0 ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε ύψος 1. ΄Εστω ακόµη V0 ένα ανοιχτό σύνολο που περιέχει το
S0, τέτοιο ώστε η κλειστή ϑήκη V0 του V0 να µην είναι«πολύ µεγάλη», για παράδειγµα |V0| 6 2|S0|.
Εφαρµόζουµε την κατασκευή του Θεωρήµατος 4.2 στο S0 και παίρνουµε ένα σύνολο S1 ⊂ V0 µε
|S1| 6 2−2. Καθώς το S1 είναι πεπερασµένη ένωση από τρίγωνα, υπάρχει ανοιχτό σύνολο V1 τέτοιο
ώστε S1 ⊂ V1 ⊂ V0 και |V1| 6 2|S1|.

Ανάλογα, εφαρµόζουµε ξανά το Θεώρηµα 4.2 στο Si−1 και παίρνουµε ένα σύνολο Si, το οποίο
ικανοποιεί τα εξής:

(i) |Si| 6 2−i−1.

(ii) Υπάρχει ανοιχτό σύνολο Vi τέτοιο ώστε

Si ⊂ Vi ⊂ Vi−1 και |Vi| 6 2|Si|.

Ορίζουµε

F1 :=

∞⋂
i=0

Vi.

Θα δείξουµε ότι το F1 έχει τις απαιτούµενες ιδιότητες. Προφανώς,

|F1| = 0.

Από την άλλη πλευρά, γνωρίζουµε ότι κάθε Si, άρα και κάθε Vi, περιέχει ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο
τµήµα σε κάθε κατεύθνση θ, το οποίο σχηµατίζει γωνία τουλάχιστον 60◦ µε τη ϐάση. ΄Εστω Mi ένα
ευθύγραµµο τµήµα µήκους 1, µε µια τέτοια κατεύθυνση θ και Mi ⊂ Vi. Για σταθερό j, ϐλέπουµε
ότι Mi ⊂ Vj για κάθε i > j και ότι το Vj είναι συµπαγές σύνολο. ΄Ετσι, η ακολουθία {Mi} έχει
υπακολουθία που συγκλίνει σε ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα M µε διεύθυνση θ. ΄Αρα, για κάθε
j έχουµε Mi ⊂ Vj αν i > j, και επίσης M ⊂ Vj για κάθε j. Εποµένως,

M ⊂
∞⋂
i=0

Vi = F1.

Για n > 2 παίρνουµε ένα διδιάστατο σύνολο Besicovitch F2. Τότε το σύνολο

F := F2 × Rn−2

έχει µέτρο Lebesgue |F | = 0 και περιέχει ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα σε κάθε κατεύθυνση.

5 Fractal σύνολα και fractal διάσταση

5.1 Fractals

Είδαµε ότι υπάρχουν σύνολα Kakeya µε µηδενικό µέτρο Lebesgue. Ωστόσο αποδεικνύεται ότι πολλά
προβλήµατα στην Ανάλυση απαιτούν περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε το µέγεθος αυτών των
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συνόλων, συγκεκριµένα την «fractal διάστασή» τους. Υπάρχουν αρκετές έννοιες fractal διάστασης.
Στη µελέτη των συνόλων Kakeya, σηµαντικό ενδιαφέρον παρουσιάζουν η διάσταση Minkowski και
η διάσταση Hausdorff. Για σύνολα όπως ευθείες, τετράγωνα ή κύβοι, οι διαστάσεις Hausdorff και
Minkowski συµπίπτουν (και ταυτίζονται µε την συνήθη έννοια διάστασης). Ωστόσο, η fractal διάσταση
δεν είναι κατ¨ ανάγκη ϕυσικός αριθµός.

Ορισµός 5.1. ΄Ενα fractal σύνολο είναι ένα µαθηµατικό σύνολο το οποίο έχει fractal διάσταση η
οποία συνήθως υπερβαίνει την τοπολογική του διάσταση και µπορεί να µην είναι ακέραιος αριθµός.
Τα fractals είναι συνήθως αυτο-όµοια σύνολα, όπου ο όρος «αυτο-όµοια» σηµαίνει ότι είναι ίδια από
κοντά και από µακρυά. Τα fractals µπορεί να είναι ακριβώς τα ίδια σε κάθε κλίµακα ή µπορεί να
είναι σχεδόν ίδια σε διαφορετικές κλίµακες. Συνήθως, τα Fractals είναι πουθενά διαφορίσιµα (ϐλέπε
παρακάτω).

Ο όρος «fractal» αναφέρθηκε για πρώτη ϕορά από τον Benoit Mandelbrot το 1975, και προέρχε-
ται από την λατινική λέξη «fractus» που σηµαίνει «σπασµένος». Τον χρησιµοποίησε έχοντας ως σκοπό
να επεκτείνει την έννοια της ϑεωρητικής κλασµατικής διάστασης σε γεωµετρικά µοτίβα στη ϕύση.
Υπάρχει κάποια διαφωνία ανάµεσα στους µαθηµατικούς σχετικά µε το πώς ϑα πρέπει να οριστεί η
έννοια του fractal. Η γενική συναίνεση είναι ότι τα fractals είναι (απείρως) αυτο-όµοιες επαναλαµβα-
νόµενα µαθηµατικά σύνολα µε κλασµατική διάσταση. Η έννοια του fractal δεν περιορίζεται όµως σε
γεωµετρικά σχήµατα, αλλά περιγράφει επίσης διαδικασίες στο χρόνο.

Λέγοντας ότι τα fractals είναι «πουθενά διαφορίσιµα» εννοούµε, µε λίγα λόγια, ότι δεν µπορούν
να µετρηθούν µε παραδοσιακούς τρόπους. Αν έχουµε, για παράδειγµα, µια κυµατική (µη-fractal)
καµπύλη και προσπαθούµε να ϐρούµε το µήκος της, ένας τρόπος είναι να ϑεωρήσουµε ευθύγραµµα
τµήµατα (τα οποία µπορούν να µετρηθούν) αρκούντως µικρά, να τα τοποθετήσουµε πάνω στα κύµατα
(από το ένα άκρο στο άλλο) και να κάνουµε τη µέτρηση µε µια µεζούρα. Αλλά σε µια κυµατική fractal
καµύλη, δεν µπορεί κάποιος να ϐει τέτοια µικρά ευθύγραµµα τµήµατα και να τα προσαρµόσει πάνω
στην καµπύλη, καθώς η κυµατοµορφή πάντα ϑα επανεµφανίζεται, έστω και σε µικρότερη κλίµακα,
τραβώντας λίγο περισσότερο από το µέτρο της µεζούρας κάθε ϕορά.

5.2 Fractal διάσταση

Ορισµός 5.2. Με τον όρο fractal διάσταση εννοούµε έναν δείκτη για τον χαρακτηρισµό των fractal
µοτίβων (ή fractal συνόλων). Συγκεκριµένα, ποσοτικοποιούµε την πολυπλοκότητά τους, ως αναλογία
της µεταβολής στη λεπτοµέρεια, µε την αλλαγή της κλίµακας.

∆ιάφοροι τύποι κλασµατικών διαστάσεων µπορούν να µετρηθούν ϑεωρητικά και εµπειρικά. Οι
fractal διαστάσεις χρησιµοποιούνται για να χαρακτηρίσουν ένα ευρύ ϕάσµα αντικειµένων, που εµ-
ϕανίζονται σε αφηρηµένα ή πρακτικά πλαίσια, όπωσ: στροβιλισµός, υδρογραφικά δίκτυα, αστική
ανάπτυξη, ιατρική και τάσεις της αγοράς.

Η ϐασική ιδέα των κλασµατικών διαστάσεων έχει µακρά ιστορία στα Μαθηµατικά. Εφαρµόστηκαν
για πρώτη ϕορά ως ένας δείκτης που χαρακτηρίζει πολύπλοκα γεωµετρικά σχήµατα, για τα οποία οι
λεπτοµέρειες ενδιαφέρουν περισσότερο από την γενική εικόνα. Για σύνολα που περιγράφουν απλά
γεωµετρικά σχήµατα, η ϑεωρητική κλασµατική διάσταση ισούται µε την γνωστή µας Ευκλείδεια ή
τοπολογική διάσταση. Συγκεκριµένα, είναι 0 για σύνολα που περιγράφουν σηµεία. 1 για σύνολα
που περιγράφουν ευθείες, 2 για σύνολα που περιγράφουν επιφάνειες (διδιάστατα σύνολα µε µήκος
και πλάτος), 3 για σύνολα που περιγράφουν όγκους (τριδιάστατα σύνολα µε µήκος, πλάτος και ύψος.
Αλλά αυτό αλλάζει για τα λεγόµενα «fractal σύνολα». Αν η (ϑεωρητική) κλασµατική διάσταση ενός
συνόλου υπερβαίνει την τοπολογική του διάσταση, τότε λέµε ότι το σύνολο έχει «fractal γεωµετρία».
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Σε αντίθεση µε τις τοπολογικές διαστασεις, ο fractal δείκτης µπορεί να παίρνει µη-ακέραιες τιµές,
υποδεικνύοντας ότι ένα σύνολο «γεµίζει το χώρο του» ποιοτικά και ποσοτικά µε διαφορετικό τρόπο
από ότι ένα συνηθισµένο γεωµετρικό σχήµα. Για παράδειγµα, µια καµπύλη µε κλασµατική διάσταση
πολύ κοντά στο 1, έστω 1.1, συµπεριφέρεται σχεδόν όπως µια κανονική ευθεία, αλλά µια καµπύλη
µε κλασµατική διάσταση 1.9 σχεδόν συµπεριφέρεται όπως µια επιφάνεια. Με τον ίδιο τρόπο, µια
επιφάνεια µε fractal διάσταση 2.1 γεµίζει το χώρο σχεδόν όπως µια συνηθισµένη επφάνεια, ενώ αυτή
που έχει διάσταση 2.9 σαν ένα στερεό.

5.3 Hausdorff διάσταση

Για κάθε d ∈ R, ε > 0 και για κάθε E ⊆ Rn ορίζουµε

Hε
d(E) = inf


∞∑
j=1

rdj : E ⊆
∞⋃
j=1

B(xj , rj), rj < ε

 ,

όπου B(xj , rj) είναι η µπάλα µε κέντρο το xj ∈ Rn και ακτίνα rj , και το infimum παίρνεται πάνω
από όλες τις αριθµήσιµες καλύψεις του E από τέτοιες µπάλες. Το όριο

lim
ε→0

Hε
d(E)

υπάρχει και ονοµάζεται d-διάστατο µέτρο Hausdorff του συνόλου E, συµβολίζεται δε µε Hd(E).
Για κάθε E ⊆ Rn υπάρχει µοναδικός d0 6 n τέτοιος ώστε :

Hd(E) =∞ για κάθε d < d0

και
Hd(E) = 0 για κάθε d > d0.

Ορισµός 5.3. Ο d0 ονοµάζεται Hausdorff διάσταση του συνόλου E και συµβολίζεται µε dimH(E).

΄Ενα παράδειγµα fractal συνόλου µε fractal διάσταση. Το γνωστό τριαδικό σύνολο του Cantor S µπορεί
να καλυφθεί µε 2k διαστήµατα µήκους 3−k, άρα το µέτρο Hausdorff του S είναι :

Hα(S) = lim
k→∞

H3−k

α (S) = lim)k →∞
(

2

3α

)k
.

΄Ετσι, Hα(S) = 0 αν α < log 2
log 3 και Hα(S) = +∞ αν α > log 2

log 3 .
Συνεπώς, η διάσταση Hausdorff του συνόλου του Cantor είναι

dimH(S) =
log 2

log 3
.
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