
Κεφάλαιο 5: Σειρές Fourier

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx+ µk sin kx) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. ∆είξτε ότι :

(α) Αν το T είναι περιττή συνάρτηση, τότε λk = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . , n.
(ϐ) Αν το T είναι άρτια συνάρτηση, τότε µk = 0 για κάθε k = 1, . . . , n.

2. ∆είξτε ότι : για κάθε k ∈ N υπάρχει πολυώνυµο p(t) ϐαθµού 2k ώστε sin2k x = p(cosx) για κάθε
x ∈ R.

3. (α) ∆είξτε ότι το σύνολο {eikx : k ∈ Z} είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητο.
(ϐ) ∆ίνονται οι πραγµατικοί αριθµοί 0 < µ1 < µ2 < · · · < µn. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις

eiµ1x, eiµ2x, . . . , eiµnx

είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητες. Χρειάζεται η υπόθεση ότι όλοι οι µj είναι ϑετικοί ;

4. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε a < b στο R,∫ b

a

f(x) dλ(x) =

∫ b+2π

a+2π

f(x) dλ(x) =

∫ b−2π

a−2π
f(x) dλ(x),

και ∫ π

−π
f(x+ a) dλ(x) =

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

∫ π+a

−π+a
f(x) dλ(x).

5. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι

lim
t→0

∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dλ(x) = 0.

6. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι άρτια, τότε f̂(−k) = f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S[f ] είναι σειρά συνηµιτόνων.

(ϐ) Αν η f είναι περιττή, τότε f̂(−k) = −f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S[f ] είναι σειρά ηµιτόνων.

(γ) Αν f(x+ π) = f(x) για κάθε x ∈ R τότε f̂(k) = 0 για κάθε περιττό ακέραιο k.

(δ) Αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές τότε f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z. Αν, επιπλέον, υποθέσουµε
ότι η f είναι συνεχής, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

7. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε a ∈ R ορίζουµε

τa(x) = f(x− a).

Περιγράψτε το γράφηµα της τa σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η τa περιοδική ; Εκφράστε τους
συντελεστές Fourier της τa συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .

8. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

gm(x) = f(mx).

Περιγράψτε το γράφηµα της gm σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η gm περιοδική ; Εκφράστε τους
συντελεστές Fourier της gm συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .
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9. ΄Εστω f, fn ∈ L1(T) (n ∈ N) συναρτήσεις οι οποίες ικανοποιούν την

lim
n→∞

∫ π

−π
|f(x)− fn(x)| dλ(x) = 0.

∆είξτε ότι
f̂n(k)→ f̂(k) όταν n→∞,

οµοιόµορφα ως προς k. ∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 και για
κάθε k ∈ Z,

|f̂n(k)− f̂(k)| < ε.

10. Ορίζουµε f(x) = π − x αν 0 < x < 2π, f(0) = f(2π) = 0, και επεκτείνουµε την f σε µια
2π-περιοδική συνάρτηση στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) = 2

∞∑
k=1

sin kx

k
.

11. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = (π−x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουµε σε µια 2π-περιοδική
συνάρτηση ορισµένη στο R. ∆είξτε ότι

S(f, x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

12. ΄Εστω 0 < α 6 1 και έστω f : R → R, 2π-περιοδική συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
M > 0 ώστε

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|α

για κάθε x, y ∈ R. ∆είξτε ότι : υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε, για κάθε k,

|ak(f)| 6 C

kα
και |bk(f)| 6 C

kα
.

13. Θεωρούµε την περιττή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [0, π] ορίζεται από την

f(x) = x(π − x).

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και δείξτε ότι

f(x) =
8

π

∞∑
k=0

sin[(2k + 1)x]

(2k + 1)3
.

14. ΄Εστω 0 < δ < π. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε

f(x) =

{
1− |x|δ αν |x| 6 δ
0 αν δ 6 |x| 6 π

Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της f και δείξτε ότι

f(x) =
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos kδ

k2πδ
cos kx.
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15. Θεωρούµε την 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [−π, π] ορίζεται από την

f(x) = |x|.

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και δείξτε ότι
f̂(0) = π/2 και

f̂(k) =
−1 + (−1)k

πk2
, k 6= 0.

Γράψτε τη σειρά Fourier S[f ] της f σαν σειρά συνηµιτόνων και ηµιτόνων. Θέτοντας x = 0 δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
και

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

16. ΄Εστω f : R→ R µια 2π-περιοδική συνάρτηση, ολοκληρώσιµη στο [0, 2π].
(α) ∆είξτε ότι

lim
t→0

∫ 2π

0

|f(x+ t)− f(x)| dλ(x) = 0.

[Υπόδειξη: εξετάστε πρώτα την περίπτωση που η f είναι συνεχής.]
(ϐ) (Λήµµα Riemann-Lebesgue). ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N,∫ 2π

0

f(x) sinnx dλ(x) = −
∫ 2π

0

f
(
x+

π

n

)
sinnx dλ(x).

και συµπεράνατε ότι

lim
n→∞

∫ 2π

0

f(x) sinnx dλ(x) = 0.

17. (α) Θεωρώντας την περιττή επέκταση της cosx από το (0, π) στο (−π, π) \ {0} δείξτε ότι

cosx =
8

π

∞∑
k=1

k sin(2kx)

4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.
(ϐ) Θεωρώντας την άρτια επέκταση της sinx από το (0, π) στο (−π, π) δείξτε ότι

sinx =
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

cos(2kx)

4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.
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Οµάδα Β΄

18. (α) Για κάθε k ∈ N ϑέτουµε

Ak(x) =

k∑
j=1

sin jx.

∆είξτε ότι : αν k > m τότε

|Ak(x)−Am(x)| 6 1

| sin(x/2)|
για κάθε 0 < x < π.
(ϐ) Αν λ1 > λ2 > · · · > λn > 0, δείξτε ότι∣∣∣∣∣∣

k∑
j=m+1

λj sin jx

∣∣∣∣∣∣ 6 λm+1

| sin(x/2)|

για κάθε n > k > m > 1 και για κάθε 0 < x < π.

19. ΄Εστω n ∈ N και M > 0. Αν λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 και kλk 6 M για κάθε k = 1, . . . , n,
δείξτε ότι ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

λk sin kx

∣∣∣∣∣ 6 (π + 1)M

για κάθε x ∈ R. [Υπόδειξη : Μπορείτε να υποθέσετε ότι 0 < x < π. Γράψτε, αν ϑέλετε,

n∑
k=1

λk sin kx =

m∑
k=1

λk sin kx+

n∑
k=m+1

λk sin kx,

όπου m = min{N, bπ/xc}.]

20. (Λήµµα του Stečkin). ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx+ µk sin kx) τριγωνοµετρικό πολυώ-

νυµο και έστω x0 ∈ R µε την ιδιότητα

f(x0) = ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ R}.

∆είξτε ότι : αν |t| 6 π
n τότε

f(x0 + t) > ‖f‖∞ cos(nt).

21. (Ανισότητα του Bernstein). ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx + µk sin kx) τριγωνοµετρικό

πολυώνυµο. ∆είξτε ότι
‖f ′‖∞ 6 n‖f‖∞.

22. ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστηµα που περιέχεται στο εσωτερικό του [−π, π]. Θεωρούµε την f(x) =
χ[a,b](x) που ορίζεται στο [−π, π] από τις f(x) = 1 αν x ∈ [a, b] και f(x) = 0 αλλιώς, και την
επεκτείνουµε 2π-περιοδικά στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

e−ika − e−ikb

2πik
eikx.

∆είξτε ότι η S[f ] δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Βρείτε τα x ∈ R για τα οποία η S(f, x)
συγκλίνει.

23. ΄Εστω T (x) =
∑n
k=−n cke

ikx τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Υποθέτουµε ότι το T παίρνει ϑετικές
πραγµατικές τιµές. ∆είξτε ότι υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο Q ώστε

T (x) = |Q(x)|2

για κάθε x ∈ R.
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