
Κεφάλαιο 3: Ολοκλήρωµα Riemann και Ολοκλήρωµα Lebesgue

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω φ : [a, b]→ R και έστω Q διαµέριση του [a, b]. ∆είξτε ότι

V (φ) = sup{V (φ, P ) | P διαµέριση του [a, b] , P ⊇ Q}.

2. (α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση φ : [0, 1]→ R µε φ(x) = x sin 1
x αν x 6= 0 και φ(0) = 0 είναι συνεχής

αλλά έχει άπειρη κύµανση.
(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση ψ : [0, 1]→ R µε ψ(x) = x2 sin 1

x αν x 6= 0 και ψ(0) = 0 έχει ϕραγµένη
κύµανση.

3. (α) ΄Εστω (φn) ακολουθία συναρτήσεων που ορίζονται στο [a, b]. Υποθέτουµε ότι κάθε φn έχει
ϕραγµένη κύµανση και ότι υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε V (φn | a, b) ≤ M για κάθε n ∈ N. Αν
φn → φ κατά σηµείο, δείξτε ότι η φ έχει ϕραγµένη κύµανση και V (φ | a, b) ≤M .
(ϐ) Η υπόθεση V (φn | a, b) ≤ M για κάθε n ∈ N στο (α) είναι ουσιαστική. ∆είξτε ότι η ακολουθία
συναρτήσεων

φn(x) =

{
x sin 1

x , x > 1
2nπ

0, 0 6 x < 1
2nπ

συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση φ της ΄Ασκησης 2(α) και ότι κάθε φn έχει ϕραγµένη κύµανση
(ενώ η φ όχι).

4. ΄Εστω (φn) ακολουθία συναρτήσεων που ορίζονται στο [a, b] και έχουν ϕραγµένη κύµανση. Αν
φn → φ κατά σηµείο, δείξτε ότι

V (φ | a, b) ≤ lim inf
n→∞

V (φn | a, b).

[Υπόδειξη για τις Ασκήσεις 3 και 4: ∆είξτε ότι V (φn, P )→ V (φ, P ) για κάθε διαµέριση P του [a, b].]

5. ΄Εστω φ : [a, b] → R. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε : για κάθε ε > 0, V (φ |
a+ ε, b) ≤M .
(α) ∆είξτε ότι V (φ | a, b) < +∞.
(ϐ) Ποιά επιπλέον υπόθεση για την φ µας εξασφαλίζει ότι V (φ | a, b) ≤M ;

6. Θεωρούµε τη συνάρτηση I(x) = 0 αν x < 0 και I(x) = 1 αν x > 0. ΄Εστω (cn) µια ακολουθία
πραγµατικών αριθµών µε

∑∞
n=1 |cn| < +∞ και έστω (xn) ακολουθία διαφορετικών ανά δύο σηµείων

του (a, b]. Αν

φ(x) =

∞∑
n=1

cnI(x− xn), x ∈ [a, b]

δείξτε ότι φ ∈ BV [a, b] και

V (φ | a, b) =

∞∑
n=1

|cn|.

7. ΄Εστω φ : [a, b] → R συνεχής και κατά τµήµατα µονότονη συνάρτηση. Για κάθε y ∈ R ορίζουµε
N(y) το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης φ(x) = y στο [a, b]. Αν m = min{φ(x) : a ≤ x ≤ b} και
M = max{φ(x) : a ≤ x ≤ b}, δείξτε ότι

V (φ | a, b) =

∫ M

m

N(y)dλ(y).

8. Βρείτε, αν υπάρχει, συνεχή συνάρτηση φ ∈ BV [a, b] η οποία δεν είναι Lipschitz συνεχής.
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9. ΄Εστω a, b > 0. Ορίζουµε

f(x) =

{
xa sin(x−b), 0 < x 6 1
0, x = 0

∆είξτε ότι η f έχει ϕραγµένη κύµανση στο [0, 1] αν και µόνο αν a > b. Παίρνοντας a = b,
κατασκευάστε (για κάθε 0 < α < 1) µια συνάρτηση που ικανοποιεί την Lipschitz συνθήκη τάξης α

|f(x)− f(y)| 6 A|x− y|α

για κάποια σταθερά A > 0, αλλά δεν έχει ϕραγµένη κύµανση.

10. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x) = x2 sin(1/x2), x 6= 0, και f(0) = 0. ∆είξτε ότι η f ′(x) υπάρχει
για κάθε x, αλλά η f ′ δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [−1, 1].

11. ∆είξτε (µε ϐάση τον ορισµό) ότι η συνάρτηση Cantor-Lebesgue δεν είναι απολύτως συνεχής.

12. ΄Εστω g : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η

D+(g)(x) = lim sup
h→0+

g(x+ h)− g(x)

h

είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

13. ΄Εστω f : R→ R απολύτως συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι :

(α) Η f απεικονίζει σύνολα µέτρου µηδέν σε σύνολα µέτρου µηδέν.

(ϐ) Η f απεικονίζει µετρήσιµα σύνολα σε µετρήσιµα σύνολα.

14. ΄Εστω f : [a, b]→ R απολύτως συνεχής, αύξουσα συνάρτηση µε f(a) = A και f(b) = B. ΄Εστω
g : [A,B]→ R µετρήσιµη συνάρτηση.
(α) ∆είξτε ότι η g(f(x))f ′(x) είναι µετρήσιµη στο [a, b].
(ϐ) ∆είξτε ότι αν η g είναι ολοκληρώσιµη στο [A,B] τότε η g(f(x))f ′(x) είναι ολοκληρώσιµη στο
[a, b] και ∫ B

A

g(y)dλ(y) =

∫ b

a

g(f(x))f ′(x)dλ(x).

15. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R απολύτως συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι η fg είναι απολύτως συνεχής,
και ∫ b

a

f ′(x)g(x)dλ(x) = −
∫ b

a

f(x)g′(x)dλ(x) + f(b)g(b)− f(a)g(a).

Οµάδα Β΄

16. ΄Εστω f : Rd → R µη µηδενική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει c > 0 ώστε

f∗(x) >
c

|x|d
για κάθε |x| > 1,

και συµπεράνατε ότι η f∗ δεν είναι ολοκληρώσιµη.

17. Θεωρούµε την συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =
1

|x|(log 1/|x|)2
αν |x| 6 1/2

και f(x) = 0 αλλιώς. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη. ∆είξτε επίσης ότι υπάρχει c > 0 ώστε

f∗(x) >
c

|x|(log 1/|x|)
για κάθε |x| 6 1/2,
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και συµπεράνατε ότι η f∗ δεν είναι τοπικά ολοκληρώσιµη.

18. ΄Εστω f : R→ R µη µηδενική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε

f∗+(x) = sup
h>0

∫ x+h

x

|f(y)| dλ(y).

Για κάθε α > 0 ϑέτουµε E+
α = {x ∈ R : f∗+(x) > α}. ∆είξτε ότι

λ(E+
α ) =

1

α

∫
Eα+

|f(y)|dλ(y).

[Υπόδειξη. Εφαρµόστε το λήµµα του ανατέλλοντος ηλίου για την F (x) =
∫ x
a
|f(y)|dλ(y)− αx.]

19. ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του R. Θεωρούµε την συνάρτηση

δ(x) = d(x, F ) = inf{|x− y| : y ∈ F}.

Ελέγξτε ότι δ(x + y) 6 |y| για κάθε x ∈ F και για κάθε y ∈ R. ∆είξτε ότι, ισχυρότερα, ισχύει το
εξήσ:

lim
y→0

δ(x+ y)

|y|
= 0 σχεδόν για κάθε x ∈ F.

20. Κατασκευάστε µια αύξουσα συνάρτηση f : R → R µε την εξής ιδιότητα : η f είναι ασυνεχής
στο x αν και µόνο αν x ∈ Q.

21. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση µε D+(f)(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι η f
είναι αύξουσα.

22. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Αν η f ′(x) υπάρχει για κάθε x ∈ (a, b) και
|f ′(x)| 6 M , δείξτε ότι |f(x) − f(y)| 6 M |x − y| για κάθε x, y ∈ [a, b] και ότι η f είναι απολύτως
συνεχής.

23. ΄Εστω E ⊂ Rd µε λ(E) = 0. ∆είξτε ότι υπάρχει µη αρνητική ολοκληρώσιµη f : Rd → R µε

lim inf
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B

f(y)dλ(y) =∞

για κάθε x ∈ E.

23. ΄Εστω E ⊂ R µε λ(E) = 0. ∆είξτε ότι υπάρχει αύξουσα, απολύτως συνεχής f : R → R µε
D+(f)(x) = D−(f)(x) =∞ για κάθε x ∈ E.

24. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι η f ικανοποιεί την συνθήκη Lipschitz

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|

για κάποια σταθερά M > 0 και για κάθε x, y ∈ R αν και µόνο αν η f είναι απολύτως συνεχής και
|f ′(x)| 6M σχεδόν για κάθε x.

25. ΄Εστω f : (a, b)→ R κυρτή συνάρτηση. Αποδείξτε τα εξήσ:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Η f είναι Lipschitz συνεχής, άρα και απολύτως συνεχής, σε κάθε κλειστό διάστηµα [γ, δ] ⊂
(a, b).

(γ) Η f ′(x) υπάρχει σε όλα, εκτός από αριθµήσιµα το πλήθος, τα x ∈ (a, b), η f ′ = D+(f) είναι
ολοκληρώσιµη, και

f(y)− f(x) =

∫ y

x

f ′(t)dλ(t)

για κάθε x < y στο (a, b).
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