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�� �&��&1�3&�� '8� +(3&�2+&8� �-��� '�� ����%�+&�� '�� 3�673�'�� ����3�'�*7

���#�+( ��� %�%�1'(*& '� 1&�3&���� &?�3(�� '�� �*�%(3�@*�� )'���  !!.A !! +'� �373�

�-��3�+3)�8� ��6(3�'�*2� *�� ��+�*2� ���+'(32� B�/�/�/�/�/C '�� �/�/�/

� �#( ��� &��#)16(*& �� %�%�16&0 *�� +�3�&��#�3D��&'�� +'�� +(3&�2+&�� �-��� '(

6&8�0� 3&'��*2� 12�8�/ �� +(3&�2+��3& �'� ��8� )1&� &��*��'7+&� %�&6�2�E � '0'#��

����3�'�*7 ���#�+( +�3�&��#�3D��&� )�� &��� -�+3� 6&3�'8� +��1���(� ��6(3�'�*7�

���#�+(� *�� +�� 6&3�'�*7 &��'('� %&� 3���&0 �� %�%�16&0 +& )�� &?�3(��/ � 6&8�0�

3&'��*2� 12�8� +���+'� '�� *&�'��*� ���7�� '8� +��1���8� 3�6(3�'�*2� *�� ( &?��*&0A

8+( '�� -��'('7 '8� ��6(3�'�*2� 3& '�� )����&� *�� '�� '&1��*)� '(� &0��� �����0'('�

&-�%�� ��� �����%7��'& *�'&�6��+( 6� &��#)?&� �� �*�#��67+&�/

�� +(3&�2+&�� 18�05��'�� +& &���� *&-�#��� *�� +'� ')#�� *�6& *&-�#�0�� ����'06&�A

'�� ���+3)�&� �+*7+&��/ ;&%�3)��� �'� ( -�+( '(� 6&8�0�� 3&'��*2� 12�8� &0��� ��*&'�

�-(�(3)�( *�� ( &?��*&08+( '8� -��'('2� 3& ����3��&� )����&� *�� '&1��*)� ���%&0?&8�

&0��� 3�*�7 ����'&0'�� �%��0'&�( ���+�17 +'( 3&#)'( '�� 3�673�'��/

��%�*�'&�� � -��'('7� 6� ��)�&� �� )1&� *�#7 ��2+( *�� *�'���(+( '8� &����2�E B��A

��1��� ��*&')� �)&� )����&�C/ ��0+(� ( ��2+( '8� �+�%���38� 3��-2� B1���*'(��+32�C

'8� &����2� &0��� �����0'('( ��� '( 3&#)'( '8� 6&8�(3�'8� *�� '(� &�0#�+( �+*7+&8�/

��'� '( %���*&�� '8� &?&'�+&8� � -��'('7� 6� ��)�&� �� %��'��2+&� 3& +�-7�&�� '���

+�##���+3��� ��� 6� ����'���'�� ��� '(� ����'(+( '8� &�8'(3�'8�/ �0��� 1�7+�3� *�'�

'( %���*&�� '(� 3&#)'(� �� *�'����-&� �#7�8� '�� ����'7+&�� +'�� �+*7+&�� ( �*�3( *��

���%&0?&�� 6&8�(3�'8� B���'�+&8� */#/�/C '� ���0� %��D�5&� 2+'& �� &?��*&�86&0 3& '(�

+�-7 %��'��8+( +�##���+32�/

�� �&��&1�3&�� '�� 3�673�'�� )1&� &��#&�&0 )'+� 2+'& �� 3(� ����1��� &*'&�&0�

���%&0?&�� *�� &�0+(� �� &*'&6&0 ( ���*�#0� '8� 3&6�%8� ��� &3-��05��'��/ �� �+*7+&��

&�0+(� )1��� &��#&�&0 2+'& �� +�3D�##��� +'(� *�#7 *�'���(+( '�� 3�673�'��/

�& '(� &#�0%� �'� � *�6& -��'('7� 6� D�&� *����� &�%��-)��� +'� �&��&1�3&�� '��

3�673�'�� *�� '8� +(3&�2+&8�E +�� &�1�3�� *�#7 3&#)'( *�� &��'�10� +'�� &?&'�+&��/

� )�*���( ���&'��3�+0� '8� +(3&�2+&8� +'(�016(*& +'( +(3��'�*7 D�76&�� ��� ���+A

-)�6(*& ��� '��� +��&���'&� 3�� �/ ��D���'�*(E �/ ���&##����#�E �/ �����+�*( *��

�/ ��#��E '��� ���0��� *�� &��6�32 �� &�1���+'7+8/
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+�3�#7�8+( '(� ��2'(�/ >�1&� ���+'&6&0 3�� �������-�� +'� *&-�#��� '8� �#7�8� 3&'��*2�

12�8� ��� �-��� '�� �3���3��-� +��&1&0� +����'7+&��E 3�� �������-�� +'� *&-�#��� '8�

+�3���2� 3&'��*2� 12�8� ��� �-��� '� �#�*� -���3)�� ���+���#� 3&'��*2� 12�8�E *�A

62� *�� )�� *&-�#��� ���� ��05��'�� '� ����3&�� 3&'��*2� 12�8� *�� '� +���#� Cantor/

�67�� .$ 
������0��  !!"

	����� �������

��6(�('7� ��6(3�'�*2� �/�/�/

�





���F���
� .

�������� ����� �	� �	�	�����	�	

�� ������	 �
����
� ���
�

������� ./.� �������� 	
��� &0��� )�� 5&���� (X, ρ) ���� X &0��� )�� 3( *&��

+���#� *�� ρ : X × X −→ R 30� ��&�*���+( ��� �*������&0 '�� �%��'('&�G

BiC ρ(x, y) ≥ 0 ��� *�6& x, y ∈ X *�� ρ(x, y) = 0 �� *�� 3��� �� x = y/

BiiC ρ(x, y) = ρ(y, x) ��� *�6& x, y ∈ X B+�33&'��*7 �%��'('�C/

BiiiC ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ��� *�6& x, y, z ∈ X B'���8��*7 ���+�'('�C/

� ��&�*���+( ρ ���3�5&'�� ������
E '� +'��1&0� '�� +���#�� X ���3�5��'�� ������E *��

� ���63�� ρ(x, y) ���3�5&'�� �������� '�� x ��� '� y/

>�'�� %&� ����1&� *0�%���� +��1�+(� 8� ���� '( 3&'��*7 ��� 6&8���3& +& )�� +���#�

X 1�(+�3������3& *�� '(� )*-��+( HH� 3&'��*�� 12��� XII/

����6)'��3& '2�� *����� ��#� ����%&0�3�'� 3&'��*2� 12�8�

./ � ���
��� ������
 +'� +���#� R '8� ����3�'�*2� ���632� ��05&'�� 8�

ρ(x, y) = |x − y|

��� x, y ∈ R/

 / � ���������� ������
 ρ2 +'� +���#� Rk '8� %��'&'��3)�8� k−�%8� ����3�'�*2�

���632� ��05&'�� 8� &?7�G =�� %�� +'��1&0� �x = (x1, x2, . . . , xk)E �y = (y1, y2, . . . , yk) '��

Rk &0���

ρ2(�x, �y) =
( k∑

i=1

(xi − yi)2
) 1

2
.

"/ � �������
 ������
 +& �����%7��'& 3( *&�� +���#� X ��05&'�� 8� &?7�G =��

x, y ∈ X ��05��3&

ρ(x, y) =

{
1 �� x �= y

0 �� x = y.

:/ �� (X, ρ) &0��� )��� 3&'��*�� 12��� *�� A �����%7��'& 3( *&�� ���+���#� '�� XE �

�&�����+3�� ρA '(� ρ +'� A×A %(#�%7 ( ��&�*���+( ρA : A×A −→ R 3& ρA(x, y) = ρ(x, y)
&0��� 3&'��*7 +'� +���#� A/ � 3&'��*7 ��'7 ���3�5&'�� �	����
 ������
 ��� &���&'��

+'� A ��� '( ρ/ >�'+� ��� ����%&��3� *�6& 3( *&�� ���+���#� '8� ����3�'�*2� ���632�

&0��� 3&'��*�� 12��� 3& '( +1&'�*7 3&'��*7 ��� &���&'�� +& ��'� ��� '( +��76( 3&'��*7/
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��� +(3��'�*7 *#�+( 3&'��*2� 12�8� &0��� ��')� ��� ��05��'�� +& )�� %����+3�'�*�

12�� 3)+8 3��� ���3��/ ����*�'8 ��&�6�305��3& '�� ���+3� '�� ����3�'�*�� %����+A

3�'�*�� 12��� *�� '(� ���3�� +& )�� ����3�'�*� %����+3�'�*� 12�� *�� %0���3& *�����

����%&0�3�'�/

�



������� ./ � ����3�'�*�� ������������� 	
��� B7 ��������� 	
���C ���3�5&A

'�� 3�� '���%� (V,+, ·) ���� V &0��� )�� +���#�E + : V × V −→ V 3�� &+8'&��*7

���?( B��������C *�� · : R×V −→ V 3�� &?8'&��*7 ���?( B������� ��������C ���

�*��������� '�� �*�#��6&� �%��'('&�G

BiC (x + y) + z = x + (y + z) ��� *�6& x, y, z ∈ V /

BiiC x + y = y + x ��� *�6& x, y ∈ V /

BiiiC ����1&� )�� +'��1&0� 0 ∈ V B3(%&��*� +'��1&0�C 2+'& x+0 = 0+x = x ��� *�6&

x ∈ V /

BivC =�� *�6& x ∈ V ����1&� −x ∈ V 2+'& x + (−x) = (−x) + x = 0/
BvC λ(x + y) = λx + λy ��� *�6& x, y ∈ V *�� λ ∈ R/

BviC (λ + μ)x = λx + μx ��� *�6& x ∈ V *�� λ, μ ∈ R/ B���� λ + μ +'� ��2'� 3)#��

&0��� '� �6���+3� '8� ����3�'�*2� ���632� λ *�� μC/

BviiC λ(μx) = (λμ)x ��� *�6& x ∈ V *�� λ, μ ∈ R B���� λμ +'� %&�'&�� 3)#�� &0���

'� ����3&�� '8� ����3�'�*2� ���632� λ *�� μC/

BviiiC 1x = x ��� *�6& x ∈ V /

�� +'��1&0� &��� %����+3�'�*�� 12��� ���3�5��'�� ����������/

B��� +'�� ���+3� ��'�*�'�+'7+��3& '� +23� R '8� ����3�'�*2� ���632� 3& '� +23� C

'8� 3���%�*2� ���632� )1��3& '(� )����� '�� 3���%�*�� %����+3�'�*�� 12���/C

���� '�� %����+3�'�*�� 12��� V ���3�5&'�� )�� +���#� B ⊂ V )'+� 2+'& ��� *�6&

x ∈ V 3& x �= 0 ����1��� 3���%�*� k ∈ NE b1, b2, . . . , bk %��-��&'�*� ��� %�� +'��1&0� '��

B *�� 3( 3(%&��*�0 ����3�'�*�0 ���63�0 λ1, λ2, . . . , λk 2+'& x = λ1b1 + λ2b2 + · · ·+ λkbk/

�����
������ ������������� �����

B�C � 12��� Rk 3& ���+6&+( *�� D�638'� ����3&�� ���5�3&�� ��� '�� +1)+&��G

(x1, x2, . . . , xk) + (y1, y2, . . . , yk) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xk + yk)

λ(x1, x2, . . . , xk) = (λx1, λx2, . . . , λxk).

� *�����*7 (standard) D�+( '�� Rk ���'&#&0'�� ��� '� %����+3�'� e1, e2, . . . , ek ����

ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) B( 3���%� D�0+*&'�� +'(� jA6)+(C/

BDC � 12��� c00(N) '8� '&#�*� 3(%&��*2� ����3�'�*2� �*�#��6�2� ���'&#&0'�� ���

�#&� '�� �*�#��60&� ����3�'�*2� ���632� '(� 3��-7� �x = (x1, x2, . . .) ��� '�� ���0&�

����1&� i0 ∈ N 2+'& xi = 0 ��� *�6& i ≥ i0/ � ���+6&+( *�� '� D�638'� ����3&��

��05��'�� *�'� +(3&0� %(#�%7

(x1, x2, . . .) + (y1, y2, . . .) = (x1 + y1, x2 + y2, . . .)

λ(x1, x2, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

	(3&�2���3& �'� '� �6���+3� %�� '&#�*� 3(%&��*2� �*�#��6�2� *�62� *�� '� ����3&��

&��� ����3�'�*�� ���63�� 3& 3�� '&#�*� 3(%&��*7 �*�#��60� &0��� '&#�*� 3(%&��*7 �*�#��A

60� *�� ��� �� ���?&�� ��8� ��0+'(*�� &0��� *�#� ���+3)�&� +'� c00(N)/ � %����+3�'�*��

12��� c00(N) &0��� )��� 12��� ��� &�&*'&0�&� *�'� -�+��#���*� '���� *�6& RkE k =
1, 2, . . . � *�����*7 (standard) D�+( '�� c00(N) &0��� ( e1, e2, . . . ���� ej = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .)
��� j = 1, 2, . . . B( 3���%� D�0+*&'�� +'(� jA6)+(C/

B�C � 12��� P �#8� '8� ��#�8��38� 3& ����3�'�*��� +��'&#&+')�/

B%C � 12��� Pn �#8� '8� ��#�8��38� 3& D�63� 3�*��'&�� 7 0+� '�� n *�� ����A

3�'�*��� +��'&#&+')�/

��



B&C �� X &0��� )�� 3( *&�� +���#� *�6& +����'(+( f : X −→ R *�#&0'�� ���������


���������/ � 12��� F(X) ��� ���'&#&0'�� ��� �#&� '�� ����3�'�*)� +����'7+&�� f :
X −→ R 3& ���?&�� ���5�3&�&� *�'� +(3&0�E %(#�%7

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λf(x)

&0��� %����+3�'�*�� 12���/

B+'C � 12��� C[a, b] '8� +��&12� ����3�'�*2� +����'7+&8� 3& �&%0� ���+3�� '�

*#&�+'� %��+'(3� [a, b]/ 	(3&�2���3& &%2 �'� '� �6���+3� +��&12� +����'7+&8� *�62�

*�� *�6& ����3�'�*� ��##��#�+�� 3��� +��&1��� +����'(+(� &0��� +��&17� +����'(+(/

������� ./"� >�+'8 (V,+, ·) )��� ����3�'�*�� %����+3�'�*�� 12���/ ��� ��&�*���+(

‖ ‖ : V −→ R ���3�5&'�� ����� �� �*������&0 '�� �%��'('&�G

BiC ‖x‖ ≥ 0 ��� *�6& x ∈ V *�� ‖x‖ = 0 �� *�� 3��� �� x = 0/
BiiC ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ ��� *�6& x ∈ V *�� λ ∈ R/

BiiiC ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ��� *�6& x, y ∈ V B'���8��*7 ���+�'('�C/

�� 5&���� (V, ‖ ‖) ���3�5&'�� 	
��� �� �����/

=�� *�6& 12�� 3& ���3� (V, ‖ ‖) ( ��&�*���+( ρ = ρ‖ ‖ : V × V −→ R 3& ρ(x, y) =
‖x − y‖ &0��� 3&'��*7 +'� V / ����3�'�

• ρ(x, y) = ‖x − y‖ ≥ 0 ��� *�6& x, y ∈ V E &�2 ρ(x, y) = 0E %(#�%7 ‖x − y‖ = 0
�� *�� 3��� �� x − y = 0 %(#�%7 �� *�� 3��� �� x = y/

• ρ(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(−1)(y−x)‖ = | − 1| · ‖y−x‖ = ρ(y, x) ��� *�6& x, y ∈ V /

• =�� *�6& x, y, z ∈ V )1��3& ρ(x, z) = ‖x− z‖= ‖(x − y) + (y − z)‖≤ ‖x − y‖+
‖y − z‖= ρ(x, y) + ρ(y, z)/

� 3&'��*7 ��'7 ���3�5&'�� ������
 ��� ������ � ����� +'� %����+3�'�*� 12�� V /

;0���3& '2�� *����� ����%&0�3�'� 12�8� 3& ���3�/

./ � ���������� ����� ‖ ‖2 +'�� Rk ��05&'�� 8� &?7�G =�� �x ∈ Rk '(� 3��-7�

�x = (x1, x2, . . . , xk) 6)'��3&

‖�x‖2 =
( k∑

i=1

x2
i

) 1
2
.

� &�*#&0%&�� 3&'��*7 ρ2 +'�� Rk &0��� ( 3&'��*7 ��� &���&'�� ��� '( ���3� ‖ ‖2/

 / 	'�� Rk 6&8���3& &�0+(� '�� ���3&� ‖ ‖1 *�� ‖ ‖∞ ��� ��� �x ∈ Rk '(� 3��-7�

�x = (x1, x2, . . . , xk) ��05��'�� 8� &?7�G

‖�x‖1 =
k∑

i=1

|xi|

‖�x‖∞ = max{|xi| : i = 1, 2, . . . , k}.
� ���%&�?( �'� �� ‖ ‖1 *�� ‖ ‖∞ &0��� ��'8� ���3&� +'�� Rk �-7�&'�� 8� �+*(+( +'��

�����2+'(/

"/ 	'�� Rk ��05��'�� &�0+(� �� ���3&� ‖ ‖p ��� 1 < p < ∞ 8� &?7�G =�� x =
(x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk ��05��3&

‖x‖p =
( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p

.

��



� ���%&�?( �'� ( ‖ ‖p &0��� ����3�'� ���3� �����+��5&� %�+*�#0� 3��� +'(� ���%&�?(

'(� '���8��*7� ���+�'('��/ =�� '(� ���%&�?( ��'7 6� 1�(+�3����7+��3& '(� ���+�'('�

Minkowski ( ���%&�?( '(� ���0�� D�+05&'�� +'(� ���+�'('� Hölder. J&*���3& '(� ���%&�?(
3& '(� �*�#��6( ���+�'('�G

�� p > 1 *�� q > 1 �*��������� '( +1)+(
1
p

+
1
q

= 1 '�'& ��� *�6& a, b ≥ 0 �+1�&�

ab ≤ ap

p
+

bq

q
. B.C

����
�� � �� a = 0 7 b = 0 ( ���+�'('� B.C &0��� ���-��7�/ ���6)'��3& �'� a > 0
*�� b > 0/ � +����'(+( log : (0,+∞) −→ R &0��� %�� -��)� �����8�0+�3( 3& log′′(x) =

− 1
x2

< 0 ��� *�6& x ∈ (0,+∞) *�� ��� &0��� *�0#( +����'(+(/ 	��&�2� ��� x, y ∈ (0,+∞)

*�� 0 < λ < 1 &0��� λ log x + (1 − λ) log y ≤ log(λx + (1 − λ)y)/ =�� x = apE y = bq *��

λ =
1
p

B���'& 1 − λ =
1
q
C ���*��'&� �'�

1
p

log ap +
1
q

log bq ≤ log(
1
p
ap +

1
q
bq) %(#�%7

log(ab) ≤ log(
ap

p
+

bq

q
) ��� '(� ���0� ���*��'&� ( ���+�'('� B.C/ �

	���
�	�G ;�� ����3�'�*�0 ���63�0 p, q > 1 2+'&
1
p

+
1
q

= 1 #)���'�� ��������

������� 7 #)3& �'� � q &0��� � +�5��7� &*6)'(� '�� p B*�� #��8 +�33&'�0�� � p &0���

+�5��7� &*6)'(� '�� qC/ ����'(���3& �'� ��� p > 1 � +�5��7� &*6)'(� '�� p &0��� �

q =
p

p − 1
*�� �'� ( +1)+(

1
p

+
1
q

= 1 ��� ��05&� '��� +�5��&0� &*6)'&� &0��� �+�%���3(

'(� p + q = pq/

������ �� Hölder: �� p, q &0��� +�5��&0� &*6)'&� B%(#�%7 p > 1 *��
1
p

+
1
q

= 1C *��

a1, a2, . . . , akE b1, b2, . . . , bk &0��� 2k ����3�'�*�0 ���63�0 '�'&

k∑
i=1

|aibi| ≤
( k∑

i=1

|ai|p
) 1

p ·
( k∑

i=1

|bi|q
) 1

q

. B C

	'(� &�%�*7 �&�0�'8+( ��� p = q = 2 )1��3& '(� ���+�'('� Cauchy-Scwartz.

����
�� � ��'> ��17� ����'(���3& �'� ��
k∑

i=1

|ai|p = 0 '�'& a1 = a2 = · · · = ak = 0

*�� ( B C �+1�&� ���-��2� 8� �+�'('�/ �� 0%�� +�3�)��+3� )1��3& *�� +'(� �&�0�'8+( ���
k∑

i=1

|bi|q = 0/ 	'� ����*�'8 ���6)'��3& �'�
k∑

i=1

|ai|p > 0 *��
k∑

i=1

|bi|q > 0/

�?&'�5��3& ��2'� '(� &�%�*7 �&�0�'8+( ���
k∑

i=1

|ai|p =
k∑

i=1

|bi|q = 1/ ��*&0 #����� ��

���%&0?��3& �'�
k∑

i=1

|aibi| ≤ 1/ =�� *�6& i = 1, 2, . . . , k ��� '(� ���+�'('� B.C ��� '��� 3(

���('�*��� |ai| *�� |bi| )1��3&

|aibi| ≤
|ai|p

p
+

|bi|q
q

.

���+6)'��'�� *�'� 3)#( '�� k ��')� ���+�'('&� ���*��'&� �'�

k∑
i=1

|aibi| ≤
k∑

i=1

(
|ai|p

p
+

|bi|q
q

) =
1
p

( k∑
i=1

|ai|p
)

+
1
q

( k∑
i=1

|bi|q
)

=
1
p

+
1
q

= 1.

��



=�� '( �&��*7 �&�0�'8+(E 6)'��'�� Ai =
ai( k∑

i=1

|ai|p
) 1

p

*�� Bi =
bi( k∑

i=1

|bi|q
) 1

q

��� i =

1, 2, . . . , k ����'(���3& �'� ��� '��� ����3�'�*��� ���63��� A1,A2,. . . , Ak,B1,B2,. . . ,Bk

�+1�&�
k∑

i=1

|Ai|p =
k∑

i=1

|Bi|q = 1/ >��� ��� '(� &�%�*7 �&�0�'8+( ���*��'&� �'�
k∑

i=1

|AiBi| ≤ 1

%(#�%7
k∑

i=1

|ai|( k∑
i=1

|ai|p
) 1

p

· |bi|( k∑
i=1

|bi|q
) 1

q

≤ 1/ ���3)�8�

k∑
i=1

|aibi| ≤
( k∑

i=1

|ai|p
) 1

p ·
( k∑

i=1

|bi|q
) 1

q

.

�

������ �� Minkowski: �� p ≥ 1 *�� x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yk &0��� 2k ����A

3�'�*�0 ���63�0 '�'&

( k∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

p ≤
( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+
( k∑

i=1

|yi|p
) 1

p

. B"C

����
�� � =�� p = 1 ( ���+�'('� &0��� ���-��7� ���'& ���6)'��3& �'� p > 1/ �)A

'��'�� A = (
k∑

i=1

|xi + yi|p)
1
p )1��3&

Ap =
k∑

i=1

|xi + yi|p =
k∑

i=1

|xi + yi| · |xi + yi|p−1

≤
k∑

i=1

(|xi| + |yi|) · |xi + yi|p−1

=
k∑

i=1

|xi| · |xi + yi|p−1 +
k∑

i=1

|yi| · |xi + yi|p−1. B:C

�&8���3& '� +�5��7 &*6)'( q '�� p %(#�%7 '�� ���63� q =
p

p − 1
/ ��� '(� ���+�'('�

Hölder ��� '��� ���63��� ai = |xi|E bi = |xi + yi|p−1 ��� i = 1, 2, . . . , k ���*��'&� �'�

k∑
i=1

|xi| · |xi + yi|p−1 ≤
( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p ·
( k∑

i=1

·|xi + yi|(p−1)q
) 1

q

.

�-�+�� (p − 1)q = pq − q = p *�� A = (
k∑

i=1

|xi + yi|p)
1
p )�&'�� �'�

k∑
i=1

|xi| · |xi + yi|p−1 ≤
( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p · (Ap)
1
q . B$C

�& �3��� '���� ��� '(� ���+�'('� Hölder ��� '��� ���63��� ai = |yi|E bi = |xi + yi|p−1

��� i = 1, 2, . . . , k )�&'�� �'�

k∑
i=1

|yi| · |xi + yi|p−1 ≤
( k∑

i=1

|yi|p
) 1

p · (Ap)
1
q . B9C

��



��� '�� B:CEB$CEB9C +������3& �'�

Ap ≤
( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p · (Ap)
1
q +

( k∑
i=1

|yi|p
) 1

p · (Ap)
1
q

=
(( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+
( k∑

i=1

|yi|p
) 1

p

)
· (Ap)

1
q

*�� ���

(Ap)1−
1
q ≤

( k∑
i=1

|xi|p
) 1

p

+
( k∑

i=1

|yi|p
) 1

p

%(#�%7

A ≤
( k∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+
( k∑

i=1

|yi|p
) 1

p

( ���0� &0��� �*��D2� ( ���+�'('� Minkowski B"C/ �

� ���+�'('� Minkowski +��&���&'�� �'� ��� �x, �y ∈ Rk �+1�&� ‖�x + �y‖p ≤ ‖�x‖p + ‖�y‖p

%(#�%7 '(� '���8��*7 ���+�'('� +'� 12�� (Rk, ‖ ‖p)/ >�'+� � (Rk, ‖ ‖p) &0��� 12��� 3&

���3� *�� ( 3&'��*7 ρp ��� &���&� ( ���3� ��'7 +'�� Rk �&�����-&'�� 8� &?7�G =�� %��

+'��1&0� �x = (x1, x2, . . . , xk) *�� �y = (y1, y2, . . . , yk) '�� Rk

ρp(�x, �y) =
( k∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

.

�?05&� �� +(3&�2+��3& +& ��'� '� +(3&0� �'� ��� p = 2 ( ‖ ‖p *�� ( ρp ��'0+'��1� &0��� (

&�*#&0%&�� ���3� *�� ( &�*#&0%&�� 3&'��*7/

:/ 	'� %����+3�'�*� 12�� c00(N) '8� '&#�*� 3(%&��*2� �*�#��6�2� ����3�'�*2�

��05��'�� �� ���3&� ‖ ‖∞ *�� ‖ ‖p ��� 1 ≤ p < ∞ 8� &?7�G =�� �x = (x1, x2, . . .) ∈ c00(N)
6)'��3&

‖�x‖∞ = sup{|xi| : i ∈ N}

‖�x‖p =
( ∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p

.

� &��#76&�+( �'� �� ‖ ‖∞ *�� ‖ ‖p &0��� ����3�'� ���3&� +'� c00(N) �0�&'�� �*��D2� ��8�
*�� ��� '�� ��'0+'��1&� ���3&� +'�� Rk/

$/ � 12��� (C[a, b], ‖ ‖∞) '8� +��&12� ����3�'�*2� +����'7+&8� +'� *#&�+'�

%��+'(3� [a, b] ���� ‖ ‖∞ &0��� ( supremum ���3� %(#�%7

‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

���#(6&���3& �'� ( ‖ ‖∞ &0��� ����3�'� ���3� +'� 12�� C[a, b]/ ��'��17� ����'(���3&

�'� ( ‖ ‖∞ &0��� *�#� ���+3)�( &-�+�� *�6& +��&17� ����3�'�*7 +����'(+( +'� *#&�+'�

%��+'(3� [a, b] &0��� -���3)�(/

• ���-��2� ‖f‖∞ ≥ 0 ��� *�6& f ∈ C[a, b] &�2 �� ‖f‖∞ = 0 %(#�%7 sup{|f(x)| :
x ∈ [a, b]} = 0 '�'& |f(x)| = 0 ��� *�6& x ∈ [a, b] ��� f = 0/

• =�� f ∈ C[a, b] *�� λ ∈ R &0���

‖λf‖∞ = sup{|λf(x)| : x ∈ [a, b]} = |λ| sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]} = |λ|‖f‖∞

��



• �� f, g ∈ C[a, b] '�'& ��� *�6& x ∈ [a, b] &0���

|(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)| + |g(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞

*�� ��� sup{|(f + g)(x)| : x ∈ [a, b]} ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ %(#�%7 ‖f + g‖∞ ≤
‖f‖∞ + ‖g‖∞/

� C[a, b] �0�&'�� 3&'��*�� 12��� 3& '( 3&'��*7 ��� &���&� ( ���3� ‖ ‖∞/ � 3&'��*7 ��'7

�&�����-&'�� ��� '�� '���

ρ∞(f, g) = sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ [a, b]}.

9/ 	'� 12�� C[a, b] ��05��'�� �� ���3&� ‖ ‖p ��� 1 ≤ p < +∞ 8� &?7�/ =�� f ∈ C[a, b]
6)'��3&

‖f‖p =
( b∫

a

|f(t)|pdt
) 1

p

� ���%&�?( '(� �%��'('�� (i) '(� ���3�� &0��� �3&+( +��)�&�� '�� �&����'�� �'� �� g :
[a, b] −→ R &0��� 3�� +��&17� +����'(+( 3& g(t) ≥ 0 ��� *�6& t ∈ [a, b] '�'& g = 0/ �
�%��'('� (ii) '(� ���3�� ���*��'&� &�0+(� &�*�#� &�2 ( ���%&�?( '(� '���8��*7� ���+�'('��

)�&'�� ��� '(� ���+�'('� Minkowski ��� +����'7+&��/ � ���+�'('� ��'7 ���%&�*��&'��

3)+8 '(� ���+�'('�� Hölder ��� +����'7+&��/

������ �� Hölder ��� ������!�
�	" �� p, q &0��� +�5��&0� &*6)'&� B%(#�%7 p > 1 *��
1
p

+
1
q

= 1C *�� f, g : [a, b] −→ R &0��� %�� +��&1&0� +����'7+&�� '�'&

b∫
a

|f(t)g(t)|dt ≤
( b∫

a

|f(t)|pdt
) 1

p ·
( b∫

a

|g(t)|qdt
) 1

q

. B,C

	'(� &�%�*7 �&�0�'8+( ��� p = q = 2 )1��3& '(� ���+�'('� Cauchy-Scwartz ��� +����'7A

+&��/

����
�� � � ���%&�?( D�+05&'�� +'(� ���+�'('� B.C *�� &0��� �3��� 3& '(� ���%&�?(

'(� ���+�'('�� Hölder ��� k−�%&� ����3�'�*2� ���632� 3& '( 3��( %��-�����0(+( �'�

1�(+�3������3& �#�*#(�23�'� +'( 6)+( '8� �6���+3�'8�/ �

������ �� Minkowski ��� ������!�
�	" �� p ≥ 1 *�� f, g : [a, b] −→ R %��

+��&1&0� +����'7+&�� '�'&

( b∫
a

|f(t) + g(t)|pdt
) 1

p ≤
( b∫

a

|f(t)|pdt
) 1

p

+
( b∫

a

|g(t)|pdt
) 1

p

B<C

����
�� � =�� p = 1 ( ���+�'('� ���*��'&� &�*�#� &�2 ��� p > 1 ���%&�*��&'�� 3&

'( 1�7+( '(� ���+�'('�� Hölder ��� +����'7+&�� *�� 3& '�� 0%�� '���� ��� ���%&016(*& (

���+�'('� Minkowski ��� k−�%&� ����3�'�*2� ���632�/ �

� ���+�'('� Minkowski ��� +����'7+&�� +��&���&'�� �'� ��� f, g ∈ C[a, b] �+1�&�

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p %(#�%7 '(� '���8��*7 ���+�'('� '(� '���8��*7 ���+�'('� '(�

��



���3�� +'� 12�� (C[a, b], ‖ ‖p)/ � 3&'��*7 ρp ��� &���&� ( ���3� ‖ ‖p +'� 12�� C[a, b]
�&�����-&'�� ��� '�� '���

ρp(f, g) =
( b∫

a

|f(t) − g(t)|pdt
) 1

p

.

�#$%#&'#

�� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12���/ ���%&0?'& �'� ��� *�6& x, y, z, w ∈ X �+1�&�G

BiC |ρ(x, y) − ρ(x, z)| ≤ ρ(y, z)/
BiiC |ρ(x, y) − ρ(z, w)| ≤ ρ(x, z) + ρ(y, w)/

�� >�+'8 X 3( *&�� +���#� *�� f : X −→ R 3�� .A. +����'(+(/ ���%&0?'& �'� (

��&�*���+( ρ : X × X −→ R 3& ρ(x, y) = |f(x) − f(y)| &0��� 3&'��*7 +'� X/

(� �� X �= ∅ *�� ρ1, ρ2 %�� 3&'��*)� +'� X '�'& ( ρ1 + ρ2 &0��� &�0+(� 3&'��*7 +'� X/

)� >�+'8 (X, ρ)E (Y, d) %�� 3&'��*�0 12��� *�� p > 1/ ���%&0?'& �'� ( ��&�*���+(

ρ : (X × Y ) × (X × Y ) −→ R 3& ρp

(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= |ρ(x1, x2)p + d(y1, y2)p| 1p &0���

3&'��*7 +'� X × Y

B���%&�?(G =�� '(� ���%&�?( '(� '���8��*7� ���+�'('�� 1�(+�3����7+'& '(� ���+�'('�

Minkowski/C
=&��*&�+'&E %��'��2���'�� *�� ���%&�*����'�� ��'0+'��1� ���')#&+3� ��� '� ����3&��

k 3&'��*2� 12�8�/

*� �?&'�+'& �� ��� *�6& 3&'��*� 12�� (X, ρ) �� ρ1 =
√

ρE ρ2 = ρ2 &0��� 3&'��*)�/

B���%&�?(G ��� ��� '�� ρiE i = 1, 2 &0��� ���'� 3&'��*7 BD�&0'& ����C/ =�� '(� �##( D�&0'&

*�'�##(#� ����%&��3� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) *�� *�'�##7#8� x, y, z ∈ X 2+'& �� ���A

'��1��&� ( '���8��*7 ���+�'('� ��� '(� ��'0+'��1( ρi/C

�	
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���� -
���
� 
����
�� >�+'8 X )�� 3( *&�� +���#�/ �& '�� ��� ��������� +'�

X &�����3& 3�� +����'(+( f : N −→ X/ �� f(n) = xnE n ∈ NE '�'& +�3D�#05��3& '(�

�*�#��60� f 3& '� +�3D�#� (xn) 7 *�� x1, x2, x3, . . . �� '�3)� '(� f E %(#�%7 '� +'��1&0�

xn '�� +���#�� X *�#���'�� ���� '(� �*�#��60��/

;&� &0��� �����0'('� �� ���� 3��� �*�#��60�� +'� X �� &0��� %��-��&'�*�0 3&'�?� '���

B�/1/ �� +'�6&�)� �*�#��60&� xn = x0 ��� *�6& n ∈ N E ���� x0 &0��� '�1�� +'��1&0� '��
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���� X ⊂ R/ >��8� &0��� ��8+'� �� f : X −→ RE X ⊂ R &0��� 3�� ����3�'�*7 +����'(+(

*�� x0 ∈ X '�'& ( f #)�&'�� ����	
� ��� x0 ∈ X �� ��� *�6& ε > 0 ����1&� δ > 0
2+'& ��� *�6& x ∈ X 3& |x − x0| < δ �� �+1�&� |f(x) − f(x0)| < ε/ �� ( f &0��� +��&17�

+& *�6& x0 ∈ X '�'& ( f #)�&'�� ����	
� ��� X/ =&��*� '� δ &?��'�'�� *�� ��� '�

ε �##� *�� ��� '� x0/ � +��)1&�� 3��� +����'(+(� f : X −→ RE X ⊂ R +'� x0 ∈ X

1���*'(�05&'�� 3& �*�#��60&�/ � ��	
 ���� ���� ��������� ��������
� ���-)�&� �'�

( f &0��� +��&17� +'� x0 �� *�� 3��� �� 3&'�-)�&� +��*#0���+&� �*�#��60&� +'� x0 +&

��



+��*#0���+&� �*�#��60&� +'� f(x0)E %(#�%7 �� *�� 3��� �� ��� *�6& �*�#��60� (xn) +'�
X 3& xn → x0 )1��3& �'� f(xn) → f(x0)/

�� %&0?��3& �'� '� �������8 &�&*'&0���'�� �&��*� ��� 3&'��*��� 12����/ ����'(�&0+'&

�'� ( f &0��� +��&17� +'� x0 �� '� f(x) &0��� �+� *��'� 6)#��3& +'� f(x0) ��*&0 '� x

�� &0��� ��*&'� *��'� +'� x0/ >�'+� � ���+3�� '(� +��)1&��� ����3�'�*2� +����'7+&8�

+'(�05&'�� ��+��+'�*� +'(� )����� '(� ���+'�+(� *�� &0��� -�+�*� �� �&��3)�&� *��&0� �'�

6� 3���&0 �� �&��*&�6&0 *�� ��� +����'7+&�� ��� %&� ��05��'�� 7 ��� %&� ��0����� '�3)�

3��� +'� R/

���� #��
�
�	 ������!�
�	 �
 �
����
�	 ���
�	�

�������  /<� >�+'8 (X, ρ), (Y, d) 3&'��*�0 12���E f : (X, ρ) −→ (Y, d) +����'(+( *��

x0 ∈ X/ � f #)�&'�� ����	
� ��� x0 �� ��� *�6& ε > 0 ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6&

x ∈ X 3& ρ(x, x0) < δ �� �+1�&� �'� d(f(x), f(x0)) < ε/

�� ( f &0��� +��&17� +& *�6& x0 ∈ X '�'& ( f 6� #)�&'�� ����	
�/

����'(�&0+'& �'� � �������8 ���+3�� &0��� 3�� -�+��#���*7 &�)*'�+( '�� ��8+'��

���+3�� '(� +��)1&��� ��� +����'7+&�� f : X −→ R/ �� δ �&��*� &?��'�'�� ��� '� ε �##�

*�� ��� '� x0/ �� ��� ���-��7 ����%&0�3�'� +��&12� +����'7+&8� f : (X, ρ) −→ (Y, d)
&0��� �� +'�6&�)� +����'7+&�� %(#�%7 f(x) = y0 ��� *�6& x ∈ XE ���� y0 ∈ Y / ��0+(�

+& *�6& 3&'��*� 12�� (X, ρ) ( '��'�'�*7 +����'(+(E %(#�%7 ( I : (X, ρ) −→ (X, ρ) 3&

I(x) = x ��� *�6& x ∈ XE &0��� )�� �*�3� ���-��)� ����%&��3� +��&1��� +����'(+(�/

>�3&+( ��� '�� ���+3� &0��� *�� ( &��3&�( ���'�+( ��� 1���*'(�05&� �&83&'��*� 3&

����1')� +-�0�&� '( +��)1&��/

���	
��  /4� ����� (X, ρ), (Y, d) ����	
�� 
���	� f : (X, ρ) −→ (Y, d) ���"�����


�	 x0 ∈ X� ���� � f ����	 ����
(� ��� x0 �� 
�	 ���� �� �	� 
"�� ε > 0 ��"�
�	 δ > 0
����

f
(
Sρ(x0, δ)

)
⊂ Sd(f(x0), ε).

��� +(3��'�*7 *#�+( +����'7+&8� &0��� �� +����'7+&�� ��� �*��������� '( ����
��

Lipschitz / ��� +����'(+( f : (X, ρ) −→ (Y, d) �*������&0 '( +��67*( Lipschitz ��

����1&� +'�6&�� C > 0 2+'& ��� *�6& x, y ∈ X �� �+1�&�

d(f(x), f(y)) ≤ Cρ(x, y).

���	
��  /.!� !� � f : (X, ρ) −→ (Y, d) 	
�����	�� �� ����(
� Lipschitz ���� ����	

����
(��

�
������� >�+'8 �'� ( f �*������&0 '( +��67*( Lipschitz 3& +'�6&�� C/ �&8���3&

x0 ∈ X *�� ε > 0/ �)'��'�� δ =
ε

C
E ��� *�6& x ∈ X 3& ρ(x, x0) < δ =

ε

C
)1��3&

d(f(x), f(x0)) ≤ Cρ(x, y) < ε.

���3)�8� ( f &0��� +��&17�/ �

	(3&�2���3& +& ��'� '� +(3&0� '(� 
�� .�� � '�� ���+3�� '(� +��)1&���G

�� f : (X, ρ) −→ (Y, d) *�� x0 ∈ X '�'& ( f %&� &0��� +��&17� +'� x0 �� *�� 3��� �� ����A

1&� ε > 0 2+'& ��� *�6& δ > 0 �� ����1&� xδ ∈ X 3& ρ(xδ, x0) < δ *�� d(f(xδ), f(x0)) ≥ ε/

��



���� ���! �
��/
�.	 ����+��
���� ��
+
�,����

������
  /..� ����� (X, ρ), (Y, d) ����	
�� 
���	� f : (X, ρ) −→ (Y, d) ���"�����


�	 x0 ∈ X� ���� �� ������� ����	 	���������

B.C � f ����	 ����
(� ��� x0�

B C )	� 
"�� �
������� (xn) ��� X �� xn → x0 	�
��	 ��	 f(xn) → f(x0)�

*����( � f ����	 ����
(� ��� x0 �� 
�	 ���� �� ����$ ��	 ��� ��� (X, ρ) ���
��������

�
�������� ��� x0 �� ���
�������� ��� (Y, d) ��� f(x0)�

�
������� (i) =⇒ (ii) >�+'8 �'� ( f &0��� +��&17� +'� x0/ >�+'8 �*�3( (xn) �*�#��A
60� +'�� (X, ρ) 3& xn → x0/ �� %&0?��3& �'� ( �*�#��60� (f(xn)) '�� (Y, d) +��*#0�&� +'�
f(x0)/ ����3�'� )+'8 ε > 0/ �-�� ( f &0��� +��&17� +'� x0E ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6&

x ∈ X 3& ρ(x, x0) < δ �� )1��3& �'� d(f(x), f(x0)) < ε/ �-�� xn → x0 )1��3& �'� ����1&�

n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E ρ(xn, x0) < δ/ >��� ��� *�6& n ≥ n0E d(f(xn), f(x0)) < ε/

���3)�8� �-�� ��� *�6& ε > 0 ����1&� n0 ∈ N 2+'& d(f(xn), f(x0)) < ε ��� *�6& n ≥ n0E

( �*�#��60� (f(xn)) '�� (Y, d) +��*#0�&� +'� f(x0)/
(ii) =⇒ (i) >�+'8 �'� ��� *�6& �*�#��60� (xn) +'�� (X, ρ) 3& xn → x0 )1��3& �'�

f(xn) → f(x0)/ �� %&0?��3& �'� ( f &0��� +��&17� +'� x0/ >�+'8E ���� ����8�7 +& �'���E

�'� ( f %&� &0��� +��&17� +'� x0/ ��'& ��� '(� ���(+( '�� ���+3�� '(� +��)1&��� B%&0'&

'(� ���(���3&�( �������-�C )1��3& �'� ����1&� ε > 0 2+'& ��� *�6& δ > 0 ����1&�

xδ ∈ X 3& ρ(xδ, x0) < δ *�� d(f(xδ), f(x0)) ≥ ε/ >��� ��� *�6& n ∈ N �� δ =
1
n

����1&�

xn ∈ X 3& ρ(xn, x0) <
1
n

*�� d(f(xn), f(x0)) ≥ ε/ >�'+� �-�� 0 ≤ ρ(xn, x0) <
1
n

���

*�6& n ∈ N )1��3& ρ(xn, x0) → 0 *�� ��� xn → x0 B%&0'& *�� ���'�+( B / L/ >�38� �-��

d(f(xn), f(x0)) ≥ ε ��� *�6& n ∈ N ( (f(xn)) %&� +��*#0�&� +'� f(x0) B����3�'�E ��

f(xn) → f(x0) 6� )��&�& �� ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E d(f(xn), f(x0)) < εC/

��'� �38� &0��� �%���'� �� +�3D�0�&� ��� '(� ��1�*7 3�� ���6&+(/ ���3)�8� ( f &0���

+��&17� +'� x0/ �

�& '(� ��17 '(� 3&'�-���� 3�����3& &�*�#� �� %&0?��3& �'� ( +��6&+( +��&12�

+����'7+&8� &0��� +��&17�/ ��&�6�305��3& �'� �� f : X −→ Y E g : Y −→ Z '�'& (

������� ��� f �� �� g &0��� ( +����'(+( g ◦ f : X −→ Z 3& (g ◦ f)(x) = g(f(x)) ���

*�6& x ∈ X/

���	
��  /. � ����� (X, ρ)� (Y, d)� (Z, σ) ����	
�� 
���	� f : (X, ρ) −→ (Y, d)�
g : (Y, d) −→ (Z, σ) ������(��	� 
�	 x0 ∈ X ���� � f ����	 ����
(� ��� x0 
�	 � g

����
(� ��� f(x0)� ���� � ������� g ◦ f : (X, ρ) −→ (Z, σ) ����	 ����
(� ��� x0�

�
������� �� &-��3�+��3& '(� ��17 '(� 3&'�-����/ >�+'8 (xn) �*�#��60� +'� X

2+'& xn → x0/ ��*&0 �� %&0?��3& �'� ( �*�#��60� ((f ◦ g)(xn)) '�� (Z, σ) +��*#0�&� +'�

(f ◦ g)(x0) ∈ Z/ ����3�'�E �-�� ( f &0��� +��&17� +'� x0 *�� xn → x0 ��� '(� ��17 '(�

3&'�-���� ��� '(� f : (X, ρ) −→ (Y, d) )1��3& �'� f(xn) → f(x0)/ �-��3�5��'�� ��#�

'(� 0%�� ��17 ��� '( +����'(+( g : (Y, d) −→ (Z, σ)E �-�� ( g &0��� +��&17� +'� f(x0)E
)1��3& �'� g(f(xn)) → g(f(x0)) %(#�%7 (g ◦ f)(xn) → (g ◦ f)(x0)/ �

��(� ����������	 ������!�
�	� �� 6�3(6��3& +& ��'� '� +(3&0� �'� *�6& +����'(+(

f : X −→ RE ���� X &0��� )�� 3( *&�� +���#�E ���3�5&'�� ����3�'�*7 +����'(+(/ ��

�6���+3� %�� ����3�'�*2� +����'7+&8� f, g : X −→ R &0��� ( +����'(+( f +g : X −→ R

3& (f + g)(x) = f(x) + g(x) ��� *�6& x ∈ X &�2 '� ����3&�� &��� ����3�'�*�� ���63��

��



λ ∈ R 3& 3�� ����3�'�*7 +����'(+( f : X −→ R &0��� ( +����'(+( λf : X −→ R 3&

(λf)(x) = λf(x) ��� *�6& x ∈ X/ ��0+(� '� �������� %�� +����'7+&8� f, g : X −→ R

��05&'�� �� &0��� ( +����'(+( f · g : X −→ R 3& (f · g)(x) = f(x) · g(x) ��� *�6& x ∈ X/

�3�08� �� g(x) �= 0 ��� *�6& x ∈ X '� ������ '8� f *�� g &0��� ( +����'(+(
f

g
: X −→ R

3& (
f

g
)(x) =

f(x)
g(x)

��� *�6& x ∈ X/

�� '� +���#� X &-�%��+6&0 3& 3�� 3&'��*7 *�� �� ����3�'�*)� +����'7+&�� f *�� g

&0��� +��&1&0� '�'& ���%&�*��&'�� �'� *�� �� +����'7+&�� f + gE f · gE λf B���� λ ∈ RC &0���

+��&1&0�/ ����3�'� �+1�&� ( &?7� ���'�+(G

���	
��  /."� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� f, g : (X, ρ) −→ R �������	
 � ������(+

��	�� λ ∈ R 
�	 x0 ∈ X� !� �	 f 
�	 g ����	 ����
��� ��� x0 ����

BiC �� "���	��� f + g ��� f 
�	 g ����	 ����
(� ��� x0�

BiiC �� �	������ f · g ��� f 
�	 g ����	 ����
(� ��� x0�

BiiiC � ���"����� λf ����	 ����
(� ��� x0�

BivC !� g(x) �= 0 �	� 
"�� x ∈ X ���� �
f

g
����	 ����
(� ��� x0�

�
������� �� 1�(+�3����7+��3& '(� ��17 '(� 3&'�-���� *�� '�� ��8+')� �%��'('&�

��� ���-)���'�� +'�� ���?&�� *�� '� ���� '8� ����3�'�*2� �*�#��6�2�/

(i) >�+'8 (xn) �*�#��60� +'� X 3& xn → x0/ ��*&0 �� %&�16&0 �'� (f+g)(xn) → (f+g)(x0)/
����3�'� �-�� �� f, g &0��� +��&1&0� +'� x0 )1��3& �'� f(xn) → f(x0) *�� g(xn) → g(x0)/
>��� f(xn) + g(xn) → f(x0) + g(x0) %(#�%7 (f + g)(xn) → (f + g)(x0)/
(ii) �3�08� �� xn → x0 '�'& f(xn) → f(x0) *�� g(xn) → g(x0) *�� ��� f(xn)g(xn) →
f(x0)g(x0) %(#�%7 (f · g)(xn) → (f · g)(x0)/
�� (iii),(iv) ���%&�*����'�� ���#���/ �

���	
��  /.:� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 x0 ∈ X� ���� � �������	
( ���"�����

f : (X, ρ) −→ R �� f(x) = ρ(x, x0) ����	 ����
(� 
�	 �	�	
����� 	
�����	�� ����(
� Lip-
schitz �� ������" C = 1�

�
������� ��*&0 �� %&�16&0 �'� |f(x)−f(y)| ≤ ρ(x, y) ��� �#� '� x, y ∈ X/ ����3�'�E

)+'8 x, y ∈ X/ ��'& ρ(x, x0) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, x0) %(#�%7 f(x) ≤ ρ(x, y) + f(y) *�� ���

f(x) − f(y) ≤ ρ(x, y) B.C

��0+(� ρ(y, x0) ≤ ρ(y, x) + ρ(x, x0) %(#�%7 f(y) ≤ ρ(x, y) + f(x) *�� ���

f(y) − f(x) ≤ ρ(x, y) B C

��� '�� B.C *�� B C )�&'�� �'� |f(x) − f(y)| ≤ ρ(x, y)/ �

� �������8 ���'�+( �&��*&�&'�� 8� &?7�/ �� (X, ρ) 3&'��*�� 12���E A ⊂ X 3( *&��

*�� x ∈ X ��05��3& '(� �������� ��� x ��� �� A �� &0��� ρ(x,A) = inf{ρ(x, z) : z ∈ A}/
����'(�&0+'& �'� ��� *�6& x ∈ X *�� A 3( *&�� ���+���#� '�� X � ρ(x,A) &0��� )��� 3(
���('�*�� ����3�'�*�� ���63�� *�� �'� ��� *�6& x ∈ AE ρ(x,A) = 0/

���	
��  /.$� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 ∅ �= A ⊂ X� ���� � ���"�����

f : (X, ρ) −→ R �� f(x) = ρ(x,A) 	
�����	�� ����(
� Lipschitz �� ������" C = 1 
�	

������� ����	 ����
(��

��



�
������� >��8� *�� +'(� ���(���3&�( ���'�+( ��)�&� �� %&0?��3& �'� |f(x) −
f(y)| ≤ ρ(x, y) ��� �#� '� x, y ∈ X/ >�+'8 #����� x, y ∈ X/

=�� *�6& z ∈ A )1��3& �'� f(x) = ρ(x,A) ≤ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)/ >��� f(x) −
ρ(x, y) ≤ ρ(y, z) ��� *�6& z ∈ AE +��&�2�E �-�� ρ(y,A) = inf{ρ(y, z) : z ∈ A}E )�&'��
�'� f(x) − ρ(x, y) ≤ ρ(y,A) %(#�%7 f(x) − ρ(x, y) ≤ f(y)/ 	��&�2�

f(x) − f(y) ≤ ρ(x, y). B"C

�3�08�E ��'�3&'�6)'��'�� '� x 3& '� y +'(� �������8 ���%&�?(E +�3�&��0���3& �'�

f(y) − f(x) ≤ ρ(x, y) B:C

��� '�� B"C *�� B:C )1��3& �'� |f(x) − f(y)| ≤ ρ(x, y)/ �

�#$%#&'#

�� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� (xn)E (yn) �*�#��60&� +'� X *�� x, y ∈ X 3& xn → x

*�� yn → y/ ���%&0?'& �'� ρ(xn, yn) → ρ(x, y)/
�� ;&0?'& �'� �� (xn)n∈NE (yn)n∈N &0��� %�� �*�#��60&� +& )�� 3&'��*� 12�� (X, ρ)

*�� x ∈ X 2+'& xn → x *�� ρ(xn, yn) → 0 '�'& yn → x/

(� >�+'8 (X, ρδ) 3&'��*�� 12��� ���� ρδ ( %��*��'7 3&'��*7 +'� X/ ���%&0?'& �'�G

BiC ��� �*�#��60� (xn) +'� X &0��� +��*#0���+� �� *�� 3��� �� &0��� '&#�*� +'�6&�7/

BiiC �� (Y, d) &0��� '�1�� 3&'��*�� 12���E *�6& +����'(+( f : X −→ Y &0��� +��&17�/

)� ��� �*�#��60� (xn)n∈N +& )�� 3&'��*� 12�� (X, ρ) +��*#0�&� +'� x ∈ X �� *��

3��� �� *�6& ���*�#��60� '(� (xn)n∈N )1&� �&���')�8 ���*�#��60� ��� +��*#0�&� +'� x/

*� >�+'8 X 3( *&�� +���#�E n ∈ NE *�� fi : X −→ RE i = 1, 2, . . . , n 2+'& ��� *�6&

x, y ∈ X 3& x �= y ����1&� i ∈ {1, 2, . . . , n} 2+'& fi(x) �= fi(y)/ ;&0?'& �'�G

BiC � ρ(x, y) =
n∑

i=1

|fi(x) − fi(y)| &0��� 3&'��*7 +'� X/

BiiC =�� *�6& i = 1, 2, . . . , n ( fi : (X, ρ) −→ R &0��� +��&17�/

0� >�+'8 f : (X, ρ) −→ (Y, d) *�� x ∈ X/ ;&0?'& �'� ( f &0��� +��&17� +'� x �� *��

3��� �� ��� *�6& �*�#��60� (xn)n∈N +'� X 3& xn → x ( (f(xn))n∈N &0��� +��*#0���+�

�*�#��60� +'�� (Y, d)/

��



���F���
� "

������� �	� �
����� �������
	 �������� ������

������� "/.� >�+'8 A ⊂ X ���� (X, ρ) &0��� 3&'��*�� 12���/ >��� +(3&0� x ∈ X

#)�&'�� ������ ������ '�� +���#�� A �� ��� *�6& ε > 0 �+1�&�

S(x, ε) ∩ A �= ∅.

�
�
	������ �0��� ���-��)� �'� *�6& x ∈ A &0��� ����*� +(3&0� '�� A. �� �&�����

��� *�6�+'� &�%��-)��� '�� �������8 ���+3� &0��� ( ����?( +���#8� A *�� +(3&08� x ∈ X

��� &�2 x �∈ A &�'��'��� '� x &0��� ����*� +(3&0� '�� A. >��� ')'��� ����%&��3� &0��� '�

����*'� %��+'(3� (0, 1) +�� ���+���#� '�� R *�� �� ���63�0 0, 1 ��� &0��� ����*� +(3&0�

'�� (0, 1).

������� "/ � � ����������� &��� +���#�� A, ���+���#�� &��� 3&'��*�� 12���

(X, ρ) +�3D�#05&'�� 3& A *�� ��05&'�� 8� &?7�G

A = {x ∈ X : x &0��� ����*� +(3&0� '�� A}.

�
�
	�������� B.C >��8� ���&0��3& +'(� ���(���3&�( ����'7�(+( *�6& x ∈
A &0��� ����*� +(3&0� '�� A *�'� +��)�&�� A ⊂ A.

B C � ��'�+'�01�+( A �→ A ��05&� 3�� +����'(+( ��� '� +���#� '8� ���+���#8�

P(X) +'�� &��'� '��/

B"C ����1��� %�� ���+���#� ������%7��'& 3&'��*�� 12��� (X, ρ) '� ���0� )1���

'&#&08� ���+%����+3)�( *#&�+'�'('�/ ��'� &0��� '� *&�� +���#� ∅ *�� � 12��� X.

����3�'� &0��� �3&+� �'� X = X, %&%�3)��� �'� �&��)1&� �#� '� +(3&0�/ ����#)��

∅ = ∅ %��'� ��� *�6& x ∈ X *�� *�6& ε > 0 S(x, ε) ∩ ∅ = ∅ ��� x �∈ ∅.
B:C �?05&� �� ����'(�7+��3& �'� ( *#&�+'�'('� '�� A �-��� �-> &��� 3&� '� +���#� A

�-> &')��� '�� 3&'��*� 12�� ��� ��'� �&��)1&'��/ ����'(�&0+'& ��� ����%&��3�E

�'� �� A = (0, 1) *�� (X, ρ) = (R, |·|) '�'& A = [0, 1] &�2 �� (X, ρ) = ((0,∞), |·|)
'�'& A = (0, 1] *�� �*�3� �� (X, ρ) = ((0, 1), | · |) '�'& A = (0, 1).

������ "/.� B.C ;&0?'& �'� �� (X, ρ) ���� ρ &0��� ( %��*��'7 3&'��*7 +> )��

+���#� X, '�'& ��� *�6& A ⊂ X �+1�&� A = A.

B C ���#��0+'& '� A ���� A +�3D�#05&� '� &��3&�� +���#�

B�C A = (a, b) +�� ���+���#� '�� R 3& '( +��76( *�62� *�� 3& '( %��*��'7

3&'��*7/

BDC A = Q, '� +���#� '8� �('2� +'� R.

B�C A = {(x, y) : x2 + y2 < 1} +�� ���+���#� '�� R2 &-�%��+3)��� 3& '(�

&�*#&0%&�� 3&'��*7/

B"C ;&0?'& �'� �� A &0��� �&�&��+3)�� ���+���#� '�� X '�'& A = A.

������
 "/"� � 
��	������� ������� 	
�����	�� �	� �
������� 	�	�������

B.C !� A ⊂ B ���� A ⊂ B.

��



B C A = A %�����( � 
��	������� ��� 
��	�������� ���� ������� A ��� ����	�$ ��	

��	�� �� ���	
��� � ��� ����� ��� A'�

�
������� >�+'8 �'� A ⊂ B *�� x ∈ A/ =�� %&0?��3& �'� x ∈ B ��*&0 �� %&0?��3& �'�

��� *�6& ε > 0E S(x, ε) ∩ B �= ∅/ >�+'8 ε > 0/ �-�� x ∈ A )�&'�� �'� S(x, ε) ∩ A �= ∅ *��

���E �-�� A ⊂ B S(x, ε) ∩ B �= ∅/ ���3)�8� x ∈ B/

�-�+�� A ⊂ A ��� '� B.C )�&'�� �'� A ⊂ A/ =�� �� %&0?��3& �'� A ⊂ A ��*&0 ��

6&8�7+��3& x0 )�� ����*� +(3&0� '�� A B%(#/ x0 ∈ AC *�� �� %&0?��3& �'� '� x0 &0���

����*� +(3&0� '�� A B%(#/ x0 ∈ AC/

>�+'8 ε > 0/ ;&%�3)��� �'� '� x0 &0��� ����*� +(3&0� '�� AE S(x0, ε) ∩ A �= ∅E
%(#�%7 ����1&� y0 ∈ S(x0, ε) ∩ A. ��'� +(3�0�&� �'� ����1&� y0 ����*� +(3&0� '�� A *��

ρ(x0, y0) < ε. �)'��3&

ε1 = ε − ρ(x0, y0) > 0

*�� 3& ��#7 &-��3��7 '(� '���8��*7� �%��'('�� '(� 3&'��*7� ρ %&01���3& �'�

S(y0, ε1) ⊂ S(x0, ε). B$C

;&%�3)��� �'� '� y0 &0��� ����*� +(3&0� '�� A )�&'�� &?> ���+3�� �'�

S(y0, ε1) ∩ A �= ∅. B9C

��� '�� B$C *�� B9C ���*��'&� �'�

∅ �= S(y0, ε1) ∩ A ⊂ S(x0, ε) ∩ A.

>�1��3& %&0?&� �'� ��� %�6)� x0 ����*� +(3&0� '�� A B%(#/ x0 ∈ AC *�� ��� *�6& ε > 0

S(x0, ε) ∩ A �= ∅

*�� ��� x0 ∈ A/ ���3)�8� A ⊂ A *�� ��� A = A �

�� # �
�� ������
�� 	 
��	 ����+
� A

������� "/:� >��� +(3&0� x ∈ X #)�&'�� ������ ����
������ &��� ���+���#�� A

'�� X �� ��� *�6& ε > 0,

A ∩ (S(x, ε) \ {x}) �= ∅.

�
�
	������ �� +�3D�#� S(x, ε)\{x} %(#2�&� '(� ����*'7 +-�0�� S(x, ε) 18�0� '�
*)�'�� '(� x. � %��-��� 3&'�?� &��� ����*�� +(3&0�� x0 *�� &��� +(3&0�� +�++2�&�+(� y0

&0��� �'� +'( %&�'&�( �&�0�'8+( ����1&� ( ���0'(+( �'� ��� �����%7��'& ε > 0 �� ����1&�

x ∈ A ∩ S(y0, ε) 2+'& x �= y0 *�'� ��� %&� ����'&0'�� ��� '� ����*� +(3&0�/

�� &��3&�� �&2�(3� �-��� 3�� +&��� ��� �+�%���3&� �%��'('&� '8� +(3&08� +�++2�&�+(A

� &��� +���#��/

������
 "/$� ����� A  �� ��������� ��� ����	
�� 
���� (X, ρ) 
�	 x0 ∈ X. ��

������� ����	 	���������

B.C �� x0 ����	 ������ ����������� ��� A.

B C )	� 
"�� ε > 0 �� ������ A ∩ S(x0, ε)  
�	 "��	�� ���	
����

B"C ,�"�
�	 �
������� (xn)n ⊂ A ���� xn �= x0, �	� 
"�� n ∈ N, 
�	 xn → x0.

�	



�
�
	������ ����'(�&0+'& �'� 3& D�+( '(� ���(���3&�( ����'7�(+(E � ���+3��

'�� +(3&0�� +�++2�&�+(� )1&� '(� �+�%���3( 3��-7 �'� '� +���#� S(x0, ε) ∩ A �&��)1&�

)�� '��#�1�+'�� x �= x0. �� B C '�� �&8�73�'�� 3�� D&D��2�&� �'� '� S(x0, ε) ∩ A 6�

�&��)1&� ��&��� +'��1&0� '�� A. 	'� &�2'(3� ��� '06&'�� -�+��#���*� �2� ��� '(� ��2+(

�'� ����1&� )�� x ∈ S(x0, ε) ∩ A 3& x �= x0 ���*��'&� �'� ����1��� ��&��� ')'���E (

����'(+( D�0+*&'�� +'(� ����'7�(+( �'� '� '���*� �+6&�)+'&�� �+1�&� ��� *�6& ε > 0 *��

��'� &��D�##&� '� �+1���'&��/

�
������ 	�� ������
	��� B.C⇒B C/ �� 1�(+�3����7+��3& &�� �'���� &���8�7/

�� ���6)+��3& �'� ����1&� ε > 0 2+'& '� +���#� A ∩ S(x0, ε) &0��� �&�&��+3)��/ >�+'8

�'�

A ∩ (S(x0, ε) \ {x0}) = {x1, x2, . . . , xn}
���� n &0��� -�+�*�� ���63��/ �)'��3&

ε0 = min{ρ(x0, x1), ρ(x0, x2), . . . , ρ(x0, xn)}.

;&%�3)��� �'� *�6& xi �= x0 *�� '� +���#� {xi : i = 1, . . . , n} &0��� �&�&��+3)�� ���*��'&�
�'� ε0 > 0. �##� '�'&

A ∩ (S(x0, ε0) \ {x0}) = ∅
*�� ��'� ��'�-�+*&� 3& '�� ���+3� '�� +(3&0�� +�++2�&�+(�/ >��� ( ��1�*7 ���6&+( �'�

'� +���#� A ∩ S(x0, ε) &0��� �&�&��+3)�� �����0�'&'�� *�� '� B C )1&� ���%&�1'&0/

B C⇒B"C/ =�� *�6& n ∈ N &��#)���3& xn ∈ A∩S(x0,
1
n ) 3& xn �= x0. ��'� &0��� %���'�

&�&�%7 '� A ∩ S(x0,
1
n ) &0��� ��&���/ >�3&+� ���*��'&� �'� xn → x0 *�� #��8 '(� &��#��7�

'��� xn �= x0.

B"C⇒B.C/ >�+'8 ε > 0. �� %&0?��3& �'� '� +���#� A ∩ (S(xo, ε) \ {xo}) &0��� 3(

*&��/ ��� '� B"C &��#)���3& (xn)n ⊂ A, xn → x0, xn �= x0 ��� *�6& n ∈ N. ���8 '(�

+��*#�+(� '(� (xn)n +'� x0, ��� '� %�6)� ε > 0 ����1&� n0(ε) 2+'& ��� *�6& n > n0(ε),
ρ(xn, x0) < ε 7 �+�%���3� xn ∈ S(x0, ε), ��� xn ∈ A∩S(x0, ε) *�� &�&�%7 xn �= x0, �+1�&�

�'� xn ∈ A ∩ (S(x0, ε) \ {x0}), ���

A ∩ (S(x0, ε) \ {x0}) �= ∅.

�

��� &�%��-)���+� &-��3��7 '(� )������ '�� +(3&0�� +�++2�&�+(� �-��� '� +(3&0�

x ∈ A \ A *�� �&�����-&'�� ��� '� &��3&��

������
 "/9� ����� A ��������� ��� X. ���� 
"�� x ∈ A\A ����	 ������ ����������+

� ��� A.

�
������� >�3&+( +��)�&�� '�� ���+3�� '�� ����*�� +(3&0�� *�� '�� �'� x �∈ A. �

������ "/ � ;&0?'& �'� x ∈ A �� *�� 3��� �� ρ(x,A) = 0.

�� ��
���. ��� �+
���. ��
���
+�

������� "/,� >��� ���+���#� U &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) #)�&'�� ����*'� �� �+1�&�
( �*�#��6( �%��'('�G =�� *�6& x ∈ U ����1&� ε > 0 8+'& S(x, ε) ⊂ U.

� )����� '�� ����*'�� +���#�� *�')1&� *&�'��*7 6)+( +'( 6&8�0� 3&'��*2� 12�8�

*�� +'( +��)1&�� 6� %��3& ���+3)�&� �%��'('&� '8� ����*'2� +���#8�/

��105��3& 3& '(� &��3&�(/

��



���	
�� "/<� #"�� ���	
�( �$���� ����	 ���	
�� �������

�
������� >�+'8 S(x0, ε) ����1'7 +-�0�� '�� (X, ρ) *�� x ∈ S(x0, ε). �)'��3& ε1 =
ε − ρ(x0, x) ��� &0��� ��7+�� 3&��#�'&�� '�� 3(%&���/ �� %&0?��3& �'�

S(x, ε1) ⊂ S(x0, ε)

'� ���0� +��&���&'�� �'� ����3�'� ( S(x0, ε) &0��� ����*'� +���#�/

>�+'8 y ∈ S(x, ε1). ��'& ρ(x, y) < ε1 = ε − ρ(x0, x) *��

ρ(x0, y) ≤ ρ(x0, x) + ρ(x, y) < ε

+��&�2� y ∈ S(x0, ε). �

������
 "/4 B�&3&#�2%&�� �%��'('&� ����*'2� +���#8�C� ����� (X, ρ) ����	
�� 
�����

����

B.C �� ������ ∅, X ����	 ���	
�"�

B C !� {Ui}n
i=1 ����	 �������� �� �	
�� ��	� ��� ���	
�" ��������� ��� X ���� ��

∩n
i=1Ui ����	 ������ ���	
���

B"C !� {Ui}i∈I ����	 ���	��(���� �	
�� ��	� ���	
��� �������� ���� ∪i∈IUi ����	

������ ���	
���

�
������� B.C/ �� �'� '� X &0��� ����*'� &0��� �3&+� %��'� ��� *�6& x ∈ X *��

��� *�6& ε > 0 ���-��2� S(x, ε) ⊂ X. >�+�� �-��� '� *&��E ��'� &�0+(� �*������&0 '��

����'7+&�� '�� ���+3�� '�� ����*'�� +���#��/ ����3�'�E �� *����� +���#� A %&� &0���

����*'� '�'& 6� ����1&� *����� x0 ∈ A 2+'& ��� *�6& ε > 0 �� �+1�&� S(x0, ε) �⊂ A. �##�

D&D�08� %&� ����1&� %���'�'('� �� D���3& )�� ')'��� x0 ∈ ∅.
B C/ >�+'8 U1, U2, . . . , Un ����*'� ���+���#� '�� X. �� ∩n

i=1Ui = ∅ '�'& ��� '� B.C

&0��� ����*'�/ >�+'8 '2�� x0 ∈ ∩n
i=1Ui. �� D���3& ε0 > 0 2+'& S(x0, ε0) ⊂ ∩n

i=1Ui 7

�+�%���3� S(x0, ε0) ⊂ Ui ��� *�6& i = 1, 2, . . . , n.

����3�'�E &�&�%7 x0 ∈ ∩n
i=1Ui )�&'�� x0 ∈ U ��� *�6& i = 1, 2, . . . , n. >��� ��� *�6&

i = 1, 2, . . . , n ����1&� εi > 0 2+'& S(x0, εi) ⊂ Ui. �)'��3& ε0 = min{εi}n
i=1 > 0.

����'(���3& �'�

S(x0, ε0) ⊂ S(x0, εi) ⊂ Ui

��� *�6& i = 1, 2, . . . , n *�� ��� S(x0, ε0) ⊂ ∩n
i=1Ui ��� %&01�&� �'� ∩n

i=1Ui &0��� ����*'�

+���#�/

B"C/ �&8���3& {Ui}i∈I ��*��)�&�� ����*'2� ���+���#8� '�� X, *�� )+'8 x0 ∈ ∪i∈IUi.

>��&'�� �'� ����1&� )�� '��#�1�+'�� i0 ∈ I 2+'& x0 ∈ Ui0 . ��&�%7 '� Ui0 &0��� ����*'�E

����1&� ε0 > 0 2+'& S(x0, ε0) ⊂ Ui0 . �##� Ui0 ⊂ ∪i∈IUi ��� S(x0, ε0) ⊂ ∪i∈IUi ���

%&01�&� �'� ����3�'� '� ∪i∈IUi &0��� ����*'� +���#�/ �

���� ���18�7+��3& +'�� 6&3&#�2%&�� �%��'('&� '8� *#&�+'2� +���#8� ����6)'��3&

*����&� �%��'('&� '8� +�3�#(�83�'8� +���#8� ��� 6� '�� 1�(+�3����7+��3& +'�� ���%&0?A

&��/ �� �%��'('&� ��')� ��� ���3�5��'�� *�� *����&� '�� De Morgan �-����� '� �*�#��6�

&�8'73�'�G

>�+'8 {Ai}i∈I 3�� ��*��)�&�� ���+���#8� &��� +���#� X. �&8���3& '� +���#�

∪i∈I(X \ Ai) 7 ∪i∈I Ac
i

*�� ∩i∈I (X \ Ai) 7 ∩i∈I Ac
i

*�� 5('�3& �� D���3& ���2� +���#8� ��'� &0��� +�3�#(�23�'�/

�




���	
�� "/.!� ����� {Ai}i∈I �	
�� ��	� ���������� ���� ������� X. ���� �� ����+

��� 	�
�����

B.C ∪i∈I(X \ Ai) = X \ (∩i∈IAi)
B C ∩i∈I(X \ AI) = X \ (∪i∈IAi)

�
������� >�'�� 5('&0'�� �� %&0?��3& �'� %�� +���#� A,B &0��� 0+� � �#)�� �+-�#7�

'����� &0��� �� %&0?��3& �'� A ⊂ B *�� B ⊂ A ��> ���� D&D�08� ���*��'&� ( �+�'('�/

�2�� A ⊂ B �� ��� *�6& x ∈ A 3�����3& �� %&0?��3& �'� x ∈ B. ��'7 &0��� ( 3)6�%��

��� �*�#��6&0'�� ��� '(� ���%&�?( '8� B.C *�� B C/ ;&01���3& *�'> ��1�� '(� B.C/

1!�� �
 ∪i∈I(X \ Ai) ⊂ X \ (∩i∈IAi).
����3�'�E

x ∈ ∪i∈I(X \ Ai) ⇒ ∃i0 ∈ I : x ∈ X \ Ai0

⇒ x �∈ Ai0

⇒ x �∈ ∩i∈IAi

⇒ x ∈ X \ ∩i∈IAi.

1!�� �
 X \ (∩i∈IAi) ⊂ ∪i∈I(X \ Ai).
����3�'�E

x ∈ X \ ∩i∈IAi ⇒ x �∈ ∩i∈IAi

⇒ ∃i0 ∈ I : x �∈ Ai0

⇒ x ∈ X \ Ai0

⇒ x ∈ ∪i∈I(X \ Ai)

>��� ( B.C ���%&01'(*&/

� B C 1�(+�3����&0 ����3��� D73�'� *�� ( ���%&�?7 '(� �-7�&'�� +'�� �����2+'(/ �

������� "/..� >��� ���+���#� F '�� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) #)�&'�� *#&�+'�E �� '�

+�3�#7�83� '�� X \ F B7 F cC &0��� ����*'� ���+���#� '�� X.

�
�
�����
	
� B.C/ ��6& 3���+���#� {x} 3& x ∈ X &0��� *#&�+'�/ ����3�'�E '�

X \ {x} &0��� ����*'�E %��'� �� y ∈ X \ {x} %(#�%7 y �= x *�� ε = ρ(x, y) > 0 ( ����*'7

+-�0�� S(y, ε) %&� �&��)1&� '� x ��� �&��)1&'�� +'� X \ {x}.
B C/ � *#&�+'7 +-�0��

S[x, ε] = {y : ρ(x, y) ≤ ε}
&0��� *#&�+'� +���#�/ >�+'8 z ∈ X \ S[x, ε]. ��'& ρ(x, z) > ε ��� ε1 = ρ(x, z) − ε > 0.

��#7 &-��3��7 '(� '���8��*7� �%��'('�� +��&���&'�� �'�

S(z, ε1) ∩ S[x, ε] = ∅
��� S(z, ε1) ⊂ X \ S[s, ε].

	��&�2� '� X \ S[x, ε] &0��� ����*'� *�� &?> ���+3�� S[x, ε] &0��� *#&�+'�/

������
 "/. B�&3&#�2%&�� �%��'('&� *#&�+'2� +���#8�C� ����� (X, ρ) ����	
��


����� �� ������� 	�
�����

B.C �� ������ ∅ 
�	 X ����	 
��	��"�

B C !� {Fi}n
i=1 ����	 �������� �� �	
�� ��	� 
��	���� ���� ∪n

i=1Fi ����	 ������ 
+

��	����

��



B"C !� {Fi}i∈I ����	 ���	��(���� �	
�� ��	� 
��	����� ���� ∩i∈IFi ����	 ��	��� 
+

��	����

�
������� B.C/ ��� '� ��'0+'��1� 6&2�(3� ��� ����*'� +���#� )1��3& �'� '� +���#�

∅, X &0��� ����*'� *�� &�0+(� X \ ∅ = X, X \ X = ∅E ��� '� ∅, X &0��� *#&�+'� +��

+�3�#(�23�'� *#&�+'2�/

B C ��&�%7 {Fi}n
i=1 &0��� *#&�+'�E )�&'�� �'� {X \Fi}n

i=1 &0��� ����*'� ��� ∩n
i=1(X \Fi)

&0��� &�0+(� ����*'�/ ��� '(� ���(���3&�( ���'�+( ∩n
i=1(X \ Fi) = X \ ∪n

i=1Fi *�� ���

∪n
i=1Fi &0��� +�3�#7�83� ����*'�� *�� &? ���+3�� *#&�+'�/

B"C/ �& ����3��� &��1&��73�'�/ � {X\Fi}i∈I %(#�%7 &0��� ��*��)�&�� ����*'2� +���#A

8�E ��� '� ∪i∈I(X \Fi) &0��� ����*'�E +��&�2� '� X \∪i∈I(X \Fi) = ∩i∈IFi &0��� *#&�+'�

+�� +�3�#7�83� ����*'��/ �

�
�
	�������� B.C/ �0��� 1�7+�3� �� +��*�0�&� � �����2+'(� '� 6&8�73�'� ���

�-����� '�� 6&3&#�2%&�� �%��'('&� '8� ����*'2� *�� *#&�+'2� +���#8� *�� �� ����'(�7+&�

'(� +�3�#(�83�'�*�'('� ��� �����+��5��� 8� ���� '�� ���?&�� )�8+(� *�� '�37�/

B C/ >�1��'�� ��0+&� '� ����*'� *�� *#&�+'� 3�����3& �� &��1&��7+��3& 3�� ����'�*7

�&�����-7 ��'2�/ ��'> ��1�� '� ����*'� 3������ �� ���+%����+'��� +�� HH3&��#�II ��A

�+���#� '�� 3&'��*�� 12���/ �&D�08� '� ∅ &0��� ������*'� *�� '��'�1���� ����*'�/ �##�

��'� ���'&#&0 &?�0�&+(/ ��6& �##� ����*'� +���#� �&��)1&� ����*')� +-�0�&� �� ���0&� &0A

��� HH3&��#�II +���#�/ =�� ����%&��3� �� ����*')� +-�0�&� +'� R &0��� ����*'� %��+'73�'�E

&�2 +'�� R2 3& '(� &�*#&0%&�� 3&'��*7 &0��� ����*'�0 *�*#��/ �� *#&�+'� +�� +�3�#(�2A

3�'� ����*'2�E *�#��'��� )�� &��� -�+3� +���#8�/ >�'+� ����1��� *#&�+'� +���#� ���

&0��� HH3&��#�IIE ��� ����%&��3� '� R \ (0, 1) &0��� *#&�+'� *�� 3&��#� &�2 '� {x}, x ∈ R

&0��� ���3-0D�#� HH3�*��II ���+���#� '�� R. ��'� ��� 1���*'(�05&� '� *#&�+'� &0��� (

�#(��'('� '��� ��� '(� )����� �'� �&��)1��� '� ����*� '��� +(3&0� ��8� 6� %&0?��3& +'(

+��)1&��/

B"C/ ��� &�%��-)���+� ���*#�+( '8� ����*'2� ���+���#8� &��� 3&'��*�� 12���

(X, ρ) &0��� ��'� ��� &0��� '��'�1���� *�� ����*'� *�� *#&�+'�/ ��� '�� 6&3&#&�2%&��

�%��'('&� ���*��'&� �'� +& ������%7��'& 3&'��*� 12�� '� +���#� ∅ *�� X &0��� '��'�1����

����*'� *�� *#&�+'�/ 	& 3&'��*��� 12���� ��8� '� R 7 � Rn 3& '(� ��*#&0%&�� 3&'��*7E

� X *�� '� ∅ &0��� '� 3���%�*� +���#� 3& ��'7 '(� �%��'('�/ ��'� %&� &0��� ���-��)�

*�� ( ���%&�?7 '�� +'(�05&'�� +'(� �%��'('� '(� +��&*'�*�'('�� ��'2� '8� 12�8�E '(�

���0� %&� 6� '(� ��0+��3&/ 	'� ��'06&'� �*�� D�0+*&'�� ( %��*��'7 3&'��*7 +> )�� +���#�

X ���� *�6& A ⊂ X &0��� ����*'� *�� *#&�+'� B( ���%&�?( �-7�&'�� +�� �+*(+( +'��

�����2+'(C/ �)#�� ��� '(� +�3�#(�83�'�*�'('� ����*'2� *�� *#&�+'2� ���*��'&� �'� ��

A ⊂ X &0��� ����*'� *�� *#&�+'�E '(� 0%�� �%��'('� )1&� *�� '� +�3�#7�83� '��/

���	
�� "/."� ����� F ��������� ��� ����	
�� 
���� (X, ρ). �� ������� ����	

	���������

B.C �� ������ F ����	 
��	����

B C F = F .

�
������� B.C⇒B C/ >�+'8 F *#&�+'� ���+���#� '�� X. ��� '�� ���+3� '�� *#&�+'��

+���#�� )�&'�� �'� X \F &0��� ����*'�E ��� �� x �∈ F ����1&� ε > 0 2+'& S(x, ε) ⊂ X \F

�+�%���3� S(x, ε) ∩ F = ∅ ��� '� x %&� &0��� ����*� +(3&0� '�� F. >��� X \ F ⊂ X \ F

+��&�2� F ⊂ F / �-�� ���'� �+1�&� F ⊂ F )�&'�� �'� F = F /

��



B C⇒B.C/ ��*&0 �� %&0?��3& �'� X \ F &0��� ����*'�/ ����3�'�E �� x ∈ X \ F, '�'&

x �∈ F ��� &?> ���6)+&8� x �∈ F %(#�%7 '� x %&� &0��� ����*� +(3&0� '�� F / >�'+� 6�

����1&� ε > 0 2+'& S(x, ε) ∩ F = ∅ ��� &0��� �+�%���3� 3& '� �'� S(x, ε) ⊂ X \ F ���

X \ F ����*'� +��&�2� '� F &0��� *#&�+'�/ �

������
 "/.:� ����� A ��������� ���� ����	
�� 
���� (X, ρ). ����

A = ∩{F : A ⊂ F, F 
��	���}.

*����( � 
��	������� ��� A ����	 �� �	
������ 
��	��� ������ ��� ���	 
�	 �� ������ A.

�
������� ��� '(� ���(���3&�( ���'�+( A &0��� *#&�+'� +���#� *�� A ⊂ A. >���

∩{F : A ⊂ F, F *#&�+'�} ⊂ A.

��'0+'��-� �� F &0��� *#&�+'� *�� A ⊂ F ��� '�� �%��'('&� '(� *#&�+'�'('�� ���*��'&�

�'� A ⊂ F = F ��� A ⊂ F / 	��&�2�

A ⊂ ∩{F : A ⊂ F, F *#&�+'�}

*�� ��'� �#�*#(�2�&� '(� ���%&�?(/ �

�
�
	������ ����1&� ( %���'�'('� �� ��0+��3& '(� *#&�+'�'('� &��� +���#�� A

+�� '� 3�*��'&�� *#&�+'� +���#� ��� �&��)1&� '� A, ��8� ��'� �&�����-&'�� +'� ���A

(���3&�� ����+3�/ �� +��&1&0� ���%&�*��&'�� 8� �%��'('� � ���+3�� ��� %2+�3& ���

'(� *#&�+'�'('�/ ��'7 ( ���+)���+( &0��� �+�%���3( 3& ��'7 ��� �����+��5&'�� &%2 *��

�*�#��6&0'�� +& ���+3)�� D�D#0�/

�
�
	������ >�+'8 U ����*'� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ). �?> ���+A

3��E ��� *�6& x ∈ U ����1&� εx > 0 2+'& S(x, εx) ⊂ U. �0��� +1&%�� �3&+� �'�

U = ∪x∈US(x, εx). ;(#�%7 '� ����*'� +���#� U &0��� ( )�8+( 3��� ��*��)�&��� ����*'2�

+-���2�/ �& �##� #���� '� ����*'� ���+���#� '�� X �&�����-��'�� +�� &�2+&�� ����*A

'2� +-���2�/ �0��� &�0+(� &�*�#� �� %��3& �'� ( �������+'�+( &��� ����*'�� +�� )�8+(

����*'2� +-���2� %&� &0��� &� �)�&� 3���%�*7/ 	'� &��3&�� �&2�(3�E ��� ����6)'��3&

%0%&'�� 3�� &�%��-)���+� �&�����-7 '8� ����*'2� ���+���#8� '�� R.

������
 "/.$� ����� U ���	
�� �� 
��� ��������� ��� R. ���� ��"�
�	 �����	
(

�������� �� ( "��	�� ��	��(�	�� �	
�� ��	� {(ai, bi)}i∈I ��� ���	
�" �	���(���� - ��

��" ��� ���� U = ∪i∈I(ai, bi).

������
�� 	�� 

�������� =�� x ∈ U 6)'��3&

Ix = {(a, b) : x ∈ (a, b) ⊂ U}.

����'(���3& �'�

∪{(a, b) : (a, b) ∈ Ix} = (ax, bx)

B���� ax = inf{z < x : (z, x] ⊂ U} *�� bx = sup{y > x : [x, y) ⊂ U}C %(#�%7 ����1&�

)�� 3)��+'� %��+'(3� (ax, bx) 2+'& x ∈ (ax, bx) ⊂ U.

�&���')�8 ����'(���3& �'� ��� x, y ∈ U &0'& (ax, bx) = (ay, by) 7 (ax, bx)∩(ay, by) = ∅.
>��� ( ��*��)�&�� {(ax, bx) : x ∈ U} &0��� ( 5('��3&�(/ �� �'� ( ��*��)�&�� ��'7 &0���

���637+�3( ���*��'&� �3&+� ��� '� �&����� �'� *�6& %��+'(3� (ax, bx) �&��)1&� )�� �('�

*�� ��8� 6� %��3& +'� &��3&�� *&-�#��� '� +���#� '8� �('2� &0��� ���637+�3�/

�
��



(� 2����� ����
� � 	 �����
��	 ������!�
�� �
 ��!� ��
����� ! �+
�����

����+���

>�+'8 X,Y +���#� *�� f : X → Y +����'(+(/ =�� A ⊂ Y ( ��'0+'��-( &�*��� '��

A 3)+8 '(� f +�3D�#05&'�� 3& f−1(A) *�� �+��'�� 3&

f−1(A) = {x ∈ X : f(x) ∈ A}.

�� ����'(�7+��3& �'� ( f−1 %&� &0��� &� �)�&� +����'(+(E *�� D&D�08� %&� +��%)&'��

3& '(� 1/f ( ���0� ��05&'�� ��� ����3�'�*)� +����'7+&��/ 	'� &��3&�� 6&2�(3� %0���3&

���+3)�&� �%��'('&� '(� f−1.

������
 "/.9� ����� f : X → Y, 
�	 A,B ��������� ��� Y. ���� 	�
���� ��

�
�������

f−1(A ∪ B) = f−1(A) ∪ f−1(B) B.C

f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B) B C

f−1(Y \ A) = X \ f−1(A). B"C

� ���%&�?( '�� �&8�73�'�� &0��� &�*�#( *�� �-7�&'�� +'�� �����2+'(/

�
�
	������ �� �&��&1�3&�� '�� ���(���3&��� �&8�73�'�� &0��� �'� ( f−1 %��'(�&0

'�� ���?&�� '(� )�8+(�E '�37� *�� +�3�#(�23�'��/ �?05&� �� +(3&�2+��3& �'� ( f %&� )1&�

��'7 '(� �%��'('�/ ��%�*�'&�� ��� '(� '�37 �+1�&�

f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B)

*�� %&� &0��� %�+*�#� � �����2+'(� �� D�&0 ����%&0�3�'� +����'7+&8� ���� ( ���(���A

3&�( +1)+( �+1�&� 18�0� �+�'('�/

�&���3& '2�� +'( %��'��8+( &��� &�%��-)���'�� 1���*'(��+3�� '(� +��)1&��� +����'7A

+&8� 3&'�?� 3&'��*2� 12�8�/

������
 "/.,� ����� (X, ρ), (Y, d) ����	
�� 
���	 
�	 f : X → Y �	� ���"������

�� ������� ����	 	���������

B.C � ���"����� f ����	 ����
(��

B C )	� 
"�� ���	
�� U ⊂ Y �� f−1(U) ����	 ���	
�� ��������� ��� X.

B"C )	� 
"�� 
��	��� F ⊂ Y �� f−1(F ) ����	 
��	��� ��������� ��� X.

�
������� B.C⇒B C/ �� 6�3(6��3& �'� ( f &0��� +��&17� +'� x0 ∈ X �� ��� *�6&

ε > 0 ����1&� δ = δ(x0, ε) > 0 2+'&

f [Sρ(x0, δ)] ⊂ Sd(f(x0), ε).

>�+'8 U ⊂ Y ����*'�/ �� U = ∅ '�'& f−1(U) = ∅ ��� &0��� ����*'�/ �� U �= ∅ *��

x ∈ f−1(U) 6� D���3& δ > 0 2+'& Sρ(x, δ) ⊂ f−1(U). ����3�'�E &�&�%7 U &0��� ����*'�

*�� f(x) ∈ U )�&'�� �'� ����1&� ε > 0 2+'& Sd(f(x), ε) ⊂ U. ��� '( +��)1&�� '(� f +'�

+(3&0� x )�&'�� �'� ����1&� δ > 0 2+'&

f [Sρ(x, δ)] ⊂ Sd(x, ε) ⊂ U

��� Sρ(x, δ) ⊂ f−1(U) '� ���0� &?> ���+3�� +(3�0�&� �'� f−1(U) &0��� ����*'� ���+���#�

'�� X.

��



B C⇒B.C/ >�+'8 x0 ∈ X *�� ε > 0. ��� '(� ���6&+( '� f−1(Sd(f(x0), ε)) &0��� ����*'�
&�2 '� x0 ��7*&� +& ��'� *�� ��� ����1&� δ > 0 2+'& Sρ(x0, δ) ⊂ f−1(Sd(f(x0), ε)) 7

�+�%���3�

f [Sρ(x0, δ)] ⊂ Sd(f(x0), ε)

%(#�%7 ( f &0��� +��&17� +'� x0.

B C⇒B"C/ � ���%&�?( &%2 &0��� +��)�&�� '�� �'� ( f−1 %��'(�&0 '� +�3�#(�23�'�/

����3�'�E )+'8 F ⊂ Y *#&�+'�/ �� %&0?��3& �'� f−1(F ) &0��� *#&�+'� 7 �+�%���3� �'�

X \ f−1(F ) &0��� ����*'�/ �##� X \ f−1(F ) = f−1(Y \ F ) 3& Y \ F ����*'�E *�� #��8

'(� B CE f−1(Y \ F ) &�0+(� ����*'�E ��� f−1(F ) *#&�+'�/

B"C⇒B C/ ��(+�3����&0 ����3��� &��1&��73�'� *�� ( �#7�(� ���%&�?( �-7�&'�� +'��

�����2+'(/ �

�� &��3&�� 6&2�(3� 1���*'(�05&� '(� +��*#�+( �*�#��6�2� 3& 1�7+( ����*'2� +���#A

8�/

������
 "/.<� ����� (xn)n, x ���	
��� ��� ����	
�� 
���� (X, ρ). �� ������� ����	

	���������

B.C � �
������� (xn)n ���
����	 ��� x.

B C )	� 
"�� U ���	
�� ��������� ��� X ���� x ∈ U ��"�
�	 n0 ∈ N ���� �	� 
"��

n > n0 xn ∈ U.

�
������� B.C⇒B C/ >�+'8 U ����*'� +���#� *�� x ∈ U. ��� '�� ���+3� '�� ����*'��

+���#�� ����1&� ε > 0 2+'& S(x, ε) ⊂ U. ��� '(� ����'7�(+( 3&'� '�� ���+3� '(�

+��*#�+(� �*�#��60�� 6� ����1&� n0(ε) 2+'& ��� *�6& n > n0, xn ∈ S(x, ε). >��� ����1&�

n0 2+'& ��� *�6& n > n0, xn ∈ U.

B C⇒B.C/ >�+'8 ε > 0. � +-�0�� U = S(x, ε) &0��� ����*'� +���#�E ��� ����1&� n0

2+'& ��� n > n0 xn ∈ S(x, ε) '� ���0� &0��� �+�%���3� 3& '� �'� xn → x. �

#��+�
" �� %�� ���(���3&�� 6&8�73�'� ���'&#��� *�#7 �-��37 ��� �� &?(�7+��3&

�2� '� 3�6(3�'�*� ���6&'��� ��� �-(�(3)�&� %�3)� *�� '�� &�&?&���5��'��/ �� 6&2�(3�

��� �-��� '��� 1���*'(��+3��� '(� +��)1&��� 3& 1�7+( ����*'2� 7 *#&�+'2� +���#8�

)1&� ��+��+'�*7 %��-��� ��� '�� ���+3� '(� +��)1&��� �##� *�� '(� ��17 '(� 3&'�-����/

��'7 �&��*#&0&'�� +'� �'� �� ��+�'('&� ε *�� δ ��� &3�#)*��'�� +'�� ���+3� '(� +��)1&���

)1��� ��'�*�'�+'�6&0 ��� '(� ��#7 %��'��8+( �'� ( f ��'�+'�)-&� ����*'� ���+���#� '��

Y +& ����*'� '�� X *�� ��'0+'��1� ��� '� *#&�+'�/ ��'� +(3�0�&� �'� �� ����1&� ( )�����

'�� ����*'�� 7 *#&�+'�� +���#��E '�'& 3�����3& �� )1��3& *�� )����� +��)1&��� *�'�

'���� 2+'& �� &�&*'&0�&'�� ( +��)1&�� +����'7+&8� 3&'�?� 3&'��*2� 12�8�/

=�� �� �0���3& ��� +��*&*��33)���E ����6)'��3& '�� ���+3� '(� '���#��0�� *�� '��

'���#���*�� 12���/

������� "/.4� >�+'8 X +���#� *�� T ���+���#� '�� +���#�� P(X) '8� ���+���#8�
'�� X. � ��*��)�&�� T #)�&'�� '���#��0�E �� �*���������'�� �� �*�#��6&� �%��'('&�G

B.C �� +���#� ∅ *�� X ��7*��� +'(� T .

B C �� {Ui}n
i=1 �&�&��+3)�( &��#��7 +'��1&08� '(� T '�'& '� ∩n

i=1Ui ��7*&� +'7�

T .

B"C �� {Ui}i∈I &0��� ��*��)�&�� +'��1&08� '(� T '�'& '� +���#� ∪i∈IUi ��7*&� +'(�

T .

��



������� "/ !� �� +'��1&0� 3��� '���#��0�� T #)���'�� ����*'� +���#� '(� T &�2

'� 5&���� (X, T ) #)�&'�� '���#���*�� 12���/

������� "/ .� >�+'8 (X, T ) '���#���*�� 12���/ >��� F ���+���#� '�� X #)�&'��

*#&�+'� �� X \ F ∈ T B%(#�%( �� '� X \ F &0��� ����*'�C/

������
 "/  � ����� (X, T ) �������	
�� 
����� �� 
��	��" ��������" ��� 	
�����	���

�	� �
������� 	�	�������

B.C �� ������ ∅ 
�	 X ����	 
��	��"�

B C !� {Fi}n
=1 ����	 �������� �� �	
�� ��	� 
��	���� ���� ∪n

i=1Fi ����	 �� ��� 
+

��	����

B"C !� {Fi}i∈I ����	 �	
�� ��	� 
��	���� ���� ∩i∈IFi ����	 ������ 
��	����

� ���%&�?( ��'�� '�� 6&8�73�'�� &0��� �*��D2� ( 0%�� 3& ��'7 '�� 6&8�73�'�� '8�

6&3&#�8%2� �%��'7'8� *#&�+'2� ���+���#8� +& 3&'��*��� 12����/

�
�
	�������� B.C/ ����'(�2�'�� '�� ���+3� '8� ����*'2� +���#8� '(� '���#��0��

T D#)���3& �'� ��'�� '��'05&'�� 3& '�� 6&3&#�2%&�� �%��'('&� '8� ����*'2� +���#8� &���

3&'��*�� 12���/ ��'� +(3�0�&� �'� '� +���#� T '8� ����*'2� +���#8� &��� 3&'��*��

12���E '� ���0� D&D�08� )1��� ���+'&0 3& �##� '����E ���'&#&0 3�� '���#��0�/ >��� (

)����� '�� '���#���*�� 12��� &�&*'&0�&� ��'7 '�� 3&'��*�� 12��� *�'� '���� ��+�A

�+'�*� %&%�3)��� �'� %&� )1&� '(� �����%7��'& ���-��� +& ���+'�+&�� 3&'�?� +'��1&08�

7 �����%7��'& ���63('�*7 +1)+( ��'2�/

B C/ � 3�*��'&�( '���#��0� ��� ��05&'�� +& �����%7��'& +���#� &0��� ( T = {X, ∅}.
�� '� +���#� X )1&� %�� '��#�1�+'�� +'��1&0� '�'& &0��� &�*�#� B�+*(+(C �� %��3& �'�

%&� ����1&� 3&'��*7 ρ +'�� X 2+'& �� )1&� '� 0%�� ����*'� 3& ��'� '(� '���#��0�� T . >���

( )����� '�� '���#���*�� 12��� &0��� ��7+�� &���'&�( ��� ��'7 '�� 3&'��*�� 12���/

B"C/ =�� �� 6&8�(6&0 ( )����� '�� '���#���*�� 12��� 3)��� '(� �-(�(3)�(� ���#�+(�

6� ��)�&� �� 3�� %0�&� '(� %���'�'('� �� ��0+��3& +��)1&�� +����'7+&8� *�� +��*#�+(

�*�#��6�2�/ ��'� �&��)1&'�� +'��� �*�#��6��� ���+3���/

������� "/ "� >�+'8 (X, T ), (Y,S) '���#���*�0 12���/ ��� +����'(+( f : X → Y

#)�&'�� +��&17� �� ��� *�6& U ⊂ Y ����*'� B%(#/ U ∈ SC '� f−1(U) &0��� ����*'� +'�

X B%(#/ f−1(U) ∈ T .

����'(�&0+'& �'� �� +��&1&0� +����'7+&�� 3&'�?� 3&'��*2� 12�8� �*��������� '��

���+3� '(� +��)1&��� 3&'�?� '���#���*2� 12�8� *�� *�'� +��)�&�� � ���+3�� '(� +��)A

1&��� +����'7+&8� 3&'�?� '���#���*2� 12�8� &�&*'&0�&� '�� ��'0+'��1� 3&'�?� 3&'��*2�

12�8�/ ��'0+'��1� �+1���� *�� ��� '�� ���+3� '(� +��*#�+(� �*�#��6�2� ��� &0��� �

&��3&���/

������� "/ :� >�+'8 (xn)n, x +'��1&0� '�� (X, T ). � �*�#��60� (xn)n +��*#0�&� +'�

x �� ��� *�6& U ����*'� 3& x ∈ U ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0, xn ∈ U.

�
�
	������ � 6&8�0� '���#���*2� 12�8�E ���'&#&0 +(3��'�*� 3)��� '(� +��1���(�

���#�+(� *�� +��%)&'�� �+1��� 3& '(� ���33�*7 *�� 3( ���33�*7 ���#�+(/

)� '�
�����
	 �
�����	

>��8� -�0�&'�� *�� ��� '� ����%&0�3�'� ��� )1��3& %2+&� 3&'� '�� ���+3� '8�

3&'��*2� 12�8�E +> )�� +���#� X 3������ �� ���+'��� �&��++�'&�&� ��� 30� 3&'��*)�/ =��

��



����%&��3� 6�3(6&0'& '�� 3&'��*)� ��� ��05��'�� +'�� Rk ��� '�� pA���3&�E ��� 1 ≤ p ≤ ∞.

	'( +��)1&�� 6� +�5('7+��3& 3& +��'�30� '(� )����� '8� �+�%���38� 3&'��*2� ��� ��0A

5��'�� +> )�� +���#�/

	'� &��3&�� 3& I : X → X 6� +�3D�#05��3& '(� '��'�'�*7 +����'(+( '�� +���#��

X %(#�%7E I(x) = x ��� *�6& x ∈ X.

������� "/ $� >�+'8 X +���#� &-�%��+3)�� 3& %�� 3&'��*)� ρ1 *�� ρ2. �� 3&'��*)�

ρ1, ρ2 #)���'�� �+�%���3&�E �� ( '��'�'�*7 +����'(+(

I : (X, ρ1) → (X, ρ2)

&0��� �3-�+��&17� B%(#�%7 I : (X, ρ1) → (X, ρ2) &0��� +��&17� *�� I : (X, ρ2) → (X, ρ1)
&0��� &�0+(� +��&17�C/

��0� ���18�7+��3& +& 1���*'(��+3��� '8� �+�%���38� 3&'��*2�E �� %��3& )�� ����%&��3�

%�� 3&'��*2� +'� R ��� %&� &0��� �+�%���3&�/

���.�
������&8���3& '(� +��76( 3&'��*7 ρ|·| +'� R *�� &�0+(� '(� %��*��'7 3&'��*7

d +'� 0%�� +���#�/ �� 6�3(6��3& �'� '� 3���+���#� {t}, t ∈ R &0��� ����*')� +-�0�&� 8�

���� '(� 3&'��*7 d *�� *�'� +��)�&��E *�6& A ⊂ R &0��� dA����*'�/ >�+'8 '2��

I : (R, d) → (R, ρ|·|).

� I &0��� +��&17�E %��'� �� U ⊂ R &0��� ρ|·|A����*'�E '� U = I−1(U) &0��� dA����*'�/

��'06&'�E (

I : (R, ρ|·|) → (R, d)

%&� &0��� +��&17�/ =�� ����%&��3� '� {t} &0��� dA����*'�E &�2 %&� &0��� ρ|·|A����*'�/ >���
�� %�� 3&'��*)� %&� &0��� �+�%���3&�/

������
 "/ 9 B.�� 1���*'(��+3�� �+�%���38� 3&'��*2�C� ����� (X, ρ1), (X, ρ2) ���

����	
 �� ��  �� ������ X. �� ������� ����	 	���������

B.C .	 ρ1, ρ2 ����	 	����������

B C !� Tρ1 , Tρ2 ���/���0��� �� ���	
�" �� ���� �	� ��� ����	
 �� ���� Tρ1 = Tρ2 .

%*����(�  �� U ⊂ X ����	 ρ1+���	
�� �� 
�	 ���� �� ����	 ρ2+���	
��'�

B"C ���� F ⊂ X ����	 ρ1+
��	���� �� 
�	 ���� �� ����	 ρ2+
��	����

� ���%&�?( '�� 6&8�73�'�� &0��� �3&+( ��� '�� ���+3� '8� �+�%���38� 3&'��*2�

B%(#�%7 ( I : (X, ρ1) → (X, ρ2) &0��� �3-�+��&17�C *�� '�� 1���*'(��+3�� '(� +��)1&���

3& 1�7+( '8� ����*'2� 7 '8� *#&�+'2� +���#8�/

�
�
	������ �� ��)�&� �� '��0+��3& �'� �'�� #)3& �'� *�6& U ρ1A����*'� &0��� *��

ρ2A����*'� *�� ��'0+'��-� %&� &�����3& �'� *�6& ρ1A����*'7 +-�0�� &0��� *�� ρ2A����*'7

+-�0�� 7 ��'0+'��-�/

� &��3&��� 1���*'(��+3�� '8� �+�%���38� 3&'��*2� &0��� &�0+(� +��)�&�� ��'0+A

'��18� 1���*'(��+32� +��)1&���/

������
 "/ , B �� 1���*'(��+3�� �+�%���38� 3&'��*2�C� ����� (X, ρ1), (X, ρ2) ���

����	
 � ��  �� ������ X. �� ������� ����	 ���������

B.C .	 ����	
 � ρ1 
�	 ρ2 ����	 	����������

B C )	� 
"�� x ∈ X 
�	 ε > 0 ��"�
��� δ1 > 0, δ2 > 0 ���� Sρ1(x, δ1) ⊂ Sρ2(x, ε)

�	 Sρ2(x, δ2) ⊂ Sρ1(x, ε).

B"C )	� 
"�� (xn)n, x ���	
��� ��� X, 	�
��	 xn
ρ1→ x �� 
�	 ���� �� xn

ρ2→ x.

��



� +��67*( B CE �&�����-&� '(� �3-�+��)1&�� '(� '��'�'�*7� I : (X, ρ1) → (X, ρ2)
3& D�+( '�� ��1�*� ���+3� '(� +��)1&���E &�2 ( B"C *��&� '� 0%�� 3& D�+( '(� ��17 '(�

3&'�-����/

�� �#�*#(�2+��3& '(� �������-� '8� �+�%���38� 3&'��*2� 3& %�� &�%��-)���+&�

&-��3��)� �+8� ����'�?�3& ���(���3)�8�/

�� 6�3(6��3& �'� +'�� %����+3�'�*� 12�� Rk ��05��'�� �� pA���3&� ��� 1 ≤ p ≤ ∞
*�� 3& '(� D�76&�� ��'2� �� pA3&'��*)� ��� +�3D�#05��'�� 3& ρp.

����
 "/ <� !� �x = (x1, . . . , xk), �y = (y1, . . . , yk) ����	 �	�������� ��� Rk 
�	

1 ≤ p < ∞ ����

ρ∞(�x, �y) ≤ ρp(�x, �y) ≤ k · ρ∞(�x, �y).

�
�������

ρ∞(�x, �y) = ‖�x − �y‖∞ = max
1≤i≤k

{|xi − yi|}

ρp(�x, �y) = ‖�x − �y‖p =
( k∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

��0+(� �x − �y =
∑k

i=1(xi − yi)�ei *�� ���

‖�x − �y‖p = ‖
k∑

i=1

(xi − yi)�ei‖p

≤
k∑

i=1

‖(xi − yi)�ei‖p

=
k∑

i=1

|xi − yi|.

>���

ρ∞(�x, �y) = max
1≤i≤k

{|xi − yi|}

≤ (
k∑

i=1

|xi − yi|p)1/p

= ρp(�x, �y)

≤
k∑

i=1

|xi − yi|

≤ k · max
1≤i≤k

{|xi − yi|}

= k · ρ∞(�x, �y)

�

������
 "/ 4� � �
 �� 11.	 ����	
 � ρ1, ρ2 ����	 	���������22 ����	 ����/��	
(�

*����(� �� ρ1, ρ2, ρ3 ����	 ���	� ����	
 � ��  �� ������ X 
�	 ρ1, ρ2 ����	 	���������� ρ2,

ρ3 ����	 	���������� ���� 
�	 ρ1, ρ3 ����	 ������ 	����������

�
������� � I : (X, ρ1) → (X, ρ3) ���-&'�� 8� (X, ρ1)
I→ (X, ρ2)

I→ (X, ρ3) ��� &0A

��� +��&17� 8� +��6&+( +��&12�/ ����3��� ( I : (X, ρ3) → (X, ρ1) ���-&'�� 8� (X, ρ3)
I→

�	



(X, ρ2)
I→ (X, ρ1) *�� ��� 0%���� #����� &0��� +��&17�E ��� ( I : (X, ρ1) → (X, ρ3) &0���

�3-�+��&17�/ �

������
 "/"!� ����� k ∈ N 
�	 1 ≤ p < q ≤ ∞. ���� �	 ����	
 � (Rk, ρp), (Rk, ρq)
����	 	���������

�
������� �� %&0?��3& �'� ��� *�6& 1 ≤ p < ∞ ( ρp +'�� Rk &0��� �+�%���3( 3&

'(� ρ∞. �� ��'� )1&� %&�1'&0E '�'& ��� '� ���(���3&�� 6&2�(3� ���*��'&� ( �+�%���30�

'8� ρp, ρq ��� 1 ≤ p < q ≤ ∞. �& D�+( '�� ���+3� '(� �+�%���30�� 3&'��*2�E ��*&0 ��

%&0?��3& �'�

I : (Rk, ρp) → (Rk, ρ∞) *��

I : (Rk, ρ∞) → (Rk, ρp)

&0��� +��&1&0�/

��� '� #733� "/ <E )�&'�� �'� ( ��2'( +����'(+( &0��� .ALipschitz *�� ( %&�'&�A

( kALipschitzE ��� *�� �� %�� &0��� +��&1&0�/ 	��&�2� ( I : (Rk, ρp) → (Rk, ρ∞) &0���

�3-�+��&17�E *�� &?> ���+3�� �� ρp, ρ∞ &0��� �+�%���3&�/ �

�
�
	�������� B.C/ �� �&��&1�3&�� '�� ���(���3&��� 6&8�73�'�� &0��� �'� &�2 ��

3&'��*)� ρpE 1 ≤ p ≤ +∞E +'�� Rk %��-)���� 3&'�?� '��� �&83&'��*� &�2 ��� '���#���*7A

� ���K(� '��'05��'�� �#7�8�/ >�'+� �� 1���*'(��+3�0 +��*#�+(� �*�#��6�2� *�� +��)1&���

+����'7+&8� ��� �+1���� ��� '(� &�*#&0%&�� 3&'��*7 +'�� Rk &�&*'&0���'�� *�� +'�� ��A

�#���&�/

B C/ ��)�&� �� ���-)���3& �'� �� 6&8�7+��3& '�� 3&'��*)� ρp +'�� %����+3�'�*� 12��

c00(N) '8� '&#�*� 3(%&��*2� �*�#��6�2� � ���0�� &0��� ��&���%��+'�'��E '�'& 1��&'�� '�

-����3&�� �+�%���30�� ��'2�/ ;(#�%7E �� 1 ≤ p < q ≤ ∞ '�'& �� ρp *�� ρq %&� &0���

�+�%���3&� +'�� (c00(N)/

������� "/".� B.C/ >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� A ⊂ X 3( *&��/ � ���������

��� A +�3D�#05&'�� 3& diam(A) *�� �+��'�� 3&

diam(A) = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A}.

�0��� +�-)� �'� diam(A) 3���&0 �� ���&� '(� '�37 ∞. ��0+(� ��05��3& diam(∅) = 0/
B C/ >��� A ⊂ X #)�&'��  ������� �� diam(A) < ∞/

B"C/ � 3&'��*7 ρ #)�&'�� -���3)�(E �� diam(X) < ∞.

���	
�� "/" � )	� 
"�� A ��������� ��� X� diam(A) = diam(A)�

�
������� �� A = ∅ '�'& *�� A = ∅ *�� ��� diam(A) = 0 = diam(A)/ ��

����'(�7+��3& �'� �� A ⊂ B '�'& diam(A) ≤ diam(B)/ >��� �� diam(A) = ∞ '�'&

*�� diam(A) = ∞ *�� ( ���'�+( )1&� %&�16&0/

>�+'8 '2�� A �= ∅ 3& diam(A) < ∞/ ��� '(� ���(���3&�( ����'7�(+( &0��� �3&+�

�'� diam(A) ≤ diam(A)/ 	��&�2� ��*&0 �� %&�16&0 �'� diam(A) ≤ diam(A)/ ��'� &0���

�+�%���3� 3& '� �'� ��� *�6& ε > 0E diam(A) ≤ diam(A) + ε/ >�+'8 ε > 0 *�� x, y ∈ A/

��'& ��� '�� ���+3� '�� A )�&'�� �'� ����1��� x′, y′ ∈ A 2+'& x′ ∈ S(x,
ε

2
) ∩ A *��

y′ ∈ S(y,
ε

2
) ∩ A/ ��#7 &-��3��7 '(� '���8��*7� ���+�'('�� +��&���&'�� �'�

ρ(x, y) ≤ ρ(x′, y′) +
ε

2
+

ε

2
��



*�� ��� �-�� ρ(x′, y′) ≤ diam(A) )1��3& �'� ρ(x, y) ≤ diam(A)+ε/ ��&�%7 ��'� +�3D�0�&�

��� *�6& x, y ∈ A )�&'�� �'�

diam(A) = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} ≤ diam(A) + ε.

�

����
 "/""� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� .��0����

ρ1(x, y) = min{ρ(x, y), 1}.

���� � ρ1 ����	 ������ ����	
( ���� X ��� ��	�� �� ����	 $���� ���

�
������� �-7�&'�� +'�� �����2+'(/ �

�� &��3&�� 6&2�(3� %&01�&� �'� ��� *�6& 3&'��*7 ρ ��� ��05&'�� +> )�� +���#� X

����1&� �+�%���3( 3&'��*7 ρ1 ( ���0� &0��� -���3)�(/

������
 "/":� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 ρ1 � ����	
( ��� ���0���	 �� 
�(��

��� ����	
(� ρ ��� ����������� �(���� ���� �	 ���	
 � ρ, ρ1 ����	 	����������

�
������� �-7�&'�� +'�� �����2+'(/ �

�#$%#&'#

�� ;2+'& ����%&��3� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ)E x1, x2 ∈ X *�� 0 < r1 < r2 2+'&

S(x2, r2) ⊂ S(x1, r1)/
�� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12���E A ⊂ X *�� U ����*'� ���+���#� '�� X/ ;&0?'& �'�

�� U ∩ A �= ∅ '�'& U ∩ A �= ∅/
(� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12���E A ⊂ X *�� x ∈ X/ ;&0?'& �'� x ∈ A �� *�� 3��� ��

ρ(x,A) = 0/
)� >�+'8 x1, x2, . . . , xn %��-��� ��� %�� +'��1&0� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ)/ ;&0?'&

�'� ����1��� U1, U2, . . . , Un ����*'� *�� ?)�� ��� %�� ���+���#� '�� X 2+'& xi ∈ Ui ���

i = 1, 2, . . . , n/

*� ;2+'& ����%&��3� �*�#��60�� (xn)n∈N +& )��� *�'�##(#� 3&'��*� 12�� ��� '(�

���0� %&� �*������&0'�� '� +�3�)��+3� '(� ���(���3&�(� �+*(+(�/

0� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� x ∈ X/ ;&0?'& �'� �� int{x} = ∅ B��� '�� ���+3�

'�� int AE A ⊂ X %&0'& '� �&-�#��� $C '�'& '� x &0��� +(3&0� +�++2�&�+(� '�� X/

3� ���%&0?'& '� �733� "/""/

4� >�+'8 X �&�&��+3)�� +���#�/ ;&0?'& �'� *�6& 3&'��*7 ρ +'� X &0��� �+�%���3( 3&

'( %��*��'7 3&'��*7/

5� >�+'8 F,G *#&�+'� 3( *&�� *�� ?)�� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ)/ ��0A

5��3&

f(x) =
ρ(x, F )

ρ(x, F ) + ρ(x,G)
��� *�6& x ∈ X.

;&0?'& �'�G

BiC � f &0��� +��&17�E f(x) = 0 ��� *�6& x ∈ F *�� f(x) = 1 ��� *�6& x ∈ G/

BiiC ����1��� U, V ����*'� ���+���#� '�� X 3& U ∩V = ∅ 2+'& F ⊂ U *�� G ⊂ V /

�6� =�� %�� 3( *&�� ���+���#� A,B &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) ( �������� '�� A

��� '� B &0��� � ����3�'�*�� ���63��

ρ(A,B) = inf{ρ(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

���%&0?'& �'� ρ(A,B) = ρ(A,B) ��� �����%7��'& 3( *&�� ���+���#� '�� X/

�




���F���
� :

����� ����
	 �	�  �	��������� �������� !����

�� ���,�!���� ��� ��
����,�!���� ���
+�� 7
 +!��� Zorn�

�0��� 1�7+�3� ��� '� &��3&�� �� ��&�6�30+��3& 3&��*)� D�+�*)� )����&� '(� �&8�0��

	���#8�/ �� N = {1, 2, . . .} &0��� '� +���#� '8� -�+�*2� ���632� '�'& )�� +���#� A

*�#&0'�� �����
���� �� &0��� �&�&��+3)�� 7 ����1&� ��&�*���+( f : N → A  ��+����+ ��

*�� &�0/ >��� +���#� 6� *�#&0'�� ���������
���� �� %&� &0��� ���637+�3�/ >�3&+� &0���

�'� )�� ��&����637+�3� +���#� &0��� ��&��� *�� 3�#�+'� �&��)1&� )�� ��&��� ���637+�3�

��7+�� ���+���#�/

�� &��3&�� 6&2�(3� %0�&� )�� 1���*'(��+3� '8� ���637+�38� +���#8�/

������
 :/.� ����� A  �� �� 
��� ������� �� ������� ����	 	���������

(i) �� A ����	 ��	��(�	���

(ii) ,�"�
�	 ���	
��	�� f : N → A ����

(iii) ,�"�
�	 ���	
��	�� g : A → N  ��+����+ ���

��� '� �������8 6&2�(3� )1��3& '� &?7� ���0+3�'�/

������
 :/ � #"�� ��������� ���� ��	��(�	��� ������� ����	 ��	��(�	���

�
������� >�+'8 B ⊂ A ���� A ���637+�3�/ �-�� '� A &0��� ���637+�3�E ��� '��

���+3� '�� ���637+�3�� +���#�� ����1&� ��&�*���+( g : A → N  ��+����+ �� *�� ���/ ��

g|B &0��� � �&�����+3�� '(� g +'� B '�'& ( g|B : B → N &0���  ��+����+ �� ��� ��� '�

(iii)⇒(i) '�� �������8 6&8�73�'�� )1��3& �'� '� B &0��� ���637+�3�/ �

������
 :/"� �� ������ N×N ����	 ��	��(�	���

�
������� >�+'8 g : N×N → N 3& g(n,m) = 2n · 3m/ �0��� &�*�#� �� %&�16&0 �'� (

g &0���  ��+����+ ��/ >��� ��� '� �&2�(3� :/. '� N×N &0��� ���637+�3�/ �

������
 :/:� �� ������ Q+� Q− ��� ���	
�� 
�	 �����	
�� ����� ����	 ��	��(�	���

�
������� >�1��3& �'� Q+ = { n
m : (n,m) ∈ N×N *�� n,m ��2'�� 3&'�?� '���}/

� ��&�*���+( g : Q+ → N 3& g( n
m ) = 2n · 3m &0���  ��+����+ �� *�� ��� '� Q+ &0���

���637+�3�/ >�3��� ��� '� Q−/ �

������
 :/$� !�	��(�	��  ���� ��	�������� ������� ����	 ��	��(�	�� �������

�
������� >�+'8 I ���637+�3� +���#� *�� {An}n∈I ��*��)�&�� ���63(+038� +���#A

8�/ ������3& �� ���6)+��3& �'� I �= ∅ *�� An �= ∅ ��� *�6& n ∈ I/ �-�� An ���637+�3�

����1&� fn : N → An ���/ �3�08� ����1&� g : N → I ���/ � ��&�*���+(

h : N×N →
⋃
n∈I

An 3& g(n,m) = fg(n)(m)

&0��� &�*�#� �� %&�16&0 �'� &0��� ���/ ��� '� ����+3� :/" *�� '� �&2�(3� :/. ���*��'&�

�'� (
⋃

n∈I An &0��� ���637+�3� +���#�/ �
��



������
 :/9� �� ������ ��� ����� Q 
�	 ��� �
������ Z ����	 ��	��(�	���

�
������� ��&�%7 Q ⊃ Z ��*&0 �� %&�16&0 �'� '� Q &0��� ���637+�3�/ >�1��3& Q =
Q− ∪{0} ∪ Q+ *�� '� +�3�)��+3� )�&'�� ��� '� ����+3� :/: *�� '� �&2�(3� :/$/ �

������
 :/,� 3������� �� �	������ ��	�������� ������� ����	 ��	��(�	���

�
������� �� %&0?��3& ��2'� �'� '� ����3&�� %�� ���63(+038� +���#8� A *�� B &0���

���637+�3�/ �� A = ∅ 7 B = ∅ '�'& A × B = ∅ *�� ��� &0��� ���637+�3�/ >�+'8 A,B 3(

*&��/ ��'& ����1��� h : N → A *�� g : N → B ���/ ��'& ( +����'(+( f : N×N → A×B

3& f(n,m) = (h(n), g(m)) &0��� ���E *�� ��� �-�� '� N×N &0��� ���637+�3� '� 0%�� �+1�&�

*�� ��� '� A × B/ � �&��*7 �&�0�'8+( )�&'�� 3& &���8�7/ �

������
 :/<� )	� 
"�� n ∈ N �� Qn ����	 ��	��(�	���

���637+�3� ����3&�� ���63(+038� +���#8� %&� &0��� *�'����*( ���637+�3� �/1 ���%&�*��&A

'�� �'� '� +���#� {0, 1}N = {(xn) : xn = 0 7 xn = 1} &0��� ��&����637+�3�/ ��0+(� ��&���A
�637+�3� &0��� '� +���#� '8� ����3�'�*2� ���632� R *�62� &�0+(� *�� '� %���3�+���#�

P(N) = {A : A ⊂ N} '�� N/

�� !
��� ��� Zorn &0��� )�� ���%&�*'�*� &���#&0� B��> ���� *�� ( ���3�+0� '��

8� HH�733�IIC ��� &?��(�&'&0 ����3��&� ����*&� ��8� ( ��6(3�'�*7 &���8�7/ =�� ��

'� %��'��2+��3& &0��� �����0'('�� 3&��*�0 ���+3�0/ >�+'8 X )�� 3( *&�� +���#�/ ���

%�3&#7� +1)+( ≤ +'� X *�#&0'�� �����
 �����"� +'� X �� &0��� ��'���67� Bx ≤ xE ���

�#� '� x ∈ XCE 3&'�D�'�*7 B��� �#� '� x, y, z ∈ X �� x ≤ y *�� y ≤ z '�'& x ≤ zC *��

��'�+�33&'��*7 B��� �#� '� x, y ∈ X �� x ≤ y *�� y ≤ x '�'& x = yC/ �� ≤ &0��� 3��

+1)+( 3&��*7� %��'�?(� +'� X '�'& � (X,≤) B7 ��#� � XC *�#&0'�������� �������������

	
���/ >��� ���+���#�C '�� (X,≤) *�#&0'�� ������� '�� X �� �����%7��'& %�� +'��1&0�

'�� C &0��� +��*�0+�3� 8� ���� '(� ≤E %(#�%7 ��� �#� '� x, y ∈ C &0'& x ≤ y &0'& y ≤ x/

�� A ���+���#� '�� %��'&'��3)��� 12��� XE '�'& )�� +'��1&0� M '�� X *�#&0'�� ���

 ����� '�� A �� ��� �#� '� a ∈ A )1��3& �'� a ≤ M / �)#�� )�� +'��1&0� m '�� X

*�#&0'�� ��������� �� *��)�� +'��1&0� '�� X %&� &0��� ��7+�� 3&��#�'&�� '��E %(#�%7 ��

x ∈ X *�� m ≤ x '�'& m = x/

8%��� 7�9 ZORN/ >�+'8 (X,≤) 3&��*� %��'&'��3)��� 12���/ �� *�6& �#�+0A
%� '�� X )1&� ��8 -���3� '�'& � X �&��)1&� )�� '��#�1�+'�� 3&��+'�*� +'��1&0�/

�� ����. ��
���
+� �
������ ����� ��� ����������
� �
����
� ���
��

������� :/4� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� D ⊂ X/ �� D #)�&'�� ����� ��A

�+���#� '�� X �� D = X/

� &��3&�( ���'�+( 1���*'(�05&� '� ��*�� ���+���#� '�� X/

���	
�� :/.!� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 D ⊂ X� �� ������� ����	 	���������

(i) �� D ����	 ��
�� ���� X�

(ii) )	� 
"�� ε > 0 
�	 �	� 
"�� x ∈ X ��"�
�	 y ∈ D ���� ρ(x, y) < ε�

(iii) )	� 
"�� x ∈ X ��"�
�	 �
������� (yn) ��� D ���� yn → x�

(iv) )	� 
"�� ���	
�( �$���� S(x, ε) ��� X� D ∩ S(x, ε) �= ∅�
(v) )	� 
"�� �� 
��� ���	
�� ��������� U ��� X� U ∩ D �= ∅�

40



�
������� (i)⇒(ii)/ >�+'8 x ∈ X/ �-�� '� D &0��� ��*�� ���+���#� '�� X )1��3&

�'� X = D/ >��� '� x ∈ DE %(#�%7 &0��� ����*� +(3&0� '�� D/ 	��&�2� ��� *�6& ε > 0
����1&� y ∈ D 2+'& y ∈ S(x, ε)/

(ii)⇒(iii) >�+'8 x ∈ X/ ��'& ��� ε = 1
n E n = 1, 2, . . . )1��3& �'� ����1&� yn ∈ D 2+'&

ρ(x, yn) < 1
n / >��� ρ(x, yn) → 0 ���'& yn → x/

(iii)⇒(iv) >�+'8 ε > 0, x ∈ X *�� (yn) �*�#��60� +'� D 2+'& yn → x/ ��'& ����1&�

n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E ρ(x, yn) < ε ���'& yn ∈ S(x, ε)/
(iv)⇒(v) >�+'8 U ����*'� 3( *&��/ ��'& ����1&� x ∈ U *�� ε > 0 2+'& S(x, ε) ⊂ U /

�-�� D ∩ S(x, ε) �= ∅ )�&'�� �'� *�� D ∩ U �= ∅/
(v)⇒(i) >�+'8 x ∈ X *�� ε > 0/ ��'& ( S(x, ε) &0��� ����*'� 3( *&�� ���+���#� '��

X *�� ��� S(x, ε)∩D �= ∅/ >��� '� x &0��� ����*� +(3&0� '�� D/ �-�� ��'� +�3D�0�&� ���

*�6& x ∈ X )1��3& �'� X ⊂ D/ ��&�%7 D ⊂ XE )�&'�� �'� D = X/ �

�
�
�����
	
� (i) �� +���#� '8� �('2� Q &0��� ��*�� ���+���#� '�� R/ ����3�'�

��� '(� HH��*��'('� '8� �('2� +'� RII )1��3& �'� ��� *�6& ε > 0 '� ����*'� %��+'(3�

(x − ε, x + ε) �&��)1&� '��#�1�+'�� )�� �('�/

(ii) =�� *�6& k ∈ N '� Qk &0��� ��*�� ���+���#� +'�� Rk 3& '(� ��*#&0%&�� 3&'��*7

ρ2/

����3�'�E )+'8 �x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk *�� ε > 0/ ��&�%7 '� Q &0��� ��*�� ���+���#�

'�� R ����1��� q1E. . . , qk �('�0 2+'& ��� *�6& i = 1, . . . , kE |xi − qi| < ε√
k
/ ��'& ��

�q = (q1, . . . , qk) ∈ Qk )1��3& �'�

ρ2(�x, �q) =
( k∑

i=1

|xi − qi|2
) 1

2
< ε .

������� :/..� >���� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) #)�&'�� ���	�������� &�� )1&� )�� ���A

637+�3� ��*�� ���+���#�/

�
�
�����
� =�� *�6& k = 1, 2, . . . � (Rk, ρ2) &0��� %��18�0+�3�� 3&'��*�� 12���/

����3�'� '� Qk &0��� ���637+�3� ��*�� ���+���#� '�� (Rk, ρ2)/

������� :/. � >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� ε > 0/ >��� ���+���#� A '�� X

*�#&0'�� ε#���	�������� �� ��� *�6& x, y ∈ A 3& x �= yE ρ(x, y) ≥ ε/

����'(�&0+'& �'� )�� ���+���#� A '�� X %&� &0��� ε−%��18��+3)�� ��� *����� ε > 0
�� ����1��� x, y ∈ A 3& x �= y 2+'& ρ(x, y) < ε/ � &��3&�( ���'�+( 3�� �#(��-��&0

�'� +& *�6& 3&'��*� 12�� X *�� ��� *�6& ε > 0 ����1��� 3&��+'�*� ε−%��18��+3)��

���+���#� '�� X/

���	
�� :/."� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 ε > 0� ���� � X ���	 
�	  �� ���	�+

�	
� ε−�	�
��	�� �� ��������� %�����( ��"�
�	 A ⊂ X� ε−�	�
��	�� �� ���� �	� 
"��

B ⊂ X ε−�	�
��	�� �� �� A ⊂ B ���� A = B'�

�
������� >�+'8 Δε = {A ⊂ X : A &0��� ε−%��18��+3)��}/ ����'(�&0+'& �'� � Δε

3& '(� 3&��*7 %��'�?( '�� �&��)1&+6��E ⊆E &0��� )��� 3&��*� %��'&'��3)��� 12���/ ��

%&0?��3& �'� � (Δε,⊆) �*������&0 '(� +��67*( '�� �733�'�� '�� Zorn/ >�+'8 #����� C

3�� �#�+0%� +'�� (Δε,⊆)/ >�+'8 ∪C �� &0��� ( )�8+( �#8� '8� +���#8� ��� ��7*���

+'(� C/ ��'& )1��3& �'�

(i) � ∪C ��7*&� +'� Δε.
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����3�'�E )+'8 x, y ∈ ∪C/ ��'& ����1��� A,B ∈ C 2+'& x ∈ A *�� y ∈ B/ �-��

( C &0��� �#�+0%�E &0'& A ⊆ B &0'& B ⊆ A/ �� A ⊆ B '�'& x, y ∈ B *�� &�&�%7 B ∈ ΔεE

ρ(x, y) ≥ ε/ >�3��� �� B ⊆ A/ >��� ( ∪C &0��� ε−%��18��+3)�� ���+���#� '�� (X, ρ)/
(ii) � ∪C &0��� ��8 -���3� '(� C/

����3�'�E )+'8 A ∈ C/ ��'& ���-��2� A ⊂ ∪C/

��� '� �������8 *�6& �#�+0%� +'� (Δε,⊆) )1&� ��8 -���3�/ 	��&�2� ��� '� �733�

'�� Zorn '� (Δε,⊆) )1&� )�� '��#�1�+'�� 3&��+'�*� +'��1&0�/ �

���	
�� :/.:� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 An ⊆ X� n = 1, 2, . . .� ���� �	�


"�� n ∈ N �� An ����	  �� ���	��	
� 1
n−�	�
��	�� �� ��������� ��� X� ���� � ∪n∈NAn

����	 ��
�� ��������� ��� X�

�
������� >�+'8 x ∈ X *�� ε > 0/ ��*&0 �� %&�16&0 �'� ����1&� y ∈ ∪n∈NAn 2+'&

ρ(x, y) < ε/ >�+'8 n0 ∈ N 2+'& 1
n0

< ε/ �� x ∈ An0 6)'��3& y = x/ �� x �∈ An0

'�'&E �-�� '� An0 &0��� 3&��+'�*� 1
n0

−%��18��+3)�� ���+���#� '�� XE )�&'�� �'� '�

+���#� B = An0∪{x} %&� &0��� 1
n0

−%��18��+3)��/ 	��&�2� '� B �&��)1&� %�� %��-��&'�*�

3&'�?� '��� +'��1&0� ��� ( ���+'�+7 '��� &0��� 3�*��'&�( ��� 1
n0
/ ��&�%7 '� An0 &0���

1
n0
A%��18��+3)��E &�*�#� *�'�#7���3& �'� '� )�� ��� '� %�� ��'� +(3&0� &0��� '� x &�2

'� �##� &0��� *����� y ∈ An0 / >��� ����1&� y ∈ An0 2+'& ρ(x, y) < 1
n0

< ε/

	��&�2� ��� *�6& x ∈ X *�� ��� *�6& ε > 0 ����1&� y ∈ ∪n∈NAn 2+'& ρ(x, y) < ε/

��� '�� 1���*'(��+3� '8� ��*�2� ���+���#8� '�� X )1��3& �'� ( ∪n∈NAn &0��� ��*��

���+���#� '�� X/ �

� &��3&�( ���'�+( %&01�&� �'� )�� ε−%��18��+3)�� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12���

(X, ρ) %&� 3���&0 �� )1&� HH�&��++�'&��II +'��1&0� ��� )�� ��*�� ���+���#� '��/

���	
�� :/.$� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� ε > 0� A ⊆ X  �� ε−�	�
��	�� ��

��������� ��� X 
�	 D  �� ��
�� ��������� ��� X� ���� ��"�
�	 �	�  ��+����+ ��

���	
��	�� φ : A → D�

�
������� �-�� '� D &0��� ��*�� ���+���#� '�� XE )1��3& �'� ��� *�6& α ∈ AE

S(α, ε
4 ) ∩ D �= ∅/ >��� ��� *�6& α ∈ A 3�����3& �� &��#)?��3& )�� yα ∈ D ∩ S(α, ε

4 )/
�)'��3& φ : A → D 3& φ(α) = yαE ��� *�6& α ∈ A/ � φ &0���  ��+����+ ��/ ����3�'�E

)+'8 αEα′ ∈ A/ ��'& &�&�%7 '� A &0��� ε−%��18�0+�3�E )1��3& �'� ρ(α, α
′
) ≥ ε *�� ���

S(α, ε
4 ) ∩ S(α′, ε

4 ) = ∅/ 	��&�2� yα �= yα′ %(#�%7 φ(α) �= φ(α′)/ �

�� ���'�+&�� :/."A:/.$ %0���� '�� &?7� 1���*'(��+3� '8� %��18�0+�38� 3&'��*2� 12�A

8�/

������
 :/.9� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� �� ������� ����	 	���������

(i) . (X, ρ) ����	 �	�
����	����

(ii) )	� 
"�� ε > 0 ���	��(���� ε−�	�
��	�� �� ��������� ��� X ����	 ��	��(�	���

�
������� (i)⇒(ii)/ >�+'8 D )�� ���637+�3� ��*�� ���+���#� '�� XE ε > 0 *��

A )�� ε− %��18��+3)�� ���+���#� '�� X/ ��� '(� ���'�+( :/.$ )1��3& �'� ����1&�

φ : A → D  ��+����+ ��/ ��&�%7 '� D ���637+�3� )�&'�� �'� '� A &0��� ���637+�3�/

(ii)⇒(i)/ ��� ���'�+( :/." ��� *�6& n ∈ N ����1&� )�� 3&��+'�*� 1
n−%��18��+3)��

���+���#� '�� XE )+'8 An/ ��� ���'�+( :/.: ( )�8+( ∪n∈NAn &0��� ��*�� ���+���#�

'�� X/ ��� '(� ���6&+7 3�� *�6& An &0��� ���637+�3�/ 	��&�2� *�� ∪n∈NAn &0��� ��A

�637+�3� 8� ���637+�3( )�8+( ���63(+038� +���#8�/ >��� � X �&��)1&� )�� ���637+�3�

��*�� ���+���#� ���'& &0��� %��18�0+�3��/ �
��



������
 :/.,� ����� (X, ρ) �	�
����	��� ����	
�� 
���� 
�	 A ⊂ X. ���� � (A, ρ)
����	 �	�
����	����

�
������� ��� '� ���(���3&�� 6&2�(3�E ��*&0 �� %&�16&0 �'� ��� *�6& ε > 0, *�6&

D ⊂ A εA%��18��+3)�� &0��� ���637+�3�/ ����3�'� )+'8 ε > 0 *�� D ⊂ A εA%��18��+3)��/

��'& '� D ⊂ X &0��� εA%��18��+3)�� �-�� �� 3&'��*)� +'� A *�� +'� X '��'05��'��/ ��#�

��� '� 6&2�(3� :/.9E &�&�%7 � X &0��� %��18�0+�3��E )�&'�� �'� '� D &0��� ���637+�3�/ �

(� 1.�
�	 �
��
���

������� :/.<� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� B 3�� ��*��)�&�� ����*'2� ���+���#A

8� '�� X/ � B *�#&0'�� ���� �����	
� '�� X �� *�6& ����*'� 3( *&�� ���+���#� '��

X ���-&'�� 8� )�8+( +'��1&08� '(� B/

��&�%7 *�6& ����*'� +���#� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) ���-&'�� 8� )�8+( ����*'2�

+-���2� B%&� �&-/ "C )1��3& �'� +& *�6& 3&'��*� 12�� X ( ��*��)�&�� {S(x, r) : x ∈
X, r > 0} ���'&#&0 D�+( �&���12� '�� X/

���	
�� :/.4� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 D ��
�� ��������� ��� X� ���� �

�	
�� ��	� B = {S(y, q) : y ∈ D 
�	 q ���	
�� �����} �������� /"�� ���	�
�� ��� X�

�
������� >�+'8 U 3( *&�� ����*'� ���+���#� '�� X/ ��*&0 �� %&�16&0 �'� ��� *�6&

x ∈ U ����1&� yx ∈ D *�� qx 6&'�*�� �('�� 2+'& x ∈ S(yx, qx) ⊂ U / ����3�'�E '�'& ���

*�6& x ∈ U E S(yx, qx) ∈ B *�� U = ∪x∈XS(yx, qx)/
>�+'8 #����� x ∈ U / �-�� '� U &0��� ����*'� ����1&� ε > 0 2+'& x ∈ S(x, ε) ⊂ U /

������3& �� ���6)+��3&E ��0��8�'�� )�� ε 3�*��'&�� &�� 1�&��5&'��E �'� '� ε &0��� 6&'�*��

�('��/ �-�� '� D &0��� ��*�� ����1&� yx ∈ D ∩ S(x, ε
3 )/ 	��&�2� x ∈ S(yx, ε

3 ) *�� �-��
ε
3 6&'�*�� �('��E S(yx, ε

3 ) ∈ B/ ����#)�� S(yx, ε
3 ) ⊂ U / ����3�'� �� z ∈ S(yx, ε

3 ) '�'&

ρ(x, z) ≤ ρ(x, yx) + ρ(yx, z) <
ε

3
+

ε

3
< ε ,

*�� ��� S(yx, ε
3 ) ⊂ S(x, ε) ⊂ U / �

�
�
�����
� 	'�� R 3& '( +��76( 3&'��*7 ( ��*��)�&�� '8� ����*'2� %��+'(3�'8�

3& �('� �*�� {(q1, q2) : q1 < q2 �('�0} &0��� D�+( �&���12� '�� R/

���	
�� :/ !� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� �� ������� ����	 	���������

(i) . (X, ρ) ����	 �	�
����	����

(ii) . (X, ρ)  
�	 �	� ��	��(�	�� /"�� ���	�
���

�
������� (i)⇒(ii)/ ��� '(� ���(���3&�( ���'�+(E �� D )�� ���637+�3� ��*�� �A

��+���#� '�� XE ( ��*��)�&�� B = {S(y, q) : y ∈ D, q 6&'�*�� �('��} &0��� 3�� D�+(

�&���12� X/ >�+'8 φ : D × Q+ → B ���� Q+ = {q ∈ Q : q > 0} *�� φ(y, q) = S(y, q)
��� *�6& (y, q) ∈ D × Q+/ ���-��2� ( φ &0��� &�0 '(� B/ ����#)�� '� D × Q+ &0���

���637+�3� 8� *��'&+���� ����3&�� %�� ���63(+038� +���#8�/ >��� ( B &0��� ���637+�3(

B%&� *�� �&2�(3� :/.(ii)C '(� �������-�� .C/

(ii)⇒(i)/ >�+'8 �'� � (X, ρ) )1&� 3�� ���637+�3( D�+( �&���12� B/ =�� *�6& U ∈ B
&��#)���3& yU ∈ U / �)'��3& D = {yU : U ∈ B}/ ��'& '� D &0��� ���637+�3� B�-�� (

��&�*���+( f : B → D 3& f(U) = yU E U ∈ B &0��� ���C *�� &�0+(� &0��� *�� ��*�� ���+���#�

'�� X/ ����3�'�E )+'8 x ∈ X *�� ε > 0/ ��'& ( S(x, ε) ���-&'�� 8� )�8+( +���#8� '(�

B/ >��� ����1&� y ∈ D ∩ S(x, ε)/ �
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���	
�� :/ .� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 B �	
�� ��	� ��� ���	
�" ���������

��� X� �� ������� ����	 	���������

(i) � B ����	 /"�� ���	�
�� ��� X�

(ii) )	� 
"�� x ∈ X 
�	 �	� 
"�� ���	
�� U ⊂ X �� x ∈ U � ��"�
�	 ���	
�� Gx ∈ B
���� x ∈ Gx ⊂ U �

�
������� (i)⇒(ii)/ >�+'8 x ∈ X *�� U ����*'� ��� �&��)1&� '� x/ �-�� ( B &0���

D�+( �&���12� '� U ���-&'�� 8� )�8+( +'��1&08� '(� BE *�� ��� *����� ��� ��'� �&��)1&�

*�� '� x/

(ii)⇒(i)/ ���-��)�E �-�� U = ∪x∈UGx/ �

�#$%#&'#

�� >�+'8 f, g : (X, ρ) −→ (Y, d) +��&1&0� +����'7+&�� *�� D ⊂ X ��*��/ ;&0?'& �'�

�� f|D = g|D '�'& f = g/

�� >�+'8 f : (X, ρ) −→ (Y, d) +��&17� *�� D ��*�� ���+���#� '�� X/ ;&0?'& �'� '�

f(D) &0��� ��*�� ���+���#� +'�� (f(X), d)/ �� +�3�&��0�&'& �� ( f &0��� &�0 *�� � X &0���

%��18�0+�3��M

(� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� 2+'& ��� *�6& x ∈ XE int{x} = ∅/ ;&0?'& �'� ���

*�6& D ⊂ X ��*�� '� D \ {x} &0��� ��*�� ��� *�6& x ∈ D/ B=�� '�� ���+3� '�� int A ���

A ⊂ X %&0'& '� �&-�#��� $C/

)� >�+'8 x0 +'��1&0� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) 2+'& �� �*������&0'�� ( �*�#��6(

�%��'('�G =�� *�6& D ��*�� ���+���#� '�� XE x0 ∈ D/ ;&0?'& �'� '� {x0} &0��� ����*'�

���+���#� '�� X/

��



���F���
� $

�
����
 �������� �����

�� �+ ��� ��

������� $/.� ��� �*�#��60� (xn) +'��1&08� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) #)�&'��

�����
 7 Cauchy �� ��� *�6& ε > 0 ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n,m ∈ N 3&

n,m ≥ n0 �+1�&� ρ(xn, xm) < ε/

�
�
	�������� (i) �0��� &�*�#� �� %��3& �'� &�� xn → x '�'& ( (xn) &0��� D�+�*7/

����3�'�E ��� %�6)� ε > 0 ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E ρ(xn, x) < ε
2 / ��#7

&-��3��7 '(� '���8��*7� �%��'('�� +��&���&'�� �'� ��� *�6& n,m ≥ n0

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, x) + ρ(x, xm) <
ε

2
+

ε

2
= ε .

(ii) �� ��'0+'��-� %&� &0��� &� �)�&� +8+'� *�� 6� %��3& *����� ����%&0�3�'� +'(

+��)1&��/

� D�+�*7 %��-��� 3&'�?� 3&'�?� +��*#����+2� �*�#��6�2� *�� D�+�*2� �*�#��6�2�

&0��� �'� +'(� ��2'( *�'(���0� &?&'�5&'�� ( +1)+( '8� ��8� '(� �*�#��60�� 3& '� ����

&�2 +'( %&�'&�( �&�0�'8+( &?&'�5&'�� ( +1)+( '8� ��8� '(� �*�#��60�� 3&'�?� '���/

���	
�� $/ B���'7��� ����?(� ��0�� D�+�*7� �*�#��60��C� ����� (xn) /��	
( �
����+

��� 
�	 ���� ����� ��	 ��"�
�	 (xkn
) ���
������� ��� ��� ���
����	 �� 
"��	� x ∈ X� ����

� (xn) ���
����	 ��� x�

�
������� >�+'8 ε > 0/ �� %&0?��3& �'� ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E

ρ(xn, x) < ε/ =�� '� %�6)� ε > 0 ����1&� n1 ∈ N 2+'& �� n ≥ n1E ρ(xkn
, x) < ε

2 B#��8

'(� +��*#�+(� '(� ���*�#��60�� (xkn
) +'� xC/ ��0+(� ����1&� n2 ∈ N 2+'& ��� *�6&

m,n ≥ n2E ρ(xn, xm) < ε
2 / �)'��3& n0 = max{n1, n2} *�� �+1���5�3�+'& �'� ��� *�6&

n ≥ n0E ρ(xn, x) < ε/

����3�'�E &�&�%7 kn0 ≥ n0E ��� n ≥ n0 6� �+1�&�

ρ(xn, x) ≤ ρ(xn, xkn0
) + ρ(xkn0

, x) <
ε

2
+

ε

2
= ε .

>��� xn → x/ �

���	
�� $/"� ����� (xn)n /��	
( �
�������� ���� �� ������ {xn : n ∈ N} ����	

$���� ���

�
������� �� 6�3(6��3& �'� )�� +���#� A ���3�5&'�� -���3)�� �� diam(A) =
sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} < ∞/ >��� 6� %&0?��3& �'�

sup{ρ(xn, xm) : n,m ∈ N} < ∞ .

=�� ε = 1 ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� n,m ≥ n0E �� �+1�&� ρ(xn, xm) < 1/ ��0+(� ����1&�

M ≥ 1 2+'&

max{ρ(xn, xn0) : n = 1, . . . , n0} < M .

��



>��� ��� n,m ∈ N

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn0) + ρ(xm, xn0) < 2M ,

&��3)�8� diam{xn : n ∈ N} ≤ 2M / �

������
 $/:� #"�� /��	
( �
������� (xn) ��� R �� �� ���(�� ����	
( ���
����	

�� 
"��	� x ∈ R�

�
������� ��&�%7 (xn) &0��� D�+�*7E ��� '(� ���(���3&�( ���'�+( &0��� -���3)�(/

��� '� �&2�(3� Bolzano-Weierstrass ( (xn) )1&� ���*�#��60� (xkn
) ��� +��*#0�&� +&

*����� x ∈ RE ��� ��� '(� ���(���3&�( ���'�+( *�� ( �*�#��60� (xn) +��*#0�&� +'�

x/ �

���	
�� $/$� #"�� /��	
( �
������� (�xn) ���� Rk �� ��� ��
�����	� ����	
( ����	

���
��������

�
������� >�+'8 (�xn) D�+�*7 �*�#��60� +'�� RkE �xn = (xn
1 , xn

2 , . . . , xn
k )/ ����'(���3&

*�'> ��1�� �'� ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k ( �*�#��60� (xn
i )n∈N &0��� D�+�*7 �*�#��60� ����A

3�'�*2� ���632�/ ����3�'�E |xn
i − xm

i | ≤ ‖�xn − �xm‖ ��� �� ε > 0 *�� n0 ∈ N 2+'&

‖�xn − �xm‖ < ε ��� n,m ≥ n0E '�'& ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k *�� n,m ≥ n0E |xi
n − xi

m| < ε/

��� '� ���(���3&�� ����+3� (xn
i )n → xi ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k/ ��� '� *��'7��� +��*A

#�+(� �*�#��6�2� +'�� Rk +�3�&��0���3& �'� �xn → �x = (x1, x2, . . . , xk)/ �

������� $/9� >���� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) #)�&'�� ��
��� �� *�6& D�+�*7 �*�#��60�
'�� (X, ρ) &0��� +��*#0���+�/

�
�
	�������� (i) �� +���#� R '8� ����3�'�*2� ���632� 3& '(� +��76( 3&'��*7

*�� � Rk 3& '(� ��*#&0%&�� 3&'��*7E ��8� %&0?�3& ���(���3)�8�E &0��� �#7�&�� 3&'��*�0

12���/

(ii) � Rk 3& '(� ρp, 1 ≤ p ≤ ∞ &0��� &�0+(� �#7�(� 3&'��*�� 12���/ � ���%&�?( ��'��

�0�&'�� �*��D2� 3& '�� 0%�� '���� ��� %&0?�3& �'� � (Rk, ρ2) &0��� �#7�(�/

(iii) �� ρ1, ρ2 &0��� �+�%���3&� 3&'��*)� +& )�� +���#� X *�� (X, ρ1) &0��� �#7�(�

3&'��*�� 12��� %&� +��&���&'�� &� �)�&� �'� � (X, ρ2) &0��� �#7�(�/ =�� ����%&��3� ��

X = (0, 1] *�� ρ2(x, y) = | 1x − 1
y | '�'& � ( (0, 1], ρ2) &0��� �#7�(�E ( ρ2 &0��� �+�%���3( 3&

'(� +��76( 3&'��*7 +'�� (0, 1] *�� � ( (0, 1], | · |) %&� &0��� �#7�(�/

���	
�� $/,� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 K ⊂ X ���� (K, ρ) �� ����	 ��(���

����	
�� 
����� ���� �� K ����	 
��	��� ��������� ��� X�

�
������� >�+'8 �'� ��'� %&� +�3D�0�&�/ ��'& K �= KE *�� ��� ����1&� x ∈ K \
K/ >��8� )1��3& %&0?&� '� x 6� &0��� +(3&0� +�++2�&�+(� '�� K *�� ��� ����1&� (xn)
�*�#��60� +'� K 2+'& xn → x/ �##� '�'& ( (xn) &0��� D�+�*7 *�� %&� +��*#0�&� +&

+'��1&0� '�� K ��� '� (K, ρ) %&� &0��� �#7�(� 3&'��*�� 12���E �'���/ �

������� $/<� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12���/ ��� +����'(+( f : X −→ X *�#&0'��

��������� ������
� �� ����1&� 0 < C < 1 2+'& ρ(f(x), f(y)) ≤ Cρ(x, y) ��� *�6&

x, y ∈ X/

������
 $/4 B	'�6&��� +(3&0�� '�� BanachC� ����� (X, ρ)  ��� ��(��� ����	
��


����� ���� 
"�� ���"����� ������(� f : X −→ X  
�	 �����	
� ������� �������

�����( ��"�
�	 �����	
� x0 ∈ X ���� f(x0) = x0�

�	



�
������� >�+'8 0 < C < 1 2+'& ρ(f(x), f(y)) ≤ Cρ(x, y) ��� *�6& x, y ∈ X/ =��

n = 1, 2, . . . 6&8���3& '( +����'(+( fn : X −→ X 3& fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n -��)�

/ B����*� (

(fn) ��05&'�� ���%��3�*� 8� &?7�G f1 = f E *�� fn+1 = f ◦ fn ��� n = 1, 2, . . ./C �&8���3&

)�� '�1�0� +(3&0� x ∈ X/

'��������	 � (fn(x))n∈N &0��� �*�#��60� Cauchy.
��'> ��17� 3& &���8�7 ���%&�*��&'�� �'� ρ(fn(x), fn+1(x)) ≤ Cnρ(x, f(x)) ��� *�6&

n = 1, 2, . . ./ >��� �� m,n -�+�*�0 3& m > n '�'&

ρ(fn(x), fm(x)) ≤ ρ(fn(x), fn+1(x)) + ρ(fn+1(x), fn+2(x)) + · · · + ρ(fm−1(x), fm(x))

≤ Cnρ(x, f(x)) + Cn+1ρ(x, f(x)) + · · · + Cm−1ρ(x, f(x))

≤ ρ(x, f(x))Cn(1 + C + · · · + Cm−n+1)

≤ ρ(x, f(x))Cn 1
1 − C

B�-�� 0 < C < 1 *�� ��� �&83&'��*7 +&���
∞∑

k=0

Ck +��*#0�&� +'�
1

1 − C
C/ >�'+� �� ε > 0

&��#)���'�� n0 ∈ N 2+'& ρ(x, f(x))
Cn0

1 − C
< ε '�'& ��� *�6& m > n ≥ n0 )1��3&

ρ(fn(x), fm(x)) < ε/ ���3)�8� ( �*�#��60� (fn(x))n∈N &0��� Cauchy/
�-�� � X &0��� �#7�(� ( D�+�*7 �*�#��60� (fn(x))n∈N +��*#0�&� +& *����� x0 ∈ X/ �

+����'(+( f &0��� +����'(+( Lipschitz 3& +'�6&�� C *�� ��� &0��� +��&17�/ 	��&�2� ���

'(� ��17 '(� 3&'�-���� ( �*�#��60� (f(fn(x)))n∈N %(#�%7 ( �*�#��60� (fn+1(x))n∈N

+��*#0�&� +'� f(x0)/ >�38� ( (fn+1(x))n∈N &0��� ���*�#��60� '(� (fn(x))n∈N *�� ���

+��*#0�&� +'� 0%�� ���� 3& ��'7E %(#�%7 +'� x0/ ��� '( 3���%�*�'('� '�� ��0�� �*�#��60��

)�&'�� �'� f(x0) = x0 %(#�%7 '� x0 &0��� +'�6&�� +(3&0� '(� f /

���%&�*����3& '2�� '( 3���%�*�'('� '�� +'�6&��� +(3&0��/ ���6)'��3& �'� ����1&�

y0 ∈ X 3& x0 �= y0 2+'& f(y0) = y0/ ��'& ρ(x0, y0) = ρ(f(x0), f(y0)) ≤ Cρ(x0, y0) *��

�-�� ρ(x0, y0) > 0 B&-�+�� x0 �= y0C )�&'�� �'� 1 ≤ CE �'���/ �

�
�
	�������� B.C/ �� +�3�)��+3� '�� 6&8�73�'�� %&� �+1�&� �&��*� ��� f : X −→
X 3& ρ(f(x), f(y)) ≤ ρ(x, y)/ =�� ����%&��3� � R 3& '( +��76( 3&'��*7 &0��� �#7�(� &�2

��� '( +����'(+( f : R −→ R 3& f(x) = x + 1 &0��� |f(x) − f(y)| = |x − y| &�2 ( f %&�

)1&� +'�6&�� +(3&0�/

B C/ � ���6&+( '(� �#(��'('�� +'� 6&2�(3� +'�6&��� +(3&0�� %&� 3���&0 �� ���A

�#&�-6&0/ ����3�'�E ( +����'(+( g : (0, 1) −→ (0, 1) 3& g(x) =
1
2
x &0��� +����'(+(

+�+'�#7� 3& +'�6&�� C =
1
2
&�2 %&� )1&� +'�6&�� +(3&0�/

���	
�� $/.! B����*'(��+3�� Cantor �#7�8� 3&'��*2� 12�8�C� ����� (X, ρ) ����	
��

����� �� ������� ����	 	���������

(i) . (X, ρ) ����	 ��(��� ����	
�� 
�����

(ii) !� (Fn)n ����	 $������� �
������� 
��	���� �� 
���� ���������� ��� X ��

diam(Fn) → 0 ���� ∩∞
n=1Fn �= ∅�

�
������� (i)⇒(ii)/ >�+'8 (Fn)n -60���+� �*�#��60� B%(#/ F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃
. . .C *#&�+'2� 3( *&�2� ���+���#8� '�� X 3& diam(Fn) → 0/ �� ����'(�7���3& *�'>

��1�� �'� �� ∩∞
n=1Fn �= ∅ '�'& ���1�&8'�*� ∩∞

n=1Fn = {x}/ ����3�'�E %��-��&'�*� 6�

��7�1�� x, y ∈ ∩∞
n=1Fn 3& x �= y/ ��'& ρ(x, y) = δ > 0/ ��&�%7 diam(Fn) → 0 6�

��



��7�1& n0 ∈ N 2+'& diam(Fn0) < δ *�� &�0+(� '� x, y 6� ��7*��� +'� Fn0 / >�'��� %��'�

δ = ρ(x, y) ≤ diam(Fn0) < δ/

�)�&� �� %&0?��3& �'� ∩∞
n=1Fn �= ∅/ ���#)���3& xn ∈ Fn *�� %&01���3& ��2'� �'� (

�*�#��60� (xn) &0��� D�+�*7/ >�+'8 ε > 0/ ����1&� n0 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E diam(Fn) <

ε/ ��0+(� ��� n0 ≤ n < m ����'(���3& �'� xmE xn ��7*��� +'� Fn ��� ρ(xn, xm) ≤
diam(Fn) < ε/ ��&�%7 � (X, ρ) &0��� �#7�(� *�� ( �*�#��60� (xn) D�+�*7E ����1&� x ∈ X

2+'& xn → x/ �� %&0?��3& �'� x ∈ Fn ��� *�6& n ∈ NE ���'& x ∈ ∩∞
n=1Fn/ ����3�'�E ���

*�6& k ∈ NE (xn)n≥k ⊂ Fk/ >��� '� x &0��� ����*� +(3&0� '�� FkE '� Fk &0��� *#&�+'� ���

x ∈ Fk/

(ii)⇒(i) �� %&0?��3& �'� *�6& D�+�*7 �*�#��60� (xn) &0��� +��*#0���+�/ �)'��3&

Fn = {xk : k ≥ n} *�� ����'(���3& �'� ( (Fn) &0��� -60���+� �*�#��60� *#&�+'2� +���#A

8� *�� diam(Fn) → 0/ �� '&#&�'�0� �+1�&� %��'� diam({xk}k≥n) → 0 B��� '� �'� (

(xn) &0��� D�+�*7 *�� &�0+(� diam(Fn) = diam({xk}k≥n)/ ��� '(� ���6&+( )�&'�� �'�

∩∞
n=1Fn = {x}/ �0��� &�*�#� �� %��3& �'� xn → x/ �

�� 7
 ,
�� �� ��� �
���	 �
� Baire

�� 6�3(6��3& �'� )�� +���#� D ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) #)�&'�� ��*��
&�� D = X/ >��8� )1��3& %&0?&� ��'� &0��� �+�%���3� 3& '� �'� ��� *�6& ����*'7 +-�0��

S(x, ε) �+1�&� �'� S(x, ε) ∩ D �= ∅/ �� +(3&�2+��3& &�0+(� �'� ����1��� 3&'��*�0 12���

(X, ρ) ��� )1��� %�� ��*�� ���+���#� D1ED2 2+'& D1 ∩ D2 = ∅/ =�� ����%&��3� 6&8A

�&0+'& D1 = QE '� +���#� '8� �('2�E *�� D2 = R \Q �� ���('�� ��� *�� '� %�� &0��� ��*��

���+���#� +'� R �##� ?)��/ �� 6&2�(3� *�'(���0�� '�� Baire ��� 6� %��'��2+��3& *��

6� ���%&0?��3& +'( +��)1&�� ���-)�&'�� +'( +�3�&��-��� '8� ����*'2� *�� ��*�2� ���A

+���#8� 3&'��*2� 12�8�/ �� ?&*��7+��3& 3& '(� &��3&�( ��#7 ����'7�(+(/ >�+'8 (X, ρ)
3&'��*�� 12��� *�� U ⊂ X ����*'� *�� ��*��/ ��'& #��8 '(� ��*��'('�� '�� U E ���
*�6& ����*'7 +-�0�� S(x, ε) �+1�&� S(x, ε)∩U �= ∅/ ��&�%7 '� +���#� &0��� ����*'� ( '�37

S(x, ε)∩U &0��� ����*'� ��� ����1&� y ∈ X *�� δ > 0 2+'& S(y, δ) ⊆ S(x, ε)∩U / ��'7 (

����'7�(+( &0��� *�0+�3( ��� '� &��3&��/

���	
�� $/..� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 {Ui}n
i=1 �������� �� �	
�� ��	�

���	
��� 
�	 ��
��� ���������� ��� X� ���� ∩n
i=1Ui ����	 ���	
�� 
�	 ��
���

�
������� �� �'� ∩n
i=1Ui &0��� ����*'� )�&'�� ��� '�� 6&3&#�2%&�� �%��'('&� '8� ����*A

'2� +���#8�/ ���3)�8� ��*&0 �� %&0?��3& �'� &0��� ��*��/ >�+'8 x0 ∈ X *�� ε0 > 0/ ��

%&0?��3& �'� ∩n
i=1Ui ∩S(x0, ε0) �= ∅/ ����8��*� &��#)���3& x1, x2, . . . , xn +'��1&0� '�� XE

{εi}n
i=1 6&'�*��� 2+'& �� �+1���� '� &��3&��G

S(x1, ε1) ⊂ U1 ∩ S(x0, ε0) *�� ��� i ≥ 2, S(xi, εi) ⊂ Ui ∩ S(xi−1, εi−1) .

� &��#��7 �0�&'�� 3& 1�7+( '(� ����'7�(+(� ��� ���-)��3& ���(���3)�8�/ ��0+(� &���A

8��*� %&01�&'�� &�*�#� �'�

S(xi, εi) ⊂ ∩i
j=1Uj ∩ S(x0, ε0), i = 1, 2, . . . , n .

��%�*�'&�� ��� i = nE

S(xn, εn) ⊂ ∩n
j=1Uj ∩ S(x0, ε0) ,

��� ���%&�*��&� �'� ∩n
i=1Ui &0��� ��*�� +'�� X/ �

�




�
�
	������ �� ���6)+��3& '2�� �'� ��'0 ��� �&�&��+3)�( ��*��)�&�� {Ui}n
i=1

����*'2� *�� ��*�2� )1��3& 3�� ���637+�3( ��*��)�&�� {Uk}∞k=1 ')'��8� +���#8�/ ��

&�2'(3� ��� '06&'�� -�+��#���*� &0��� )�� ∩∞
k=1Uk &0��� ��*�� B����*'� &0��� %�+*�#� ��

�&��3)���3& �� &0���E %��'� ( '�37 &0��� ��&��(C/ ��'� &� �)�&� %&� &0��� ��*�� ��8� -�0�&'��

��� '� &��3&�� ����%&��3�/

�
�
�����
� �&8���3& '�� 3&'��*� 12�� Q '8� �('2� ���632� 3& '(� +��76(

3&'��*7/ �� Q &0��� ���637+�3�E ��� Q = {qn : n ∈ N}/ �)'��3& Uk = Q \{qk}E '� ���0�

&0��� ����*'� *�� ��*�� *�� ����'(���3& �'� ∩∞
k=1Uk = ∅/

�� 6&2�(3� *�'(���0�� '�� Baire �+1��05&'�� �'� '� -����3&�� ��� &0%�3& +'� ���A

(���3&�� ����%&��3� %&� &3-��05&'�� �'�� � (X, ρ) &0��� �#7�(� 3&'��*�� 12���/

������
 $/. B�&2�(3� *�'(���0�� '�� BaireC� ����� (X, ρ) ��(��� ����	
�� 
����


�	 (Un)n∈N ��	��(�	�� �	
�� ��	� ���	
��� 
�	 ��
��� ���������� ��� X� ���� ��

∩∞
n=1Un ����	 ��
���

�
������� >�+'8 x0 ∈ X *�� ε0 > 0/ �� %&0?��3& �'� ∩∞
n=1Un ∩S(x0, ε0) �= ∅/ ����A

8��*� &��#)���3& 3�� �*�#��60� (xn) +'��1&08� '�� XE *�� 3�� �*�#��60� (εn) 6&'�*2�

���632� 3& 0 < εn < 1
n 2+'&

S(xn, εn) ⊂ Un ∩ S(xn−1,
εn−1

2 ) .

� &��#��7 '8� (xn) *�� (εn) �0�&'�� 8� &?7�G

��&�%7 '� U1 &0��� ����*'� *�� ��*�� ����1&� x1E 0 < ε1 < 1 2+'& S(x1, ε1) ⊂
U1∩S(x0,

ε0
2 )/ �� ����'(�7+��3& &%2 �'� S(x1,

ε1
2 ) ⊂ S(x1, ε1) *�� diam(S(x1,

ε1
2 )) ≤ ε1/

	'� �&��*� &���8��*� D73� ( &��#��7 '8� xnE εn �0�&'�� 3& '�� 0%�� '����/ �&8A

���3& %(#�%7 �'� '� xn−1E εn−1 )1��� &��#&�&0 *�� &��#)���3& xnE εn 2+'& 0 < εn < 1
n

*�� S(xn, εn) ⊂ Un ∩ S(xn−1,
εn−1

2 )/ ��0+(� 6� )1��3& �'� S(xn, εn

2 ) ⊂ S(xn, εn) *��

diam S(xn, εn

2 ) ≤ εn < 1
n / �0��� &�*�#� �� &#)�?��3& �'�

S(x0, ε0) ⊃ S(x1, ε1) ⊃ S(x1,
ε1
2 ) ⊃ . . . ⊃ S(xn, εn) ⊃ S(xn, εn

2 ) ⊃ . . .

*�� &�0+(�

S(xn, εn

2 ) ⊂ S(xn, εn) ⊂ Un .

	�� +��)�&�� '8� ���(���3)�8� )�&'�� �'� {S(xn, εn

2 )}n∈N &0��� -60���+� �*�#��60� *A

#&�+'2� ���+���#8� '�� X 3& diam(S(xn, εn

2 )) → 0 *�� &�&�%7 � X &0��� �#7�(� 3&'��*��

12��� ∩∞
n=1S(xn, εn

2 ) = {x}/ �0��� x ∈ S(x0, ε0) *�� &�0+(� x ∈ Un ��� *�6& n ∈ N/ >���

∩∞
n=1Un ∩ S(x0, ε0) �= ∅ *�� ��� '� ∩∞

n=1Un &0��� ��*�� ���+���#� '�� X/ �

������� $/."� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� A ⊂ X. �� +���#�

int A = {x ∈ X : ����1&� ε > 0 2+'& S(x, ε) ⊂ A}

*�#&0'�� ������	
� '�� A.

��� '�� ���+3�E )1��3& �'� int A ⊂ A, ��� *�6& A ⊂ X *�� �� A = ∅ '�'& int A = ∅.

���	
�� $/.:� ����� A ⊂ X, (X, ρ) ����	
�� 
����� ���� �� int A ����	 ���	
��

��������� ��� X.

��



�
������� �� int A = ∅ '�'& '� intA &0��� ����*'�/ >�+'8 int A �= ∅ *�� x ∈ intA.

>��� ����1&� ε > 0 2+'& S(x, ε) ⊂ A. ��*&0 '2�� �� %&0?��3& �'� S(x, ε) ⊂ int A.

����3�'�G >�+'8 y ∈ S(x, ε). ��&�%7 ( S(x, ε) &0��� ����*'� ���+���#� '�� X ����1&�

ε′ > 0 2+'& S(y, ε′) ⊂ S(x, ε) ⊂ A. >��� y ∈ int A ��� �#� '� y ∈ S(x, ε) %(#�%7

S(x, ε) ⊂ int A. �

� &��3&�( ���'�+( %&01�&� �'� '� int A &0��� '� 3&��#�'&�� ����*'� ���+���#� '�� X

��� �&��)1&'�� +'� A.

���	
�� $/.$� ����� A ⊂ X 
�	 V ⊂ A ���� �� V ����	 ���	
�� ��������� ��� X.

���� V ⊂ int A.

�
������� >�+'8 V �= ∅ *�� x ∈ V. �-�� '� V &0��� ����*'�E ����1&� ε > 0 2+'&

S(x, ε) ⊂ V *�� ��� S(x, ε) ⊂ A. 	��&�2� x ∈ intA ��� �#� '� x ∈ V, %(#�%7 V ⊂
intA. �

���	
�� $/.9� ���� ��������� A ��� X, ����	 ���	
�� �� 
�	 ���� �� int A = A.

�
������� �� A ����*'�E '�'& �-�� A ⊂ A, ��� '(� ���(���3&�( ���'�+( A ⊂ int A.

��&�%7 *�� int A ⊂ A )1��3& A = intA.

�� A = intA '�'& '� A &0��� ����*'� ��� '� ���(���3&��/ �

�
�
�����
	
� B.C/ �� A = [0, 1] ⊂ R 3& '( +��76( 3&'��*7E '�'& intA = (0, 1).
B C/ �� x ∈ R *�� A = {x} ⊂ R '�'& '� A )1&� &+8'&��*� '� *&��/ ����3�'�E ��

y ∈ int A '�'& 6� ��)�&� �� ����1&� ε > 0 2+'& (y − ε, y + ε) ⊂ A = {x} �'���/

B"C/ �� X +���#� *�� ρδ ( %��*��'7 3&'��*7 '�'& ��� *�6& A ⊂ (X, ρδ), int A = A.

����3�'�*�E *�6& ���+���#� A '�� X &0��� ����*'� *�� +��&�2� ��� '(� ���(���3&�(

���'�+( intA = A.

���	
�� $/.,� ����� F ⊂ X 
��	���� ���� int F = ∅ �� 
�	 ���� �� �� X \ F ����	

���	
�� 
�	 ��
�� ���� X.

�
������� >�+'8 �'� int F = ∅. ��'& '� X \ F &0��� ����*'� B8� +�3�#7�83� *A

#&�+'��C/ ��)+(� &0��� *�� ��*�� +'�� X. ����3�'�E )+'8 x ∈ X *�� ε > 0. ��'&

S(x, ε) ∩ (X \ F ) �= ∅ %��'� %��-��&'�*� S(x, ε) ⊂ F *�� ��� x ∈ intF, �'���E �-��

intF = ∅.
��'0+'��-�E )+'8 �'� '� X \ F &0��� ����*'� *�� ��*�� +'�� X/ ��'& '� F &0���

*#&�+'� B8� +�3�#7�83� ����*'��C *�� &���#)�� int F = ∅. ����3�'�*�E �� intF �= ∅ '�'&

'� int F &0��� ����*'� 3( *&�� *�� +��&�2� 6� ')3�&� *�6& ��*�� ���+���#� '�� X, ���'&

intF ∩ (X \ F ) �= ∅, �'��� �-�� int F ⊂ F. �

��� '� �&2�(3� Baire )1��3& '� &?7�G

������
 $/.<� ����� (X, ρ) ��(��� ����	
�� 
���� 
�	  ��� X = ∪∞
n=1Fn ���� Fn


��	��� ��������� ��� X �	� 
"�� n = 1, 2, . . . ���� ��"�
�	 n0 ∈ N ���� int Fn0 �= ∅.

�
������� �� ��� �#� '� n ∈ N, intFn = ∅ '�'& ��� '(� ���(���3&�( ���'�+(

X \ Fn ����*'� *�� ��*�� ���+���#� '�� X ��� �#� '� n ∈ N . ��� '� 6&2�(3� Baire
∩∞

n=1(X \ Fn) �= ∅ ���'& ∪∞
n=1Fn �= X, �'���/ �

������
 $/.4� �� R ����	 ������	��(�	���

�
������� �� '� R 7'�� ���637+�3� '�'& R = ∪∞
n=1{xn}. �##� *�6& 3���+���#�

+'�� R 3& '(� +��76( 3&'��*7 &0��� *#&�+'� 3& *&�� &+8'&��*�/ >�'���/ �

��



(� ��
���
�/� ���
�
�	 ������!�
�	

������� $/ !� >�+'8 (X, ρ)E (Y, d) 3&'��*�0 12��� *�� *�� f(X, ρ) −→ (Y, d)/ � f

*�#&0'�� �������� � ����	
� �� ��� *�6& ε > 0 ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6& x, y ∈ X

3& ρ(x, y) < δ �� �+1�&� d(f(x), f(y)) < ε/

�0��� �3&+� �'� *�6& �3���3��-� +��&17� +����'(+( &0��� *�� +��&17�/ �� ��'0+'��A

-� %&� �#(6&�&�/ B�&8�7+'& �/1/ '(� f : R −→ R 3& f(x) = x2C/ 	'� �&-�#���  ��0+�3&

'�� +����'7+&�� 3&'�?� %�� 3&'��*2� 12�8� ��� �*��������� '( +��67*( Lipschitz/ �0���
&�*�#� �� %&�16&0 �'� *�6& ')'��� +����'(+( &0��� �3���3��-� +��&17� B��*&0 �� 6)A

+��3& ��� ε > 0E δ =
ε

C
���� C ( +'�6&�� LipschitzC/ >�38� *�6& �3���3��-� +��&17�

+����'(+( %&� &0��� �����0'('� *�� Lipschitz/ �/1/ ���%&�*��&'�� �'� ( f : [0, 1] −→ R 3&

f(x) =
√

x &0��� �3���3��-� +��&17�E 8� +��&17� ���+3)�( +& *#&�+'� -���3)�� %��+'(3�

'�� RE �##� �1� Lipschitz/

���	
�� $/ .� ����� (X, ρ)� (Y, d) ��� ����	
�� 
���	 
�	 f : (X, ρ) −→ (Y, d) ���	�+

���$� ����
(�� ���� � f ���	
���0�	 /��	
 � �
�������� ��� (X, ρ) �� /��	
 � �
��������

��� (Y, d)� �����( �� � (xn)n∈N ����	 /��	
( �
������� ���� (X, ρ) ���� � (f(xn))n∈N

����	 /��	
( �
������� ���� (Y, d)�

�
������� >�+'8 (xn)n∈N 3�� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (X, ρ)/ �� ���%&0?��3& �'� (

(f(xn))n∈N &0��� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (Y, d)/
>�+'8 ε > 0/ ��� '(� �3���3��-( +��)1&�� '(� f ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6&

x, y ∈ X 3& ρ(x, y) < δ �� �+1�&� d(f(x), f(y)) < ε/ ��� '� �&����� �'� ( (xn)n∈N

&0��� D�+�*7 �*�#��60� )�&'�� �'� ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n,m ≥ n0 �� �+1�&�

ρ(xn, xm) < δ/ >�'+� ��� *�6& n,m ≥ n0 )1��3& d(f(xn), f(xm)) < ε *�� ��� (f(xn))n∈N

&0��� D�+�*7 �*�#��60�/ �

���	
�� $/  � !� (X, ρ)� (Y, d) ����	
�� 
���	 
�	 f : (X, ρ) −→ (Y, d) ���"�����

��� ���	
���0�	 /��	
 � �
�������� ��� (X, ρ) �� /��	
 � �
�������� ��� (Y, d) ���� � f

����	 ����
(�� !� ��	�� �� � (X, ρ)  
�	 ��� 	�	����� ��	 
"�� �
������� ���  
�	 /��	
(

���
�������� ���� � f ����	 ���	����$� ����
(��

�
������� ��� '(� ��17 '(� 3&'�-���� ��*&0 �� ���%&0?��3& �'� ��� *�6& x0 ∈ X

*�� �*�#��60� (xn)n∈N +'�� (X, ρ) ��� +��*#0�&� +'� x0E ( �*�#��60� (f(xn))n∈N '��

(Y, d) +��*#0�&� +'� f(x0)/
>�+'8 (xn)n∈N �*�#��60� +'�� (X, ρ) ��� +��*#0�&� +'� x0/ �&8���3& '(� �*�#��60�

(x0, x1, x0, x2, . . .) %(#�%7 '(� �*�#��60� (x′
n)n∈N 3& x′

n = x0 �� n �&��''�� *�� x′
n = xk

�� n ��'���E n = 2k/ � �*�#��60� ��'7 +��*#0�&� &�0+(� +'� x0 *�� ��� &0��� D�+�*7

�*�#��60�/ ��� '(� ���6&+( '(� ���'�+(� ( �*�#��60� (f(x′
n))n∈N %(#�%7 ( �*�#��60�

(f(x0), f(x1), f(x0), f(x2), . . .) &0��� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (Y, d) *�� ( ���*�#��60� '8�

�&��''2� ��8� '(� (f(x′
2n−1))n∈N &0��� ( +'�6&�7 �*�#��60� f(x0) ��� ���-��2� +��*#0�&�

+'� f(x0)/ >���E �-�� ( D�+�*7 �*�#��60� (f(x′
n))n∈N )1&� ���*�#��60� ��� +��*#0�&�

+'� f(x0) 6� +��*#0�&� *�� ( 0%�� +'� f(x0)/ 	��&�2� *�� ( ���*�#��60� (f(x′
2n))n∈N '8�

��'08� ��8� '(� %(#�%7 ( �*�#��60� (f(xn))n∈N 6� +��*#0�&� &�0+(� +'� f(x0)/ ���3)�8�
( f &0��� +��&17�/

>�+'8 '2�� �'� &���#)�� *�6& �*�#��60� +'�� (X, ρ) )1&� D�+�*7 ���*�#��60�/ ��A

�6)'��3&E ���� ����8�7 +& �'���E �'� ( f %&� &0��� �3���3��-� +��&17�/ ��'& ����1&�

��



ε > 0 2+'& ��� *�6& δ > 0 �� ����1��� x, y ∈ X 3& ρ(x, y) < δ *�� d(f(x), f(y)) ≥ ε/ �A

-��3�5��'�� ��'� ��� δ =
1
n
E n = 1, 2, . . . D�0+*��3& %�� �*�#��60&� (xn)n∈N *�� (yn)n∈N

+'�� X 3& ρ(xn, yn) −→ 0 *�� d(f(xn), f(yn)) ≥ ε ��� *�6& n = 1, 2, . . ./ ��� '(�

���6&+( 3�� ( (xn)n∈N )1&� 3�� D�+�*7 ���*�#��60� )+'8 (xkn
)n∈N/ ��'& ( �*�#��60�

(xk1 , yk1 , xk2 , yk2 , . . .) %(#�%7 ( �*�#��60� (zn)n∈N 3& zn = xkl
�� n = 2l − 1E l ∈ N *��

z = ykl
�� n = 2lE l ∈ N &0���E ��8� &�*�#� 3�����3& �� %��3&E &�0+(� D�+�*7 �*�#��60�

+'�� (X, ρ)/ �-�� ( f 3&'�-)�&� D�+�*)� �*�#��60&� '�� (X, ρ) +& D�+�*)� �*�#��60&�

'�� (Y, d)E ( (f(zn))n∈N 6� &0��� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (Y, d)/ >�'+� 3�����3& �� D���3&

-�+�*� n 2+'& d(f(z2n−1), f(z2n)) < ε %(#�%7 d(f(xkn
), f(ykn

)) < ε ��� ��'�D�0�&� +'�

�&����� �'� d(f(xn), f(yn)) ≥ ε ��� *�6& n = 1, 2, . . ./ ���3)�8� ( f &0��� �3���3��-�

+��&17�/ �

�
�
	������ �� ( f : (X, ρ) −→ (Y, d) 3&'�-)�&� D�+�*)� �*�#��60&� +& D�+�*)�

�*�#��60&� '�'& ( f %&� &0��� �����0'('� �3���3��-� +��&17�/ �� ��'�����%&��3� 3A

�����3& �� 6&8�7+��3& '(� f : R −→ R 3& f(x) = x2/

������
 $/ "� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� (Y, d) ��(��� ����	
�� 
����� D ��
��

��������� ��� X 
�	 f : D −→ Y ���	����$� ����
(�� ���� ��"�
�	 �����	
( ����
(�

�� 
���� ��� f ���� X� �����( ��"�
�	 �����	
( ����
(� f̃ : X −→ Y ���� f̃|D = f � �

�����	
( ���( �� 
���� f̃ ����	 ���	����$� ����
(��

�
������� � 3���%�*�'('� ���%&�*��&'�� &�*�#� 3& '(� ��17 '(� 3&'�-���� BD#/ *��

�+*/  �&-/ :C/ � ���%&�?( '(� ����?(� '(� f̃ 18�05&'�� +& %�� D73�'�/ 	'� ��2'� D73�

6� ��0+��3& '(� f̃ *�� 6� %&0?��3& �'� &0��� *�#� ���+3)�( +�� +����'(+(/ 	'� %&�'&��

D73� 6� %&0?��3& �'� ( f̃ &0��� �3���3��-� +��&17�/

1!�� �
 >�+'8 x ∈ X/ �� x ∈ D ��05��3& f̃(x) = f(x)/ �� x ∈ X \ D &��#)���3&

�*�#��60� (xn)n∈N +'� D 3& xn −→ x/ � �*�#��60� (xn)n∈N &0��� D�+�*7 �*�#�60� +'�

D ���E �-�� ( f : D −→ Y &0��� �3���3��-� +��&17�E ��� ���'�+( $/ . )�&'�� �'�

( (f(xn))n∈N &0��� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (Y, d)/ �-�+�� � (Y, d) &0��� �#7�(� 3&'��*��

12��� ( (f(xn))n∈N &0��� +��*#0���+� �*�#��60� +'�� (Y, d)/ ��05��3& f̃(x) = lim
n

f(xn)/

=�� �� &0��� *�#�� � ���+3�� ��'�� ��)�&� �� %&0?��3& �'� '� f̃(x) ��8� ��0+'(*& %&�

&?��'�'�� ��� '(� &��#��7 '(� (xn)n∈NE %(#�%7 �� (yn)n∈N &0��� �*�#��60� +'� D 3&

yn −→ x '�'& �� �*�#��60&� (f(xn))n∈N *�� (f(yn))n∈N )1��� *���� ����/

�� (xn)n∈NE (yn)n∈N ��8� ���� '�'& ( �*�#��60� (zn)n∈N 3& zn = xk �� n = 2k − 1E
k ∈ N *�� zn = yk �� n = 2kE k ∈ NE %(#�%7 ( �*�#��60� (x1, y1, x2, y2, . . .) +��*#0�&�

&�0+(� +'� x ��� &0��� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (X, ρ)/ >��8� ���(���3)�8�E ( (f(zn))n∈N

6� &0��� D�+�*7 �*�#��60� +'�� (Y, d)/ �� ���*�#��60&� '(� (f(z2n−1))n∈NE (f(z2n))n∈N

'8� �&��''2� *�� ��'08� ��8� '(� ��'0+'��1� 6� +��*#0���� +'� 0%�� ���� 3& ��'7 *�� ���

6� )1��� *���� ����/ >�38� (f(z2n−1))n∈N = (f(xn))n∈N *�� (f(z2n))n∈N = (f(yn))n∈N

+��&�2� lim
n

f(xn) = lim
n

f(yn) &��3)�8� ( f &0��� *�#� ���+3)�(/

1!�� �
 ;&01���3& �'� ( f̃ &0��� �3���3��-� +��&17�/ >�+'8 ε > 0/ ��� '(� �3���A

3��-( +��)1&�� '(� f : D −→ Y 3�����3& �� &��#)?��3& δ > 0 2+'& ��� *�6& x0, y0 ∈ D

3& ρ(x0, y0) < δ �� �+1�&� d(f(x0), f(y0)) <
ε

3
/

>�+'8 '2�� x, y ∈ X 3& ρ(x, y) < δ/ ��� '�� ���+3� '(� f̃ 3�����3& �� &��#)?��3&

x′ ∈ D 3& ρ(x′, x) <
δ − ρ(x, y)

2
*�� d(f(x′), f̃(x)) <

ε

3
/ �3�08� &��#)���3& y′ ∈ D 3&

��



ρ(y′, y) <
δ − ρ(x, y)

2
*�� d(f(y′), f̃(y)) <

ε

3
/ ��&�%7 x′, y′ ∈ D *��

ρ(x′, y′) ≤ ρ(x′, x) + ρ(x, y) + ρ(y, y′)

<
δ − ρ(x, y)

2
+ ρ(x, y) +

δ − ρ(x, y)
2

= δ

)�&'�� �'� d(f(x′), f(y′)) <
ε

3
/ 	��&�2�

d(f̃(x), f̃(y)) ≤ d(f̃(x), f(x′)) + d(f(x′), f(y′)) + d(f(y′), f̃(y))

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

*�� ��� ( f̃ &0��� �3���3��-� +��&17�/ �

�
�
	������ �� &?�+6&�7+��3& +'� �������8 6&2�(3� '(� ���6&+( �'� ( f :
D −→ Y &0��� �3���3��-� +��&17� ��'�*�6�+'2�'�� '(� 3& '(� ���6&+( �'� ( ( f :
D −→ Y &0��� +��&17� %&� &?�+-�#05��3& '(� ����?( +��&1��� &�)*'�+(� '(� f +'� X/

�� ��� ����%&��3� X = Y = RE D = R \{0} *�� f : D −→ R 3& f(x) =
1
x

( f %&�

&�&*'&0�&'�� +��&12� +'� X = R/

�#$%#&'#

�� >�+'8 X +���#� *�� d ( %��*��'7 3&'��*7 +'� X/ ;&0?'& �'� � (X, d) &0��� �#7�(�/

�� >�+'8 (xn)n∈N 3�� D�+�*7 �*�#��60� +& )�� 3&'��*� 12�� 2+'& '� +���#� {xn :
n ∈ N} %&� &0��� *#&�+'�/ ;&0?'& �'� ����1&� x ∈ X 2+'& xn → x/

(� ;2+'& ����%&��3� 3��� �*�#��60�� (Fn)n∈N *#&�+'2� ���+���#8� '�� R 2+'&

F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · · *��
∞⋂

n=1
Fn = ∅/

)� ;2+'& ����%&��3� 3��� -60���+�� �*�#��60�� (Fn)n∈N *#&�+'2� ���+���#8� '��

Q 3& diam Fn → 0 *��
∞⋂

n=1
Fn = ∅/

*� 	�3D�#05��3& 3& I '� +���#� '8� ���7'8�/ ;&0?'& �'�G

BiC �� I &0��� ���637+�3( '�37 ����*'2� *�� ��*�2� ���+���#8� '�� R/

BiiC �� (Vn)n∈N &0��� �*�#��60� ��� ����*'� *�� ��*�� ���+���#� '�� R '�'&

(
∞⋂

n=1
Vn) ∩ I �= ∅/

B���%&�?(G ��(+�3����7+'& '� �&2�(3� Baire/C

��





���F���
� 9

"���	���
 �������� �����

������� 9/.� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� A ⊂ X/ ��� ��*��)�&�� {Gi}i∈I

���+���#8� '�� X #)�&'�� ������� '�� A �� A ⊂
⋃
i∈I

Gi/ �� &���#)�� ��� *�6& i ∈ I '�

Gi &0��� ����*'�E '� {Gi}i∈I #)�&'�� ������� ������� &�2 +'(� �&�0�'8+( ��� '� I &0���

�&�&��+3)�� '� {Gi}i∈I #)�&'�� ����������� �������/ �� J ⊂ I 2+'& A ⊂
⋃

i∈J

Gi '�

{Gi}i∈J #)�&'�� ���������� '�� {Gi}i∈I B��� '� AC/

������� 9/ � >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� K ⊂ X/ �� K 6� *�#&0'�� ��������

�� *�6& ����*'� *�#�33� '�� K )1&� �&�&��+3)�� ���*�#�33�E %(#�%7 �� ��� *�6&

��*��)�&�� {Gi}i∈I ����*'2� ���+���#8� '�� X 3& K ⊂
⋃
i∈I

Gi ����1��� n ∈ N *��

i1, i2, . . . , in ∈ I 2+'& K ⊂
n⋃

k=1

Gik
/ ��%�*�'&�� �� K = X '�'& � X 6� *�#&0'�� ������
�

�������� 	
���/

�����
������

(i) ��6& �&�&��+3)�� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� X &0��� +�3���)�/ B� ���%&�?(

&0��� &�*�#( *�� �-7�&'�� +'�� �����2+'(/C

(ii) ��6& �*�#��60� +& )�� 3&'��*� 12�� X 3�50 3& '� ���� '(� &0��� +�3���)� ��A

�+���#� '�� XE %(#�%7 �� (xn) �*�#��60� +'� X *�� x ∈ X 2+'& xn → x '�'& '� +���#�

K = {xn : n ∈ N} ∪ {x} &0��� +�3���)� ���+���#� '�� X/ ����3�'�E )+'8 {Gi}i∈I

��*��)�&�� ����*'2� ���+���#8� '�� X 3& K ⊂
⋃
i∈I

Gi/ ��'& ����1&� i0 ∈ I 2+'& x ∈ Gi0

*�� ���E �-�� Gi0 ����*'�E ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E xn ∈ Gi0 / ��0+(� ���

*�6& k = 1, 2, . . . , n0 − 1 ����1&� ik ∈ I 2+'& xk ∈ Gik
/ 	��&�2� K ⊂

n0−1⋃
k=0

Gik
.

(iii) �� '� X &0��� ��&��� +���#� *�� ρ ( %��*��'7 3&'��*7 +'� X '�'& � 3&'��*�� 12���

(X, ρ) %&� &0��� +�3���7�/ ����3�'�E ( ��*��)�&�� {{x}}x∈X &0��� )�� ����*'� *�#�33�

'�� X ��� %&� )1&� �&�&��+3)�� ���*�#�33�/

(iv) �� R 3& '( +��76( 3&'��*7 %&� &0��� +�3���7� 3&'��*�� 12���/ ����3�'�E '�

����*'� *�#�33� {(−n, n)}n∈N '�� R %&� )1&� �&�&��+3)�� ���*�#�33�/

(v) �� ����*'� %��+'(3� (0, 1) %&� &0��� +�3���)� ���+���#� '�� R/ ����3�'�E (

��*��)�&�� {( 1
n

, 1) : n = 2, 3, . . .} &0��� ����*'� *�#�33� '�� (0, 1) ��� %&� )1&� �&�&��+A

3)�� ���*�#�33�/ >�3��� '� %��+'73�'� [0, 1) *�� (0, 1] %&� &0��� +�3���7/ B�&8�&0+'& �/1/

'� ����*'� *�#�33�'� {(−1, 1− 1
n

)}n∈NE {(
1
n

, 1+
1
n

)}n∈N '8� [0, 1) *�� (0, 1] ��'�+'�018�C/

(vi) ��6& *#&�+'� *�� -���3)�� %��+'(3� [a, b] &0���E ��8� 6� %��3& ����*�'8E +�3���)�
���+���#� '�� R/

��
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�	 K ������ � ��������� ��� X� ����
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�	 $���� �� ��������� ��� X�

�
������� ;&01���3& ��2'� �'� '� K &0��� *#&�+'�/ ��*&0 �� %&�16&0 �'� '� X \ K

&0��� ����*'� 7 �+�%���3� ��� *�6& x ∈ X \K ����1&� ε > 0 2+'& S(x, ε) ⊂ X \K/ >�+'8

x ∈ X \ K/ ��'& ��� *�6& y ∈ KE y �= x *�� ��� ρ(x, y) > 0/ �)'��3& ��� *�6& y ∈ KE

εy =
ρ(x, y)

2
*�� ����'(���3& �'� S(x, εy) ∩ S(y, εy) = ∅ ��� �#� '� y ∈ K/ ����#)��

K ⊂
⋃

y∈K

S(y, εy) *�� �-�� '� K &0��� +�3���)� ����1��� y1, y2, . . . , yn +'� K 2+'&

K ⊂
n⋃

i=1

S(yi, εyi
)/ �)'��3& ε = min{εyi

: i = 1, 2, . . . , n}/ ��'& S(x, ε) ∩ S(yi, εyi
) ⊂

S(x, εyi
) ∩ S(yi, εyi

) = ∅ ��� �#� '� i = 1, 2, . . . , n/ 	��&�2� S(x, ε) ∩
n⋃

i=1

S(yi, εyi
) = ∅

*�� �-�� K ⊂
n⋃

i=1

S(yi, εyi
) )�&'�� �'� S(x, ε) ∩ K = ∅ 7 S(x, ε) ⊂ X \ K/

;&01���3& +'( +��)1&�� �'� '� K &0��� -���3)��/ ����3�'�E )+'8 x '�1�0� +(3&0�

'�� X/ ��'& X =
∞⋃

n=1
S(x, n) *�� ��� K ⊂

∞⋃
n=1

S(x, n)/ >���E �-�� K +�3���)�E ����1���

n1, n2, . . . , nk 2+'& K ⊂
k⋃

i=1

S(x, ni)/ �� n0 = max{n1, n2, . . . , nk} '�'& K ⊂ S(x, n0)

B�-�� S(x, ni) ⊂ S(x, n0) ��� �#� '� i = 1, 2, . . . , kC/ ���3)�8� diam K ≤ 2n0 < ∞/ �
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+���#8� '�� X 2+'& F ⊂
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Gi/ �-�� '� F &0��� *#&�+'�E '� X \F &0��� ����*'� *�� ���

6)'��'�� G′
i = (X \F )∪Gi ��� *�6& i ∈ IE ( ��*��)�&�� {G′

i}i∈I ���'&#&0'�� ��� ����*'�
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���+���#� '�� X 2+'& X =
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S(x,
1
n

)/ �)'��3& D =
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1
n
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1
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n⋂

k=1

Fik
�= ∅/
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n⋃

k=1

Gik
�= X 7

n⋂
k=1

(X \Gik
) �= ∅/
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{x}) = ∅/ >�1��3& �'� K ⊂

⋃
x∈K

S(x, εx) *�� �-�� '� K &0��� +�3���)� ����1��� n ∈ N

*�� x1, x2, . . . , xn ∈ X 2+'& K ⊂
n⋃
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n⋃
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S(xi, εxi
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��&�%7 A∩(S(xi, εxi
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������� >�+'8 (xn) �*�#��60� +'� K/ �)'��3& A = {xn : n ∈ N}/ �� '� A &0���

�&�&��+3)�� '�'& ����1&� ��&��� ���+���#� {k1 < k2 < · · · } '�� N *�� x ∈ K 2+'&

xkn
= x ��� *�6& n ∈ N *�� ��� xkn

→ x/

�� '� A &0��� ��&��� '�'& ��� ���'�+( 9/4 ����1&� x ∈ K 2+'& '� x �� &0��� +(3&0�

+�++2�&�+(� '�� A/ ����8��*� *�'�+*&��5��3& ���*�#��60� (xkn
) '(� (xn) 3& xkn

→ x

8� &?7�G ���#)���3& k1 ∈ N 2+'& ρ(xk1 , x) < 1/ >�+'8 �'� ��� *����� n ∈ N )1��3&

&��#)?&� -�+�*��� k1 < k2 < · · · < kn 2+'& ρ(xki
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1
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��� *�6& i = 1, 2, . . . , n/

�)'��3& M = {m ∈ N : m > kn *�� ρ(xm, x) <
1

n + 1
}. �� +���#� M &0��� 3( *&��/

����3�'�E �� M = ∅ '�'& S(x,
1

n + 1
)∩A ⊂ {x1, x2, . . . , xkn

}E �'��� �-�� ��� *�6& ε > 0

'� S(x, ε) ∩ A &0��� ��&���+���#� B%&� �&-�#��� "C/ �� kn+1 = min M '�'& kn+1 > kn
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#%�&':#%" �� +(3&�2+��3& &%2 �'� )��� '���#���*�� 12��� (X, T ) *�#&0'��
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x ∈ Gi0 *�� �-�� xkn
→ x ����1&� n0 ∈ N 2+'& xkn

∈ Gi0 ��� *�6& n ≥ n0/ >�'���E �-��

��� *�6& n ≥ i0 ��� '(� *�'�+*&�7 '(� (xn)E xn �∈ Gi0 / �

�03�+'& '2�� )'��3�� �� ���%&0?��3& '�� &?7� 6&3&#�2%��� +(3�+0�� 1���*'(��+3�

'8� +�3���2� ���+���#8� &��� 3&'��*�� 12���/

������
 9/.9� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 K ⊂ X� �� ������� ����	 	���������

BiC �� K ����	 ������ � ��������� ��� X�

BiiC #"�� ���
������� ��� K  
�	 ���
������� ��� ���
����	 �� ���	
��� ��� K�

�
������� (i) =⇒ (ii) �0��� ( ���'�+( 9/.!/

(ii) =⇒ (i) >�+'8 {Gi}i∈I ����*'� *�#�33� '�� K/ ��� '� �733� 9/.:E ����1&� I ′ ⊂ I

���637+�3� 2+'& K ⊂
⋃

i∈I′
Gi/ ��� '� �733� 9/.$ ����1��� n ∈ N *�� i1, i2, . . . , in ∈ I ′ ⊂

I 2+'& K ⊂
n⋃

k=1

Gik
/ ���3)�8� '� K &0��� +�3���)�/ �

������
 9/., B Heine-Borel C� #"�� 
��	��� 
�	 $���� �� �	"����� [a, b] ��� R ����	

������ ��

�
������� ��� '� �&2�(3� Bolzano-Weierstrass *�6& �*�#��60� (xn) '�� [a, b] )1&�
���*�#��60� ��� +��*#0�&� +& +'��1&0� '�� [a, b]/ ��� '� �&2�(3� 9/.9 )1��3& �'� '� [a, b]
&0��� +�3���)�/ �

��



=&��*� )1��3& '�� &��3&�� 1���*'(��+3� '8� +�3���2� ���+���#8� '�� ��*#&�%&0��

12��� (Rk, ρ2)/

������
 9/.<� ����� K ⊂ Rk� �� ������� ����	 	���������

BiC �� K ����	 ������ ��

BiiC �� K ����	 
��	��� 
�	 $���� �� ��������� ��� Rk�

�
������� (i) =⇒ (ii) ���*��'&� ��� '(� ���'�+( 9/"/

(ii) =⇒ (i) >�+'8 (xn) �*�#��60� '�� K/ �-�� '� K &0��� -���3)��E ( (xn) &0��� -���A

3)�( �*�#��60� '�� Rk *�� ��� ��� '� �&2�(3� Bolzano-Weierstrass )1&� +��*#0���+�

���*�#��60� (xkn
)/ �� x = lim xkn

)�&'�� �'� x ∈ KE �-�� '� K &0��� *#&�+'�/ ��� '�

�&2�(3� 9/.9 )�&'�� �'� '� K &0��� +�3���)�/ �

�
�
	������ � �������8 1���*'(��+3�� %&� �+1�&� �&��*� ��� 3&'��*��� 12����/

����3�'�E ��8� ��8�05��3&E ��� *�6& 3&'��*� 12�� ����1&� �+�%���3( -���3)�( 3&'��*7

B�&-�#��� "C/ >�'+� �����%7��'& *#&�+'� ���+���#� '�� (Rk, ρ) ���� ρ -���3)�( &0���

*#&�+'� *�� -���3)�� �##� �1� �����0'('� +�3���)� B�/1/ � (Rk, ρ) %&� &0��� +�3���7�C/

=&��*�E �� (X, ρ) &0��� 3( +�3���7� 3&'��*�� 12��� *�� ( 3&'��*7 ρ &0��� -���3)�( '�'& �

0%��� � X &0��� *#&�+'� *�� -���3)�� +���#� �##� �1� +�3���)�/

�� #��
�
�	 ������!�
�	 �
 ������
�	 �
����
�	 ���
�	

��&�6�305��3& �'� ��8� )1&� %&�16&0 +'� �&-�#��� "E 3�� +����'(+( f : (X, ρ) −→
(Y, d) &0��� +��&17� �� *�� 3��� �� f−1(U) &0��� ����*'� ���+���#� '�� X ��� *�A

6& U ����*'� ���+���#� '�� Y E 7 f−1(F ) &0��� *#&�+'� ���+���#� '�� X ��� *�6&

F *#&�+'� ���+���#� '�� Y / 	'(� �����+� �������-� &?&'�5��'�� &���#)�� �%��'('&�

+��&12� +����'7+&8� �'�� ��')� ��05��'�� +& )�� +�3���7 3&'��*� 12��/

���	
�� 9/.4� ����� (X, ρ) ������(� ����	
�� 
����� (Y, d) ����	
�� 
���� 
�	

f : (X, ρ) −→ (Y, d) ����
(� ���"������ ���� 	�
���� �� ��������

BiC � �	
��� f(X) ����	 ������ � ��������� ��� Y 
�	 "�� �� � f ����	 ��� ���� 
�	

� Y ����	 ������(��

BiiC )	� 
"�� F ⊂ X 
��	���� � �	
��� f(F ) ����	 
��	��� ��������� ��� Y �

�
������� BiC >�+'8 {Ui}i∈I ����*'� *�#�33� '�� f(X) +'�� (Y, d)/ ��'& f(X) ⊂⋃
i∈I

Ui *�� ��� X ⊂ f−1(
⋃
i∈I

Ui) =
⋃
i∈I

f−1(Ui)/ �-�� ( f &0��� +��&17� ��� *�6& i ∈ I '�

+���#� f−1(Ui) &0��� ����*'� +'� X *�� ��� '� {f−1(Ui)}i∈I &0��� ����*'� *�#�33� '�� X/

�-�+�� � X &0��� +�3���7� ����1��� n ∈ N *�� i1, i2, . . . , in ∈ I 2+'& X ⊂
n⋃

k=1

f−1(Uik
)E

���'& f(X) ⊂
n⋃

k=1

Uik
/ ���3)�8� '� f(X) &0��� +�3���)� ���+���#� '�� Y / �� ( f &0���

&�0 '�'& f(X) = Y *�� ��� � Y &0��� +�3���7�/

BiiC >�+'8 F ⊂ X *#&�+'�/ �-�� � X &0��� +�3���7�E '� F &0��� +�3���)� ���+���#�

'�� X B���'�+( 9/:C/ �3�08� 3& '� BiC %&01���3& �'� '� f(F ) &0��� +�3���)� ���+���#�

'�� Y / ��� ���'�+( 9/" '� f(F ) &0��� *#&�+'� ���+���#� '�� Y / �

��� '� �������8 )�&'�� *�� ( &?7�G

���	
�� 9/ !� ����� (X, ρ) ������(� ����	
�� 
����� (Y, d) ����	
�� 
���� 
�	

f : (X, ρ) −→ (Y, d) ����
(�� 6+6 
�	 ���� ���� � f−1 : (Y, d) −→ (X, ρ) ����	 ������

����
(� 
�	 "�� � f ����	 ���	����$	�����

	�



�
������� >�+'8 F ⊂ X *#&�+'�/ ��*&0 �� %&�16&0 �'� '� (f−1)−1(F ) &0��� *#&�+'�

���+���#� '�� Y / >�38� (f−1)−1 = f *�� ��� (f−1)−1(F ) = f(F )/ ��� ���'�+( 9/.4BiiC
)1��3& '� +�3�)��+3�/ �

��;�7%;%#%" �� +�3�)��+3� '(� �������8 ���'�+(� %&� �+1�&� �� � (X, ρ)
%&� &0��� +�3���7�/ �/1/ 6&8�7+'& '� R 3& '( %��*��'7 3&'��*7 ρδ *�� )+'8 f : (R, ρδ) −→
(R, ρ) 3& f(x) = x ��� *�6& x ∈ R ���� ρ &0��� ( +��76(� 3&'��*7/ ��'& ( f &0��� +��&17�E

.A. *�� &�0 �##� %&� &0��� �3���3��-�+3��/ ����3�'�E ( '��'�'�*7 +����'(+( ��� '� (R, ρ)

+'� (R, ρδ) %&� &0��� +��&17� �-�� �/1
1
n

→ 0 +'�� (R, ρ) &�2
1
n

�→ 0 +'�� (R, ρδ)/
	1&'�*7 &0��� *�� ( &��3&�( ���'�+(/

���	
�� 9/ .� ����� X ������ 
�	 ρ, d ��� ����	
 � ��� X� !� � (X, ρ) ����	

������(� 
�	 � ������	
( ���"����� I : (X, ρ) −→ (X, d) ����	 ����
(� ���� �	 ����	
 �

ρ 
�	 d ����	 	����������

�
������� ���*��'&� ��� '(� ���'�+( 9/ ! �-�� ( I &0��� .A. *�� &�0/ �

���	
�� 9/  � ����� (X, ρ) ������(� ����	
�� 
���� 
�	 f : (X, ρ) −→ R ����
(�

���"������ ���� � f ���/"��	 � �	��� 
�	 ��"
	��� �	�(�

�
������� �� f(X) &0��� +�3���)� ���+���#� '�� R B���'�+( 9/.4 (i) C/ >��� &0���

-���3)�� *�� +��&�2� ����1&� '� M = sup f(X) *�� '� m = inf f(X)/ ��&�%7 '� f(X)
&0��� *�� *#&�+'� B���'�+( 9/"C )1��3& �'� m,M ∈ f(X)/ �

����
 9/ " B Lebesgue C� ����� X ������(� ����	
�� 
���� 
�	 {Gi}i∈I ���	
��


"����� ��� X� ���� ��"�
�	 δ > 0 ���� �	� 
"�� A ⊂ X �� diam(A) < δ ��"�
�	 i ∈ I

���� A ⊂ Gi�

�
������� =�� *�6& x ∈ X ����1&� ix ∈ I *�� εx > 0 2+'& S(x, εx) ⊂ Gix
/ �

��*��)�&�� {S(x,
εx

2
)}x∈X &0��� ����*'� *�#�33� '�� X *�� �-�� � X &0��� +�3���7A

� ����1��� n ∈ N *�� x1, x2, . . . , xn ∈ X 2+'& X =
n⋃

i=1

S(xi,
εxi

2
)/ �)'��3& δ =

1
2

min{εx1 , εx2 , . . . , εxn
}/

��'& δ > 0 *�� ��� *�6& A ⊂ X 3& diam(A) < δE A ⊂ S(y, δ) ��� �����%7��'& y ∈ A/

	��&�2� ��*&0 �� %&0?��3& �'� ��� *�6& y ∈ X ����1&� i ∈ I 2+'& S(y, δ) ⊂ Gi/ ����3�'�E

)+'8 y ∈ X/ �-�� X =
n⋃

i=1

S(xi,
εxi

2
) ����1&� k ∈ {1, 2, . . . , n} 2+'& y ∈ S(xk,

εxk

2
) *��

��� ��� '(� '���8��*7 ���+�'('� S(y, δ) ⊂ S(xk, εxk
) ⊂ Gixk

/ �

=�8�05��3& �'� *�6& +��&17� f : [a, b] −→ R &0��� *�� �3���3��-� +��&17�/ B�� ���')A

#&+3� ��'� )1&� 6&3&#�2%( +(3�+0� +'(� ���%&�?( '(� �#�*#(�8+�3�'('�� '8� +��&12�

+����'7+&8�/C =&��*� ��� +��&1&0� +����'7+&�� ���+3)�&� +& +�3���&0� 3&'��*��� 12����

*�� 3& '�3)� +& �����%7��'& 3&'��*� 12�� )1��3& '� &��3&��/

������
 9/ :� ����� (X, ρ) ������(� ����	
�� 
����� (Y, d) ����	
�� 
���� 
�	

f : (X, ρ) −→ (Y, d) ����
(�� ���� � f ����	 ���	����$� ����
(��

�
������� �� &-��3�+��3& '� �733� Lebesgue/ >�+'8 ε > 0/ �-�� ( f &0���

+��&17� ( ��*��)�&�� {f−1(S(y,
ε

2
))}y∈Y &0��� ����*'� *�#�33� '�� X/ ��� '� �733�

Lebesgue ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6& x1, x2 ∈ X 3& ρ(x1, x2) < δ ����1&� y ∈ Y

	�



2+'& x1, x2 ∈ f−1(S(y,
ε

2
))/ >��� f(x1), f(x2) ∈ S(y,

ε

2
) +��&�2� d(f(x1), f(x2)) ≤

d(f(x1), y) + d(y, f(x2)) < ε/ �

�)#��E 3�� &�%��-)���+� �%��'('� '8� +�3���2� 3&'��*2� 12�8�E &0��� *�� ( �*�#��A

6(G

���	
�� 9/ $� ����� (K, ρ) ������(� ����	
�� 
���� 
�	 T : (K, ρ) → (K, ρ)
	��������� ���� � T ����	 ����

�
������� >�+'8 �'� ( T %&� &0��� &�0/ >��� )1��3& '(� �*�#��6( *�'�+'�+(G

T [K] � K

;��#)���3& x0 ∈ K \ T [K] *�� ����'(���3& �'� &�&�%7 � K &0��� +�3���7�E ε0 =
ρ(x0, T [K]) > 0 *�� &�&�%7 ( T &0��� �+�3&'�0� ��� *�6& n ∈ N, ( Tn 6� &0��� &�0+(� �A

+�3&'�0� *�� ��� ρ(Tn(x0), Tn+1[K]) = ε0. >��� ��� *�6& m > n, Tm(x0) = Tn+1(Tm−n−1(x0)) ∈
Tn+1[K], +��&�2� ρ(Tn(x0), Tm(x0)) ≥ ε0 *�� ��� ( �*�#��60� (Tn(x0))n∈N %&� 3���&0

�� )1&� +��*#0���+� ���*�#��60� ��� &0��� �'��� ��� '( +�3���&�� '�� K. �

(� �+��. /������� ��
���
+� �
������ ������

��+����3& &%2 '(� )����� '�� �#�*� -���3)��� ���+���#�� &��� 3&'��*�� 12���/ �

)����� ��'7 &0��� ��*&'� *��'� 3& '(� +�3���&�� �##� ��� �+6&�7� ��� ��'7/ 	��*&*��3)A

�� ��8� 6� %��3&E )�� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) &0��� �#�*� -���3)�� ��

*�� 3��� �� *�6& �*�#��60� '�� �&��)1&� Cauchy ���*�#��60�/ >�'+� *�6& +�3���)� ��A

�+���#� '�� (X, ρ) &0��� �#�*� -���3)��E �##� '� ��'0+'��-� %&� +�3D�0�&� ���'� �-��

*�6& �*�#��60� Cauchy +& )�� ���+���#� A '�� (X, ρ) %&� +��*#0�&� �����0'('� +'� A

�##� ��'& *�� +'�� X, B&*'�� �� � X &0��� �#7�(�C/ ��0+(� ( )����� '�� �#�*� -���3)���

���+���#�� %&� 3&'�-)�&'�� +& �+�%���3&� 3&'��*)� +& ��'06&+( 3& '( +�3���&��/ �)#��E

( �%��'('� '�� �#�*� -���3)��� +���#��E *#(����3&0'�� +& �#� '� ���+���#� '��E *�'�

��� %&� +�3D�0�&� 3& '( +�3���&�� ��� *#(����3&0'�� 3��� +'� *#&�+'� ���+���#�/

;0���3& '�� ���+3� '�� �#�*� -���3)��� ���+���#�� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) :

������� 9/ 9� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12��� *�� A ⊂ X. �� A *�#&0'�� ��	
" $���� ��

�� ��� *�6& ε > 0 ����1&� �&�&��+3)�� F ⊂ A 2+'& A ⊂ ∪x∈F S(x, ε). �� A = X '�'& �

(X, ρ) 6� *�#&0'�� �#�*� -���3)��� 3&'��*�� 12���/ ��0+(� �� A = ∅, '�'& 6� 6&8���3&

�'� '� A &0��� �#�*� -���3)��/

�
�
	�������� ./ �� A ⊂ X, +�3���)�E '�'& '� A &0��� �#�*� -���3)��/ ����3�'�E

�� ε > 0 '�'& ( ����*'7 *�#�K( A ⊂ ∪x∈AS(x, ε) '�� A )1&� �&�&��+3)�( ���*�#�K( *��

��� ����1&� F ⊂ A �&�&��+3)�� 2+'& A ⊂ ∪x∈F S(x, ε).
 / �� A ⊂ X �#�*� -���3)��E '�'& '� A &0��� *�� -���3)��/ ����3�'�/ =�� ε = 1

����1&� F ⊂ A �&�&��+3)�� 2+'& A ⊂ ∪x∈F S(x, 1). ��&�%7 '� F &0��� �&�&��+3)��E

diam F = max{ρ(x, y) : x, y ∈ F} < ∞.

��*�#� '2�� ���*��'&� �'� diam A ≤ diam F + 2 < ∞.

"/ ��6& -���3)�� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� %&� &0��� *�'> ����*( �#�*� -���A

3&��/ �/1/ �&8�&0+'& '�� (R, ρδ) ���� ρδ ( %��*��'7 3&'��*7 Bρδ(x, y) = 1 �� x �= y *��

ρδ(x, y) = 0 �� x = yC/ ��'& � (R, ρδ) &0��� -���3)��� 3&'��*�� 12��� �##� �1� �#�*�

-���3)��� �-�� ��� ε = 1
2 , Sρδ

(x, 1
2 ) = {x} *�� ��� ��� *�6& F ⊂ R �&�&��+3)��E

∪x∈F Sρδ
(x, 1

2 ) = F �= R.

	�



����
 9/ ,� ����� (xn)n∈N �
������� ���� (X, ρ) � ��	� ���� 
"�� ���
�������

��� ��� ����	 Cauchy. ���� ��"�
��� ε > 0 
�	 M ⊂ N "��	��� ���� �	� 
"�� M ′ ⊂ M

"��	��� diam{xm : m ∈ M ′} > ε.

�
������� >�+'8 ���� ����8�7 +& �'���E �'� '� +�3�)��+3� %&� �+1�&�/ ��'& ���

*�6& ε > 0 *�� ��� *�6& ��&��� ���+���#� M '�� N ����1&� �&���')�8 ��&��� ���+���#�

M ′ '�� M 2+'& diam{xm : m ∈ M ′} ≤ ε. 	��&�2� ��� ε = 1 *�� ��� M = N ����1&�

M ′
1 ⊂ M ��&��� 2+'& diam{xm : m ∈ M ′

1} ≤ 1. �3�08� ��� ε = 1
2 *�� ��� M = M ′

1

����1&� M ′
2 ⊂ M ′

1 ��&��� 2+'& diam{xm : m ∈ M ′
2} ≤ 1

2 . 	��&105��'�� 3& '�� 0%�� '����

*�'�+*&��5��3& &���8��*� 3�� -60���+� �*�#��60�

N ⊃ M ′
1 ⊃ M ′

2 ⊃ · · · ⊃ M ′
n ⊃ . . .

��&��8� ���+���#8� '�� N 2+'& ��� *�6& n ∈ N,

diam{xm : m ∈ M ′
n} ≤ 1

n
.

>�+'8 M∞ = {m1,m2, . . . ,mn, . . . } 3�� %���8����0(+( '(� (M ′
n)n∈N %(#�%7 m1 <

m2 < · · · < mn < . . . *�� mn ∈ M ′
n ��� *�6& n ∈ N. ��'& ��� *�6& n ∈ N, {mk : k ≥ n} ⊂

M ′
n B�-�� mk ∈ M ′

k ⊂ M ′
n ��� *�6& k ≥ nC *�� ��� {xmk

: k ≥ n} ⊂ {xm : m ∈ M ′
n}.

	��&�2� ��� *�6& n ∈ N,

diam{xmk
: k ≥ n} ≤ diam{xm : m ∈ Mn} ≤ 1

n
.

��*�#� '2�� ���*��'&� �'� ( (xm)m∈M∞ &0��� 3�� Cauchy ���*�#��60� '(� (xn)n∈N,

�'���/ �

���	
�� 9/ <� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 A ⊂ X. ���� �� �
������ ����	

	���������

%6'� �� A ����	 ��	
" $���� ���

%8'� #"�� �
������� ��� A ���	 
�	 Cauchy ���
��������

�
������� B.C⇒B C/ >�+'8 �'� '� A &0��� �#�*� -���3)��/ ���6)'��3& ���� ����8�7

+& �'���E �'� ����1&� (xn)n 3& xn ∈ A, ��� *�6& n ∈ N 2+'& *�6& ���*�#��60� '(� (xn)n

%&� &0��� Cauchy. ��� '� ���(���3&�� #733� ����1��� ε > 0 *�� M ⊂ N ��&��� 2+'&

��� *�6& M ′ ⊂ M ��&���E diam{xm : m ∈ M ′} > ε. ��&�%7 '� A &0��� �#�*� -���3)��E

����1��� k ∈ N *�� x1, . . . , xk ∈ A 2+'& A ⊂ ∪k
i=1S(xi,

ε
2 ).

=�� *�6& i = 1, . . . , k 6)'��3& Mi = {m ∈ M : xm ∈ S(xi,
ε
2 )}. ��'& M = M1 ∪

· · · ∪ Mk *�� �-�� '� M &0��� ��&���+���#�E )�� '��#�1�+'�� ��� '� M1, . . . ,Mk &0���

��&���+���#�/ >��� ����1&� i0 ∈ {1, . . . , k} 2+'& Mi0 ⊂ M &0��� ��&���/ �##� '�'& {xm :
m ∈ Mi0} ⊂ S(xi0 ,

ε
2 ) *�� ���

diam{xm : m ∈ Mi0} ≤ diam S(xi0 ,
ε

2
) ≤ ε,

�'���/ >��� *�6& �*�#��60� +'� A �&��)1&� Cauchy ���*�#��60�/

��'0+'��-�E )+'8 A ⊂ X 3& '(� �%��'('� *�6& �*�#��60� +'� A �&��)1&� Cauchy
���*�#��60�/ �� %&0?��3& �'� '� A &0��� �#�*� -���3)��/ ��#� 3& ����8�7 +& �'���E ��

���6)+��3& �'� '� A %&� &0��� �#�*� -���3)��/ ��'& ����1&� ε > 0 2+'& ��� *�6& k ∈ N

*�� *�6& &��#��7 x1, . . . , xk +'��1&08� '�� A, A �⊂ ∪k
i=1S(xi, ε).

��(+�3����2�'�� '� �������8E *�'�+*&��5��3& &���8��*� 3�� �*�#��60� (xn)n +'�

A 3& ρ(xn, xm) ≥ ε, ��� *�6& n �= m, 8� &?7�G

	�



>�+'8 x1 ∈ A. ��&�%7 A �⊂ S(x1, ε), ����1&� x2 ∈ A 3& ρ(x1, x2) ≥ ε. �3�08�E &�&�%7

A �⊂ S(x1, ε) ∪ S(x2, ε) ����1&� x3 ∈ A 2+'& ρ(x1, x3) ≥ ε *�� ρ(x2, x3) ≥ ε. =&��*�E

)+'8 �'� )1��3& &��#)?&� x1, . . . , xk ∈ A 2+'& ρ(xi, xj) ≥ ε ��� *�6& i �= j, 1 ≤ i, j ≤ k.

��'& A �⊂ ∪k
i=1S(xi, ε) *�� +��&�2� ����1&� xk+1 ∈ A 2+'& ρ(xk+1, xi) ≥ ε ��� *�6&

i = 1, . . . , k.

���&�� ( �*�#��60� (xn)n∈N &0��� 3�� �*�#��60� +'� A ��� %&� �&��)1&� Cauchy
���*�#��60�E �'���/ >��� '� A &0��� �#�*� -���3)��/ �

� &��3&�( ���'�+( %&01�&� '(� �*��D7 +1)+( '(� )������ '(� +�3���&��� *�� '�� �#�*�

-���3)��� 3&'��*�� 12���/

���	
�� 9/ 4� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� �� ������� ����	 	���������

%6'� . (X, ρ) ����	 ������(�

%8'� . (X, ρ) ����	 ��	
" $���� ��� 
�	 ��(����

�
������� B.C⇒B C/ >�+'8 �'� � (X, ρ) &0��� +�3���7�/ ��'��17� ��� ���'�+( 9/<

)�&'�� �'� � (X, ρ) &0��� �#7�(�/ ;&01���3& �'� &0��� *�� �#�*� -���3)���/ >�+'8 ε > 0.

��'& X = ∪x∈XS(x, ε) *�� ��� ����1��� x1, . . . , xk ∈ X 2+'& X = ∪k
i=1S(xi, ε). >��� �

(X, ρ) &0��� �#�*� -���3)���/

B C⇒B.C/ �-�� � (X, ρ) &0��� �#�*� -���3)���E ��� '(� ���(���3&�( ���'�+( *�6&

�*�#��60� '�� �&��)1&� Cauchy ���*�#��60�/ ��&�%7 � (X, ρ) &0��� �#7�(� *�6& Cauchy
���*�#��60� '�� X &0��� +��*#0���+�/ >��� *�6& �*�#��60� '�� X �&��)1&� 3�� +��*#0A

���+� ���*�#��60� *�� +��&�2� � X &0��� +�3���7�/ �

;&01���3& '2�� �'� *�6& ���+���#� &��� �#�*� -���3)��� A ⊂ X &0��� *�� ��'� �#�*�

-���3)�� *�62� &�0+(� �'� *�� ( *#&�+'�'('� A '�� A &0��� �#�*� -���3)�� ���+���#�

'�� X.

���	
�� 9/"!� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 A ⊂ X ��	
" $���� ��� ����

%6'� #"�� ��������� ��� A ����	 ��	
" $���� ���

%8'� � 
��	������� ��� A, ����	 ��	
" $���� ���

�
������� B.C/ >�+'8 B ⊂ A *�� ε > 0. ��&�%7 '� A &0��� �#�*� -���3)�� ����1&�

)�� �&�&��+3)�� ���+���#� F '�� A 2+'& A ⊂ ∪x∈F S(x, ε
2 ) *�� ��� B ⊂ ∪x∈F S(x, ε

2 ).
�)'��3&

F ′ = {x ∈ F : S(x,
ε

2
) ∩ B �= ∅}.

��'& '� F ′ &0��� �&�&��+3)�� *�� )+'8 F ′ = {x1, . . . , xk}. >��� B ⊂ ∪k
i=1S(xi,

ε
2 ) 3&

S(xi,
ε
2 ) ∩ B �= ∅ ��� *�6& i = 1, . . . , k. ���#)���3& yi ∈ S(xi,

ε
2 ) ∩ B. ��'& S(xi,

ε
2 ) ⊂

S(yi, ε)E i = 1, . . . , k *�� ���

B ⊂ ∪k
i=1S(xi,

ε

2
) ⊂ ∪k

i=1S(yi, ε).

	��&�2� '� B &0��� �#�*� -���3)��/

B C/ >�+'8 A ( *#&�+'�'('� '�� A *�� ε > 0. �-�� '� A &0��� �#�*� -���3)��E ����1���

k ∈ N *�� x1, . . . , xk ∈ A 2+'& A ⊂ ∪k
i=1S(xi,

ε
2 ).


+1���5�3�+'& �'� A ⊂ ∪k
i=1S(xi, ε). �� ��'� %&�1'&0E '�'& &�&�%7 xi ∈ A ⊂ A ���

�#� '� i = 1, . . . , k 6� )1��3& �'� '� A &0��� �#�*� -���3)��/ ����3�'�/ >�+'8 y ∈ A.

��'& ����1&� x ∈ A 2+'& ρ(x, y) < ε
2 . ��&�%7 A ⊂ ∪k

i=1S(xi,
ε
2 ) ����1&� )�� '��#�1�+'��

i0 ∈ {1, . . . , k} 2+'& x ∈ S(xi0 ,
ε
2 ). >���

ρ(y, xi0) ≤ ρ(y, x) + ρ(x, xi0) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

	�



%(#�%7E y ∈ S(xi0 , ε) ⊂ ∪k
i=1S(xi, ε). +��&�2� A ⊂ ∪k

i=1S(xi, ε). �

������
 9/".� !� A ⊂ X ����	 ��	
" $���� ��� ���� 
"�� B ⊂ A ����	 ��	
" $���+

� ���

�
������� ��� '� B CE '(� ���(���3&�(� ���'�+(�E )1��3& �'� '� A &0��� �#�*�

-���3)�� *�� ��� ��� '� B.CE '� +�3�)��+3� )�&'�� �3&+�/ �

������
 9/" � #"�� ��������� ���� ��������� K ⊂ (X, ρ) ����	 ��	
" $���� ���

�
������� ��6& +�3���)� K &0��� �#�*� -���3)�� *�� +��&�2� *�6& K ′ ⊂ K &0���

*�� ��'� �#�*� -���3)��/ �

�
�
�����
� �� +���#� Q ∩ [0, 1] &0��� �#�*� -���3)�� *�� -��&�� �1� +�3���)�/

�#&0���3& '(� �������-� ��'7 3& '(� ����'7�(+( �'� ( )����� '�� �#�*� -���3)���

3&'��*�� 12��� %&� &0��� ���##�08'( *�'8 ��� �+�%���3&� 3&'��*&�E %(#�%7 �� � (X, ρ)
&0��� �#�*� -���3)��� *�� ( ρ′ &0��� �+�%���3( '(� ρ ��'� %&� +(3�0�&� �'� *�� � (X, ρ′) 6�
&0��� �#�*� -���3)���/ >��� ��#� ����%&��3� &0��� � (N, ρσ) *�� � (N, ρ) ���� ρσ(n,m) =
|n − m| *�� ρ(n,m) = | 1n − 1

m |. � (N, ρσ) %&� &0��� �#�*� -���3)��� B�-�� %&� &0���

-���3)���C &�2 � (N, ρ) &0��� �#�*� -���3)���G

>�+'8 ε > 0. �)'��3& n0 = [1ε ] + 1. 
+1���5�3�+'& �'� N = ∪n≤n0Sρ(n, ε). ����3�'�E
)+'8 n ∈ N. �� n < n0 '�'& n ∈ Sρ(n, ε) &�2 �� n ≥ n0 )1��3& �'�

ρ(n, n0) = | 1
n
− 1

n0
| =

1
n0

− 1
n

<
1
n0

< ε

*�� ��� n ∈ Sρ(n0, ε).
>�'+�E +& ��'06&+( 3& '(� +�3���&�� *�� �3��� 3& '(� �#(��'('�E ( )����� '�� �#�*�

-���3)��� 3&'��*�� 12��� %&� %��'(�&0'�� *�'8 ��� �+�%���3&� 3&'��*)�/

�#$%#&'#

�� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12���E K ⊂ X +�3���)� *�� F ⊂ X *#&�+'� 2+'& F∩K = ∅/
;&0?'& �'� ρ(K,F ) = inf{ρ(x, y) : x ∈ K, y ∈ F} > 0/ B���%&�?(G �&8�7+'& '(

+����'(+( f : (X, ρ) −→ R 3& f(x) = ρ(x, F ) *�� &?&'�+'& '� +���#� f(K)C/
�� ;2+'& ����%&��3� %�� *#&�+'2� ���+���#8� F1, F2 '�� R 2+'& F1 ∩ F2 = ∅ *��

ρ(F1, F2) = 0/
(� >�+'8 K +�3���)� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12���/ ;&0?'& �'� diam K < +∞ *��

�'� ����1��� x0, y0 ∈ K 2+'& diam K = ρ(x0, y0)/
)� �� K1,K2 &0��� %�� +�3���7 ���+���#� &��� 3&'��*�� 12��� (X, ρ) *�� K1∩K2 =

∅ %&0?'& �'� ����1��� x1 ∈ K1 *�� x2 ∈ K2 3& ρ(x1, x2) = ρ(K1,K2)/
*� >�+'8 {Fi : i ∈ I} ��*��)�&�� *#&�+'2� ���+���#8� &��� +�3������ 3&'��*��

12��� (X, ρ) 3& '(� �%��'('� '(� �&�&��+3)�(� '�37�/ �)'��3& F =
⋂
i∈I

Fi/ �� V &0���

����*'� ���+���#� '�� X *�� F ⊂ V %&0?'& �'� ����1��� n ∈ N *�� i1, . . . , in ∈ I

2+'&
n⋂

k=1

Fik
⊂ V / B���%&�?(G ���6)'��'��E �'� %&� �+1�&� '� +�3�)��+3� %&0?'& �'� ( (

��*��)�&�� *#&�+'2� ���+���#8� '�� XE {Fi : i ∈ I} ∪ {X \ V } )1&� '(� �%��'('� '(�

�&�&��+3)�(� '�37�/ ��'�#7?'& +& �'���/C

	�





���F���
� ,

���
�����
 ���	�������

�� $��. � �
�
 ����+�� ��
+
�,��	 ����������� ������!�
��

������� ,/.� >�+'8 (fn)n∈N �*�#��60� +����'7+&8� ���+3)�8� +& )�� +���#� X

3& '�3)� +'� R/ �� #)3& �'� ( (fn)n∈N ��������� ���� ������ �� ��� *�6& x ∈ X '�

���� lim
n→∞ fn(x) ����1&�/ 	& ��'7 '(� �&�0�'8+( ( +����'(+( f : X −→ R 3& f(x) =

lim
n→∞ fn(x) *�#&0'�� '� *�'� +(3&0� ���� '(� �*�#��60�� (fn)n∈N/

��6& �*�#��60� (fn)n∈N ��� +��*#0�&� *�'� +(3&0� *�#&0'�� ���� ������ ������#

����� �*�#��60� +����'7+&8�/

������� ,/ � >�+'8 fn : X −→ RE n = 1, 2, . . . �*�#��60� +����'7+&8� � (fn)n∈N

6� #)�&'�� ���� ������ Cauchy �*�#��60� +����'7+&8� �� ��� *�6& x ∈ X *�� *�6&

ε > 0 ����1&� n0 ∈ N B��� &?��'�'�� *�� ��� '� ε *�� ��� '� xC ')'��� 2+'& ��� *�6&

n,m ≥ n0 |fn(x) − fm(x)| < ε B%(#�%7 �� ��� *�6& x ∈ X ( �*�#��60� (fn(x))n∈N &0���

3�� �*�#��60� CauchyC/

���	
�� ,/"� ����� fn : X −→ R� n = 1, 2, . . . � �
������� ������(���� (fn)n∈N

����	 
��" ������ ���
������� �� 
�	 ���� �� ����	 
��" ������ Cauchy.

�
������� ���*��'&� �3&+� ��� '� �&����� �'� 3�� �*�#��60� ����3�'�*2� ���632�

+��*#0�&� �� *�� 3��� �� &0��� �*�#��60� Cauchy. �

�����
������

(i) >�+'8 fn : [0, 1] −→ RE n = 1, 2, . . . 3& fn(x) = xn ��� *�6& x ∈ [0, 1]/ ��'& &0���

&�*�#� �� %&�16&0 �'� �'� ( (fn)n∈N +��*#0�&� *�'� +(3&0� +'( +����'(+( f : [0, 1] −→ R

3& f(x) = 0 �� x ∈ [0, 1) *�� f(1) = 1/
(ii) >�+'8 fn : [0,+∞) −→ R 3&

fn(x) =

{
x �� 0 ≤ x ≤ n

n �� x > n.

��'& ( (fn)n∈N +��*#0�&� *�'� +(3&0� +'( +����'(+( f : [0,+∞) −→ R 3& f(x) = x ���

*�6& x ∈ [0,+∞)/
(iii) >�+'8 fn : R −→ R 3& fn(x) = (−1)nx ��� *�6& x ∈ R/ ��'& ( (fn)n∈N %&�

+��*#0�&� *�'� +(3&0�/

>�1��3& %&� �'� *�6& -���3)�( �*�#��60� ����3�'�*2� )1&� 3�� +��*#0���+� ��A

�*�#��60� B�&2�(3� Bolzano-WeierstrassC/ 
+1�&� *�'� ���#��� ��� �*�#��60&� ����A

3�'�*2� +����'7+&8�M 	��*&*��3)�� �� fn : X −→ RE n = 1, 2, . . . &0��� 3�� �*�#��60�

+����'7+&8� ')'��� 2+'& ��� *�6& x ∈ X ( �*�#��60� ����3�'�*2� ���632� (fn(x))n∈N

&0��� -���3)�(E '�'& ����1&� *�'� +(3&0� +��*#0���+� ���*�#��60� '(� (fn)n∈NM ��'�

�&��*� ���%&�*��&'�� �'� %&� &0��� +8+'�E �+1�&� �38� +'(� �&�0�'8+( ��� '� X &0���

���637+�3�/ ����3�'�E )1��3& '(� &?7� ���'�+(G

	�



���	
�� ,/:� ����� X ��	��(�	�� ������ 
�	 fn : X −→ R� n = 1, 2, . . . �
�������

�������	
�� ������(���� ���� �	� 
"�� x ∈ X � �
������� (fn(x))n∈N ����	 $���� ���

���� � (fn)n∈N  
�	 �	� 
��" ������ ���
������� ���
��������

�
������� >�+'8 *�'��17� �'� '� X &0��� �&�&��+3)��E X = {x1, x2, . . . , xk}/ ���
���6&+( ( (fn(x1))n∈N &0��� -���3)�( �*�#��60� +'� R *�� ���E ��� '� �&2�(3� Bolzano-
Weierstrass, )1&� +��*#0���+� ���*�#��60�/ 	��&�2� ����1&� N1 ⊂ N ��&��� 2+'& (

(fn(x1))n∈N1 �� &0��� +��*#0���+� �*�#��60� +'� R B%&0'& *�� '(� ���%&�?( '�� �&8�7A

3�'�� Bolzano-Weierstrass ��� '�� RkC/ >�3��� ( (fn(x2))n∈N &0��� -���3)�( ���'& *�� (

���*�#��60� '(� (fn(x2))n∈N1 &0��� &�0+(� -���3)�(/ 	��&�2� ����1&� N2 ⊂ N1 ��&���

2+'& ( (fn(x2))n∈N2 �� +��*#0�&�/ 	��&105��'�� 3& '�� 0%�� '���� *�'�+*&��5��3& ��&���

+���#� N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ · · · ⊃ Nk 2+'& ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k ( (fn(xi))n∈Ni
�� &0A

��� +��*#0���+� �*�#��60� +'� R/ >�'+� ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k ( (fn(xi))n∈Nk
&0���

+��*#0���+� 8� ���*�#��60� '(� (fn(xi))n∈Ni
/ ���3)�8� ( (fn)n∈Nk

&0��� *�'� +(3&0�

+��*#0���+� ���*�#��60� '(� (fn)n∈N/

���6)'��3& '2�� �'� '� X &0��� ��&��� X = {x1, x2, . . .}/ >��8� *�� �������8

*�'�+*&��5��3& ��&��� ���+���#� '�� NE N1 ⊃ N2 ⊃ · · · ⊃ Ni ⊃ Ni+1 ⊃ · · · 2A

+'& ��� *�6& i = 1, 2, . . . ( ���*�#��60� (fn(xi))n∈Ni
�� &0��� +��*#0���+�/ ���#)���3&

-�+�*��� n1 < n2 < · · · < ni < ni+1 < · · · 2+'& ��� *�6& i ∈ N, ni ∈ Ni *�� 6)'��3&

M = {n1, n2, . . . , ni, . . .}.

+1���5�3�+'& �'� ( ���*�#��60� (fn)n∈M '(� (fn)n∈N &0��� *�'� +(3&0� +��*#0���+�/

����3�'�E )+'8 x ∈ X/ ��'& ����1&� i ∈ N 2+'& x = xi/ � �*�#��60� (fn(xi))n∈M E

&*'�� 0+8� ��� '��� i − 1 ��2'��� ����� '(�E &0��� ���*�#��60� '(� (fn(xi))n∈Ni
�-��

��� '(� *�'�+*&�7 '�� M *�� '8� N1, N2, . . . )1��3& �'� {ni, ni+1, . . .} ⊂ Ni/ �-�+�� (

(fn(xi))n∈Ni
&0��� +��*#0���+� '� 0%�� +�3D�0�&� *�� ��� '(� (fn(xi))n∈M /

���3)�8� ( (fn(x))n∈M &0��� +��*#0���+� ��� *�6& x ∈ XE ���'& ( (fn)n∈M &0���

*�'� +(3&0� +��*#0���+� ���*�#��60� '(� (fn)n∈N/ �

�� ��
���
�/ ����+�� ��
+
�,��� ����������� ������!�
��

������� ,/$� >�+'8 fn : X −→ RE n = 1, 2, . . . �*�#��60� +����'7+&8� *�� f :
X −→ R/ � (fn)n∈N ��������� �������� � +'(� f �� ��� *�6& ε > 0 ����1&� n0 ∈ N

2+'& ��� *�6& n ≥ n0

|fn(x) − f(x)| < ε

��� �#� '� x ∈ X/

��6& �*�#��60� (fn)n∈NE fn : X −→ R ��� +��*#0�&� �3���3��-� +& 3�� f : X −→ R

6� *�#&0'�� �������� � ����������� ��������� +����'7+&8�/ �0��� +�-)� �'� �� (

(fn)n∈N +��*#0�&� �3���3��-� +'(� f '�'& +��*#0�&� *�� *�'� +(3&0� +'(� f / � %��-���

'8� %�� &����2� &0��� ( &?7�G �� ( (fn)n∈N +��*#0�&� *�'� +(3&0� +'(� f '�'& ��� *�6&

ε > 0 *�� ��� *�6& x ∈ X ����1&� -�+�*�� n0 ��� &?��'�'�� *�� ��� '� ε *�� ��� '� xE

2+'& ��� *�6& n ≥ n0 �� �+1�&� |fn(x) − f(x)| < ε/ �� ( (fn)n∈N +��*#0�&� �3���3��-�

+'(� f '�'& ��� *�6& ε > 0 D�0+*��3& )�� 3���%�*� n0 ∈ N ��� &?��'�'�� 3��� ��� '� ε

*�� &0��� *�'�##(#�� ��� �#� '� x/

������� ,/9� >�+'8 fn : X −→ RE n = 1, 2, . . ./ � �*�#��60� +����'7+&8� (fn)n∈N

*�#&0'�� �������� � Cauchy �� ��� *�6& ε > 0 ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n,m ≥ n0

|fn(x) − fm(x)| < ε

	




��� �#� '� x ∈ X/

���+)?'& *�� &%2 '(� 0%�� %��-��� B+1&'�*� 3& '(� &?��'(+( '�� n0 ��� '� ε *�� '�

xC 3& '(� ��'0+'��1( )����� '(� *�'� +(3&0� Cauchy �*�#��60��/

���	
�� ,/,� ����� fn : X −→ R� n = 1, 2, . . . � �
������� ������(���� (fn)n∈N

����	 ���	����$� ���
������� �� 
�	 ���� �� ����	 ���	����$� Cauchy.

�
������� >�+'8 �'� ( (fn)n∈N +��*#0�&� �3���3��-� +'(� f : X −→ R *�� )+'8

ε > 0/ ��'& ����1&� n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n ≥ n0E |fn(x)− f(x)| <
ε

2
��� �#� '� x ∈ X/

>��� ��� *�6& n,m ≥ n0E

|fn(x) − fm(x)| ≤ |fn(x) − f(x)| + |f(x) − fm(x)| <
ε

2
+

ε

2
= ε

��� �#� '� x ∈ X/ ���3)�8� ( (fn)n∈N &0��� �3���3��-� Cauchy.
��'�+'��-8�E )+'8 �'� ( (fn)n∈N &0��� �3���3��-� Cauchy. ��'& &0��� *�� *�'� +(3&0�

Cauchy *�� ��� *�'� +(3&0� +��*#0���+�E +��&�2� ����1&� f : X −→ R 2+'& ( �*�#��60�

(fn)n∈N �� +��*#0�&� *�'� +(3&0� +'(� f %(#�%7 lim
n→∞ fn(x) = f(x) ��� *�6& x ∈ X/ >�+'8

ε > 0/ �-�� ( (fn)n∈N &0��� �3���3��-� Cauchy ����1&� n0 2+'& ��� *�6& n,m ≥ n0E

|fn(x) − fm(x)| <
ε

2
��� �#� '� x ∈ X/ >��� ��� *�6& n

gen0

|fn(x) − f(x)| = |fn(x) − lim
m→∞ fm(x)| = lim

m→∞ |fn(x) − fm(x)| ≤ ε

2
< ε

��� �#� '� x ∈ X/ ���3)�8� ( (fn)n∈N &0��� �3���3��-� +��*#0���+�/ �

�� ����*�'8 *��'7��� ��� '(� �3���3��-( +��*#�+( �*�#��60�� +����'7+&8� &0���

��*&'� 1�7+�3�G

���	
�� ,/<� ����� fn : X −→ R� n = 1, 2, . . . �
������� ������(���� ��� ���
����	


��" ������ ���� f : X −→ R� 9 ����� Mn = sup
x∈X

|fn(x) − f(x)| �	� n = 1, 2 . . . ���� �

(fn)n∈N ���
����	 ���	����$� ���� f �� 
�	 ���� �� Mn → 0�

B� ���%&�?( &0��� �3&+( ��� '��� ���+3���/C

�����
������

(i) � fn : R −→ RE n = 1, 2, . . . 3& fn(x) =
sin x

n
&0��� �3���3��-� +��*#0���+�/

����3�'�E ��� *�6& x ∈ R &0��� lim
n→∞

sin x

n
= 0 *�� ��� ( (fn)n∈N +��*#0�&� *�'� +(3&0�

+'(� f = 0/ ��&�%7

sup
x∈R

|fn(x) − f(x)| = sup
x∈R

| sin x

n
| =

1
n

��� '(� ���(���3&�( ���'�+( )�&'�� �'� ( (fn)n∈N +��*#0�&� �3���3��-� +'(� f /

(ii) � �*�#��60� fn : R −→ R 3&

fn(x) =

{
0 �� x ≤ n

1 �� x > n

+��*#0�&� *�'� +(3&0� �##� �1� �3���3��-�/ ����3�'�E ��� *�6& x ∈ R lim
n→∞ fn(x) = 0

B�-�� ��� %&%�3)�� x ∈ R ����1&� -�+�*�� n0 2+'& x ≤ n0 ���'& fn(x) = 0 ��� *�6&

n ≥ n0C *�� ��� ( (fn)n∈N +��*#0�&� *�'� +(3&0� +'(� f = 0/ >�38� sup
x∈R

|fn(x)− f(x)| =

1 �→ 0 *�� ��� +�3-8�� 3& '(� ���(���3&�( ���'�+( ( (fn)n∈N %&� +��*#0�&� �3���3��-�/

	�



�)1�� ��'� '� +(3&0� �� �*�#��60&� +����'7+&8� ��� 6&8���+�3& &01�� �&%0� ���+3��

)�� ��6�0�&'� 3( *&�� +���#� X/ �� '� X &0��� )��� 3&'��*�� 12��� '�'& ( (fn)n∈N 3���&0

�� )1&� *����&� &���#)�� �%��'('&� �/1/ �� &0��� �*�#��60� +��&12� +����'7+&8�/ 	1&'�*�

)1��3& '(� �*�#��6( ���'�+(G

���	
�� ,/4� ����� (X, ρ) ����	
�� 
���� 
�	 fn : X −→ R n = 1, 2, . . . �	�

�
������� ����
�� ������(���� ��� ���
����	 ���	����$� ���� f � ���� 
�	 � f ����	

����
(� ���"������

�
������� >�+'8 x0 ∈ X *�� ε > 0/ �-�� ( (fn)n∈N +��*#0�&� �3���3��-� +'(� f

����1&� n0 ∈ N 2+'& |fn0(x)−f(x)| <
ε

3
��� �#� '� x ∈ X/ ��&�%7 ( fn0 &0��� +��&17� +'�

x0 ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6& x ∈ X 3& ρ(x, x0) < δ �� �+1�&� |fn0(x) − fn0(x0)| <
ε

3
/

>��� ��� *�6& x ∈ X 3& ρ(x, x0) < δ )1��3&G

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(x0)|+ |fn0(x0)− f(x0)| <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

+��&�2� ( f &0��� +��&17� +'� x0/ �-�� ��'� +�3D�0�&� ��� �#� '� x0 ∈ X ( f &0���

+��&17�/ �

�� +�3�)��+3� '(� �������8 ���'�+(� %&� �+1�&� ��� '(� *�'� +(3&0� +��*#�+(/

�/1/ ( �*�#��60� fn : [0, 1] −→ R 3& fn(x) = xn +��*#0�&� *�'� +(3&0� +& 3�� +����'(+(

f ��� &0��� �+��&17� +'� x0 = 1/ ��� '(� ���'�+( ,/4 )1��3& '� &?7� ����+3�G

������
 ,/.!� ����� (X, ρ) ����	
�� 
����� fn : X −→ R n = 1, 2, . . . �
�������

����
�� ������(���� ��� ���
����	 
��" ������ ���� f : X −→ R� !� � f ��� ����	

����
(� ���� � (fn)n∈N ��� ���
����	 ���	����$� ���� f �

�#$%#&'#

�� =�� '�� ����*�'8 �*�#��60&� +����'7+&8� �� &?&'�+&'& �� +��*#0���� *�'� +(3&0�

*�� �� +��*#0���� �3���3��-�G

BiC fn : R −→ R 3& fn(x) =
1
n

sin(n2x)E n = 1, 2, . . .

BiiC fn : [0, 1] −→ R 3& fn(x) =
nx

n + x
E n = 1, 2, . . .

BiiiC fn : [0,+∞) −→ R 3& fn(x) =
nx

n + x
E n = 1, 2, . . .

BivC fn : [0, 1] −→ R 3& fn(x) = (1 − x)n nx

nx + 1
E n = 1, 2, . . .

BvC fn : (0, 1) −→ R 3& fn(x) =
1

nx + 1
E n = 1, 2, . . .

BviC fn : [0, 1] −→ R 3& fn(x) = n2x(1 − x)nE n = 1, 2, . . .

BviiC fn : R −→ R 3& fn(x) =
x2 + nx

n
E n = 1, 2, . . .

BviiiC fn : R −→ R 3& fn(x) =
1
n

e−
x4
n E n = 1, 2, . . .

�� >�+'8 X �&�&��+3)�� +���#� *�� fn : X −→ RE n = 1, 2, . . . *�'� +(3&0� +��*#0A

���+� �*�#��60� +����'7+&8�/ ;&0?'& �'� ( (fn)n∈N &0��� *�� �3���3��-� +��*#0���+�/

(� >�+'8 f, fn : (X, ρ) −→ RE n = 1, 2, . . . 2+'& ( (fn)n∈N +��*#0�&� *�'� +(3&0�

+'(� f *�� *�6& fn &0��� Lipschitz 3& +'�6&�� M B��&?��'('� '�� nC/ ;&0?'& �'� ( f &0���

+��&17�/

)� >�+'8 (X, ρ) 3&'��*�� 12���E fn : X −→ RE n = 1, 2, . . . +��&1&0� +����'7+&�� 2+'&

( �*�#��60� (fn)n∈N +��*#0�&� �3���3��-� +'(� f : X −→ R/ ;&0?'& �'� �� (xn)n∈N &0���

3�� �*�#��60� +'� X *�� x0 ∈ X 3& xn → x0 '�'& fn(xn) → f(x0)/

��



*� >�+'8 (pn)n∈N �*�#��60� ��#�8��38� pn : R −→ R/ �� ( (pn)n∈N +��*#0�&�

�3���3��-� +'(� f : R −→ R '�'& ( f &0��� ��#�2��3�/ B���%&�?(G �-�� ( (pn)n∈N

+��*#0�&� �3���3��-� &0��� �3���3��-� Cauchy *�� ��� ����1&� n0 ∈ N 2+'& |pn(x) −
pm(x)| < 1 ��� *�6& n,m ≥ n0 *�� x ∈ R/ ����'(�7+'& �'� '� 3��� -���3)�� ��#�2��3�

+'� R &0��� '� +'�6&��/C

��





���F���
� <

#� ����� C[a, b]

�� <����������
� ���
� �
 �����

	'� �&-�#��� .E ��0+�3& '�� )����&� '�� %����+3�'�*�� 12��� *�� '(� ���3�� +& )A

�� %����+3�'�*� 12��/ 	'(� �������-� ��'7 6� +��&10+��3& '( 3&#)'( 3�� ���8 +'�

6)3�'� ��'� *�� &�%�*�'&�� ���8 +'(� )����� '(� D�+(� &��� %����+3�'�*�� 12���/ ��&�A

6�305��3& �'� �� X &0��� )��� %����+3�'�*�� 12��� *�� x1, x2, . . . , xn +'��1&0� '�� XE '�'&

'� x1, x2, . . . , xn *�#���'�� �������� ���"������ �� ( �+�'('� λ1x1 + · · · + λnxn = 0
���� λ1, . . . , λn ∈ R �+1�&� 3��� �'�� λ1 = · · · = λn = 0/ >��� ���+���#� A '�� X

*�#&0'�� �������� ���"������ ���+���#� '�� X �� *�6& �&�&��+3)�� ���+���#� '��

���'&#&0'�� ��� ���33�*� ��&?��'('� %����+3�'�/

>��� ���+���#� B '�� X *�#&0'�� $Hamel= >.� '�� X ��

BiC �� B &0��� ���33�*� ��&?��'('�/

BiiC =�� *�6& x ∈ X ����1��� n ∈ NE x1, . . . , xn ∈ B *�� λ1, . . . , λn ∈ R 2+'&

x = λ1x1 + · · · + λnxn/

���%&�*��&'�� �'� '� B ⊂ X &0��� D�+( '�� X �� *�� 3��� �� ��� *�6& x ∈ X 3&

x �= 0 ����1��� 3���%�*� n ∈ NE x1, . . . , xn %��-��&'�*� ��� %�� +'��1&0� '�� B *�� 3(

3(%&��*�0 ����3�'�*�0 ���63�0 λ1, . . . , λn 2+'& x = λ1x1 + · · ·+λnxn/ �*�3(E )��� �##��

1�7+�3�� ��� '� &��3&�� 1���*'(��+3�� '(� D�+(� &��� %����+3�'�*�� 12��� X &0��� �

&?7�G >��� ���+���#� B '�� X &0��� D�+( '�� X �� *�� 3��� �� '� B &0��� )�� 3&��+'�*�

���33�*� ��&?��'('� ���+���#� '�� X B%(#�%7 �� B′ ���33�*� ��&?��'('� ���+���#�

'�� X 3& B ⊂ B′ '�'& B = B′C/
� �������8 1���*'(��+3�� '(� D�+(� &��� %����+3�'�*�� 12��� +& +��%��+3� 3&

'� �733� '�� Zorn %0�&� '� &?7�G

������
 </. B>����?( D�+(� +& %����+3�'�*��� 12����C� #"�� �	�������	
�� 
����

X  
�	 /"���

�
������� �)'��3&

F = {A ⊂ X : �� A &0��� ���33�*� ��&?��'('� ���+���#� '�� X}.

	'� F ��05��3& '( +1)+( ≤ 8� &?7�G =�� A,B ∈ F E A ≤ B �� *�� 3��� �� A ⊂ B/ ���

'�� �������8 1���*'(��+3� '(� D�+(� ��*&0 �� %&�16&0 �'� '� (F ,≤) )1&� )�� 3&��+'�*�

+'��1&0�/ 	��&�2� ��� '� �733� '�� Zorn ��*&0 �� %&0?��3& �'� *�6& �#�+0%� C '�� F )1&�

��8 -���3� +'� F / ����3�'�E )+'8 C = {Ai}i∈I 3�� �#�+0%� +'� F / �)'��3& A =
⋃
i∈I

Ai/

��'& ��� *�6& i ∈ I, Ai ⊂ A *�� ���E �� A ∈ F 6� &0��� Ai ≤ A/ ���3)�&� #�����

�� %&�16&0 �'� A ∈ F / ����3�'�E )+'8 {x1, . . . , xn} )�� �&�&��+3)�� ���+���#� '�� A

3& n +'��1&0�/ ��'& ����1��� i1, . . . , in ∈ I 2+'& xk ∈ Aik
��� k = 1, . . . , n/ ��&�%7 '�

C &0��� �#�+0%� *�� Ai1 , . . . , Ain
∈ C ����1&� k0 ∈ {1, . . . , n} 2+'& Aik

≤ Aik0
��� *�6&

k = 1, . . . , n/ >�'+� �-�� xk ∈ Aik
⊂ Aik0

��� k = 1, . . . , n )1��3& {x1, . . . , xn} ⊂ Aik0
*��

��



&�&�%7 Aik0
∈ F '� x1, . . . , xn &0��� ���33�*� ��&?��'('�/ ���3)�8� '� A &0��� ���33�*�

��&?��'('� ���+���#� '�� X %(#�%7 A ∈ F / �

���%&�*��&'�� &�0+(� �'� %�� ����&+%7��'& D�+&�� &��� %����+3�'�*�� 12��� X &0A

��� �+��#(6�*)�/ %������� '�� %����+3�'�*�� 12��� X ���3�5&'�� ( �#(6�*�'('� 3���

D�+(� '�� *�� +�3D�#05&'�� 3& dim X/ ��0+(� )��� %����+3�'�*�� 12��� X ���3�5&'��

��&���%��+'�'�� �� 30� B*�� ��� *�6&C D�+( '�� &0��� ��&���+���#�/

>�+'8 '2�� (X, ‖ ‖) )��� %����+3�'�*�� 12��� &-�%��+3)��� 3& 3�� ���3�/ >��8� 7%(

)1��3& &��+(3��&� +'� �&-�#��� . ( ���3� ‖ ‖ &���&� 3�� 3&'��*7 ρ = ρ‖ ‖ +'� 12�� X

���� ρ(x, y) = ‖x− y‖ ��� *�6& x, y ∈ X/ � &��3&�( ���'�+( %0�&� *����&� �%��'('&� '8�

����*'2� +-���2� +& )�� %����+3�'�*� 12�� 3& ���3� (X, ‖ ‖)/

���	
�� </ � ����� (X, ‖ ‖) �	�������	
�� 
���� �� ������ ����

BiC B�C !� x ∈ X 
�	 ε > 0 ���� S(x, ε) = x + S(0, ε)�
BDC !� λ > 0� ε > 0 ���� S(0, λε) = λS(0, ε)�

BiiC X =
∞⋃

n=1
nS(0, ε) �	� 
"�� ε > 0�

�
������� (i)B�C >�+'8 y ∈ S(x, ε)/ �)'��3& z = y−x/ ��'& y = x+ z *�� ρ(z, 0) =
‖z − 0‖ = ‖y − x‖ = ρ(x, y) < ε/ >��� z ∈ S(0, ε) +��&�2� y ∈ x + S(0, ε)/ ���3)�8�
S(x, ε) ⊂ x + S(0, ε)/ ��'0+'��-�E )+'8 y ∈ x + S(0, ε)/ ��'& y = x + z 3& z ∈ S(0, ε)
%(#�%7 ‖z‖ = ‖z − 0‖ = ρ(z, 0) < ε/ >��� ρ(y, x) = ‖y − x‖ = ‖z‖ < ε ���'& y ∈ S(x, ε)/
���3)�8� x + S(0, ε) ⊂ S(x, ε). ��� '� ���(���3&�� )�&'�� �'� S(x, ε) = x + S(0, ε)/

BDC >�+'8 y ∈ S(0, λε)/ �)'��3& z =
1
λ

y/ ��'& ρ(z, 0) = ‖z − 0‖ = ‖z‖ = ‖ 1
λ

y‖ =
1
λ
‖y‖ =

1
λ
‖y − 0‖ =

1
λ

ρ(y, 0) <
1
λ

λε = ε ���'& z ∈ S(0, ε)/ ��&�%7 y = λz )1��3& �'�

y ∈ λS(0, ε)/ ��'0+'��-�E )+'8 y ∈ λS(0, ε)/ ��'& ����1&� z ∈ S(0, ε) 2+'& y = λz/ >���

ρ(y, 0) = ‖y − 0‖ = ‖y‖ = ‖λz‖ = λ‖z‖ = λ‖z − 0‖ = λρ(z, 0) < λεE %(#�%7 y ∈ S(0, λε)/
���3)�8� S(0, λε) = λS(0, ε)/
BiiC >�+'8 ε > 0. ��'& ��� *�6& x ∈ X ����1&� n ∈ N 2+'& ‖x‖ < nε B��1�37%&��

�%��'('�C/ >��� ρ(x, 0) = ‖x − 0‖ = ‖x‖ < nε %(#�%7 x ∈ S(0, nε)/ >��� ��� '� (i)BDC

x ∈ S(0, nε)/ ���3)�8� X =
∞⋃

n=1
nS(0, ε). �

���	
�� </"� ����� (X, ‖ ‖) �	�������	
�� 
���� �� ����� 
�	 Y �����	
�� ���+


���� ��� X ���� ��"�
�	 y ∈ Y 
�	 ε > 0 ���� S(y, ε) ⊂ Y � ���� Y = X�

�
������� �-�� S(y, ε) = y + S(0, ε) )�&'�� �'� S(0, ε) ⊂ Y / B����3�'�E �� z ∈
S(0, ε) '�'& y + z ∈ y + S(0, ε) = S(y, ε) ⊂ Y %(#�%7 ����1&� y′ ∈ Y 2+'& y + z = y′/
>��� z = y′ − y ∈ Y �-�� � Y &0��� ���33�*�� ���18��� '�� XC/

>�38� '�'& ��� *�6& λ > 0E λS(0, ε) ⊂ Y B��#� &�&�%7 � Y &0��� *#&�+'�� 8� ���� '��

���?&��C/ >��� X =
∞⋃

n=1
nS(0, ε) ⊂ Y / �

���-)���3& &%2 18�0� ���%&�?( *�� '(� &?7� ���'�+( B( ���%&�?( 6� %�6&0 +'� 3�6(3�

'(� 	����'(+��*7� ���#�+(�C/

���	
�� </:� ����� (X, ‖ ‖) �	�������	
�� 
���� �� ����� 
�	 Y �����	
�� ���+


���� ��� X �������� ��� �	"������� ���� � Y �� �� ����	
( ρ‖ ‖ ����	 ��(��� ����	
��


���� 
�	 "�� � (Y, ‖ ‖) ����	 
��	���� ���
���� ��� X�

��



��������	�G �� dim Y = 1 '�'& '� +�3�)��+3� '(� ���'�+(� &0��� �3&+� ��� '�

�&����� �'� � (Y, ρ‖ ‖) *�� � (R, ρ)E ���� ρ &0��� ( +��76(� 3&'��*7E &0��� �+�3&'��*�0/

����3�'�E &��#)���'�� y0 ∈ Y 3& ‖y0‖ = 1 '� {y0} &0��� D�+( '�� Y *�� ��� ��� *�6& y ∈ Y

����1&� 3���%�*� λ ∈ R 2+'& y = λy0/ �� ��0+��3& '(� ��&�*���+( T : (R, ρ) −→ (Y, ρ‖ ‖)
3& T (λ) = λy0 ( T &0��� �+�3&'�0� &�0 *�� ��� &�&�%7 � (R, ρ) &0��� �#7�(�E *�� � (Y, ρ‖ ‖)
8� �+�3&'��*�� 3& ��'�� 6� &0��� �#7�(� B���'0MC/

>���� %����+3�'�*�� 12��� 3& ���3� (X, ‖ ‖) *�#&0'�� 	
��� Banach �� � X 3& '(

3&'��*7 ��� &���&'�� ��� '( ���3� &0��� �#7�(� 3&'��*�� 12���/

���	
�� </$� !� (X, ‖ ‖) ����	 ���	���	"������ 
���� Banach ���� 
"�� Hamel /"��
��� X ����	 ������	��(�	���

�
������� >�+'8 B 3�� Hamel D�+( '�� X *�� �� ���6)+��3&E ���� ����8�7 +&

�'���E �'� ( B &0��� ���637+�3(E B = {x1, x2, . . .}/ =�� *�6& n = 1, 2, . . . 6)'��3& Xn '��

���33�*� 12�� ��� �����&'�� ��� '� %����+3�'� x1, . . . , xn/ ��'& X =
∞⋃

n=1
Xn *�� ���

���'�+( </: )1��3& �'� ��� *�6& n ∈ N � Xn &0��� *#&�+'�� ���18��� '�� X �-�� &0���

�&�&��+3)�(� %��+'�+(� Bdim Xn = nC/ ��� '� 6&2�(3� Baire )�&'�� �'� ����1&� n0 ∈ N

2+'& int(Xn0) �= ∅/ ��� � ���18��� Xn0 �&��)1&� 3�� ����*'7 +-�0�� '�� XE +��&�2� ���

���'�+( </"E X = Xn0 *�� ��� dim X = n0E �'��� %��'� � X &0��� ��&���%��+'�'��/ �

������
 </9� ����� (X, ‖ ‖) ���	���	"������ 
���� Banach 
�	 Y ���
���� ��� X

���� � U ��  
�	 ��	��(�	�� Hamel /"��� ���� � Y ��� ����	 
��	���� ���
���� ��� X�

�
������� ����3�'�E �� � Y 7'�� *#&�+'�� ���18��� '�� X '�'& 6� 7'�� �#7�(�

B�-�� � X &0��� �#7�(�C *�� ��� � (Y, ‖ ‖) 6� 7'�� 12��� Banach/ >��� *�6& D�+( '�� Y

6� 7'�� ��&����637+�3(E �'���/ �

������=�G � c00(N) 3& �����%7��'& ���3� %&� &0��� 12��� Banach/ ����3�'�E �
c00(N) )1&� ���637+�3( Hamel D�+(E '(� e1, e2, . . . . B;)� �&-�#��� ./C

�� � ������������	 ���
	 C[a, b] �
 � ����� ‖ ‖∞

>��8� )1��3& 7%( %&� +'� �&-�#��� .E '� +���#� C[a, b] �#8� '8� +��&12� ����A

3�'�*2� +����'7+&8� ��� ��05��'�� +'� *#&�+'� %��+'(3� [a, b]E &-�%��+3)�� 3& '(� ���+A

6&+( *�� '� D�638'� ��##��#�+��+3� ���5�3&�� *�'� +(3&0� ���'&#&0 )�� %����+3�'�*�

12��/ � C[a, b] &-�%��5&'�� 3& '( ���3� ‖ ‖∞ ���� ��� *�6& f ∈ C[a, b]E ‖f‖∞ =
sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]} B%&0'& '� �&-�#��� . ��� '(� ���%&�?( �'� ( ‖ ‖ &0��� ��'8�

���3�C/ >�'+� � C[a, b] &0��� 3&'��*�� 12��� 3& '( 3&'��*7 ρ∞ ��� &���&� ( ���3� ‖ ‖∞
B%(#/ ρ∞(f, g) = ‖f − g‖∞C/

���	
�� </,� ����� (fn)n∈N �
������� ���� C[a, b] 
�	 f ∈ C[a, b]� ����

BiC � �
������� (fn)n∈N ���
����	 ���� f �� ���� �� ����	
( ρ∞ �� 
�	 ���� �� �

(fn)n∈N ���
����	 ���	����$� ���� f �����(

fn
ρ∞→ f ⇔ � (fn)n∈N ���
����	 ���	����$� ���� f

BiiC � (fn)n∈N ����	 �
������� Cauchy ���� (C[a, b], ‖ ‖∞) �� 
�	 ���� �� � (fn)n∈N

����	 ���	����$� Cauchy �
������� ������(�����

� ���%&�?( &0��� �3&+( ��� '��� ���+3��� B%&0'& *�� �&-�#��� ,C/

��



������
 </<� . (C[a, b], ρ∞) ����	 ��(��� ����	
�� 
���� 
�	 "�� � (C[a, b], ‖ ‖∞)
����	 
���� Banach�

�
������� 	'� �&-�#��� , &0%�3& �'� 3�� �3���3��-� Cauchy �*�#��60� +��&12�

+����'7+&8� ���+3)�8� +& )�� 3&'��*� 12�� +��*#0�&� �3���3��-� +& 3�� +��&17 +����'(+(

B���'�+&�� ,/4 *�� ,/,C/ 	��&�2� ��� ���'�+( </, )1��3& �'� *�6& Cauchy �*�#��60A

� +'�� (C[a, b], ρ∞) &0��� +��*#0���+�/ ���3)�8� � (C[a, b], ρ∞) &0��� �#7�(� 3&'��*��

12���/ �

���	
�� </4� . C[a, b] ����	 ���	���	"������ �	�������	
�� 
���� 
�	 
"�� Hamel
/"�� ��� C[a, b] ����	 ������	��(�	���

�
������� �&8���3& '� +���#� +����'7+&8� A = {Pn : n = 0, 1, 2, . . .} ����

P0 = 1 B%(#/ P0(x) = 1 ��� *�6& x ∈ [a, b]C *�� Pn(x) = xn ��� *�6& n = 1, 2, . . . *��

x ∈ [a, b]/
���-��2� A ⊂ C[a, b]/ ��0+(� '� A &0��� ���33�*� ��&?��'('� +���#�/ ����3�'�E

�� n1 < · · · < nk -�+�*�0 *�� λ1, . . . , λk ∈ R 2+'& λ1Pn1 + · · · + λkPnk
= 0 %(#�%7

λ1x
n1+· · ·+λkxnk = 0 ��� *�6& x ∈ [a, b]E '�'& λ1 = · · · = λk = 0 B�-�� '� )�� ��#�2��3�

D�63�� m 3���&0 �� )1&� '� ��#� m �05&�C/ >��� '� A &0��� )�� ��&��� B���637+�3�C

���33�*� ��&?��'('� ���+���#� '�� C[a, b]E +��&�2� � C[a, b] &0��� ��&���%��+'�'��/ ���
'� �&2�(3� </< � (C[a, b], ‖ ‖∞) &0��� 12��� Banach *�� ��� ��� ���'�+( </$ *�6& Hamel
D�+( '�� C[a, b] &0��� ��&����637+�3(/ �

>���� ���33�*�� ���18��� '�� C[a, b] &0��� � 12��� '8� ��#�8��38� +'� [a, b] ���
+�3D�#05&'�� 3& P [a, b]/ �&��*)� �%��'('&� '�� P [a, b] �&�����-��'�� +'(� �*�#��6( ���A

'�+(/

���	
�� </.!� BiC . P [a, b] ����	  ��� ���	���	"������ �����	
�� ���
���� ���

C[a, b] �� ��	��(�	�� Hamel /"���
BiiC . P [a, b] ��� ����	 
��	���� ���
���� ��� C[a, b]�

�
������� (i) �0��� &�*�#� �� %&�16&0 B%&� *�� ���%&�?( '(� ���'�+(� </4C �'� '�

+���#� {Pn : n = 0, 1, 2, . . .} ���� Pn(x) = xnE n = 1, 2, . . . *�� P0(x) = 1 &0��� Hamel
D�+( '�� P [a, b]/
(ii) >��&'�� �3&+� ��� '� ����+3� </9 �-�� � P [a, b] )1&� ���637+�3( Hamel/ �

	'� +(3&0� ��'� ���-)���3& 18�0� ���%&�?( )�� ��� '� �#)�� &�'��8+��*� 6&8�73�'�

'(� ����3�'�*7� ���#�+(�/

������
 </.. B WeierstrassC� . P [a, b] ����	 ��
��� ���
���� ��� (C[a, b], ρ∞) %
�	

"�� �	� 
"�� ����
( f : [a, b] −→ R ��"�
�	 �
������� ���������� (pn)n∈N ��� C[a, b]
���� pn

ρ∞→ f'�

�� �&2�(3� Weierstrass )1&� *�� '(� &?7� &�%��-)���+� +��)�&��/

���	
�� </. � . (C[a, b], ρ∞) ����	 �	�
����	��� ����	
�� 
�����

������
�� 	�� �
�������� �� +�3D�#0+��3& 3& PQ[a, b] '� +���#� �#8� '8� ��#�8��38�
'�� P [a, b] ��� )1��� �('��� +��'&#&+')�/ ��'& ���%&�*��&'�� �'�

BiC �� PQ[a, b] &0��� ���637+�3�/
BiiC =�� *�6& p ∈ P [a, b] *�� *�6& ε > 0 ����1&� q ∈ PQ[a, b] 2+'& ‖p − q‖∞ < ε/

�	



��� '� �&2�(3� Weierstrass *�� '� (ii) )�&'�� �'� '� +���#� PQ[a, b] &0��� ��*�� +'��

(C[a, b], ρ∞)/ ����3�'�E �� f ∈ C[a, b] *�� ε > 0 '�'& ��� '� �&2�(3� Weierstrass ����1&�
p ∈ P [a, b] 2+'& ρ∞(f, p) <

ε

2
/ ��� '� (ii) ����1&� q ∈ PQ[a, b] 2+'& ρ∞(p, q) <

ε

2
/ >���

��� '(� '���8��*7 ���+�'('� )�&'�� �'� ρ∞(f, q) <
ε

2
+

ε

2
= ε/ 	��&�2� PQ[a, b] = C[a, b]

*�� �-�� '� PQ[a, b] &0��� ���637+�3� )�&'�� '� +�3�)��+3�/ �

�#&0���3& ��'7 '(� �������-� %&01���'�� �'� � (C[a, b], ρ∞) &0��� 3���%�*�� ���

���K( �+�3&'�0�� ��� �#� '� a < b *�� 3�#�+'� '��'05&'�� 3& '�� (C[0, 1], ρ∞)/

���	
�� </."� ����� a, b ∈ R �� a < b� ���� � (C[a, b], ρ∞) ����	 	������	
�� �� ���

(C[0, 1], ρ∞)�

�
������� >�+'8 φ : [0, 1] −→ [a, b] 3& φ(t) = (1 − t)a + tb ��� *�6& t ∈ [0, 1]/ � φ

&0��� �3���3��-�+3�� '�� [0, 1] 3& '� [a, b]/ �)'��3& T : (C[a, b], ρ∞) −→ (C[0, 1], ρ∞) 3&

T (f) = f ◦φ ��� *�6& f ∈ C[a, b]/ ��'& ( T &0��� �+�3&'�0� &�0 '�� (C[0, 1], ρ∞)/ ����3�'�
��� *�6& f, g ∈ (C[a, b], ρ∞) )1��3& ρ∞(Tf, Tg) = ‖Tf−Tg‖∞ = sup{|f(φ(t))−g(φ(t))| :
t ∈ [0, 1]} = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [a, b]} = ‖f − g‖∞ = ρ∞(f, g) *�� &���#)�� ( T &0���

&�0 �-�� �� g ∈ C[0, 1] '�'& ( f = g◦φ−1 ��7*&� +'�� C[a, b] *�� T (f) = g◦φ−1◦φ = g/ �

��������	�G � ��&�*���+( T +'(� �������8 ���%&�?( &0��� &���#)�� *�� ���33�*7

%(#�%7 T (λf + μg) = λT (f) + μT (g) ��� *�6& f, g ∈ C[a, b] *�� λ, μ ∈ R/

(� '�
���
�
�	 
��
���
�
	 ������!�
�� ��� �
 ?
�� �� Arzela�

������� </.:� >�+'8 (X, ρ), (Y, d) 3&'��*�0 12���E F 3�� ��*��)�&�� +����'7+&8�

��� '�� (X, ρ) +'�� (Y, d) *�� x0 ∈ X. � F *�#&0'�� �������	
� ��� x0 �� ��� *�6&

ε > 0 ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6& x ∈ X 3& ρ(x, x0) < δ *�� *�6& f ∈ F �� �+1�&�

d(f(x), f(x0)) < ε.

�� ( F &0��� �+�+��&17� +& *�6& x ∈ X '�'& ( F *�#&0'�� �������	
� ����������

������
���� ��� X.

�
�
	������ �� ( F &0��� �+�+��&17� +'� x0 ∈ X, '�'& &0��� �3&+� ��� '�� ���+3�

�'� *�6& f ∈ F &0��� +��&17� +'� x0. �##� �� ( F &0��� ��*��)�&�� +��&12� +����'7+&8�

+'� x0 %&� )�&'�� *�'> ����*( �'� ( F &0��� �+�+��&17� +'� x0, %��'� ��)�&� '� δ �� 3(�

&?��'�'�� ��� '(� +����'(+( f ∈ F . B;&0'& *�� '� %&�'&�� ����%&��3� ����*�'8/C

�
�
�����
� �� X = Y = R *�� ρ ( +��76(� 3&'��*7 +�� R '�'& ( ��*��)�&�� F
'8� +'�6&�2� ����3�'�*2� +����'7+&8� &0��� �+�+��&17�/

�
�
�����
� ��

F = {fn : [0, 2π] → R : fn(x) = sin nx, n = 1, 2, . . . }

'�'& ( F &0��� ��*��)�&�� +��&12� +����'7+&8� �##� %&� &0��� �+�+��&17� +& *��)��

+(3&0� x ∈ [0, 2π]. ����3�'�E )+'8 x0 ∈ [0, 2π] *�� ε = 1
2 . �� ( F 7'�� �+�+��&17� +'�

x0 6� )��&�& �� ��7�1& δ > 0 2+'& ��� *�6& x ∈ [0, 2π] 3& |x − x0| < δ �� �+1�&� �'�

|fn(x0) − fn(x)| < 1
2 ��� *�6& n = 1, 2, . . . . ���#)���3& n0 ∈ N 2+'& 2π

n0
< δ. >�+'8

n ≥ n0. ��'& ( fn )1&� �&�0�%� 2π
n < δ *��

[0, 2π] = ∪n
k=1

[ (k − 1)2π

n
,

k · 2π

n

]
.

��



>��� ����1&� k ∈ {1, . . . , n} 2+'& x0 ∈ [ (k−1)2π
n , k·2π

n ] *�� &���#)�� ����1��� x1, x2 ∈
[ (k−1)·2π

n , k·2π
n ] 2+'& fn(x1) = 1, fn(x2) = −1. >�38�

|x1 − x0| <
2π

n
< δ

*�� �3���

|x2 − x0| <
2π

n
< δ.

>��� 6� )��&�&

2 = |fn(x1) − fn(x2)|
≤ |fn(x1) − fn(x0)| + |fn(x2) − fn(x0)|

<
1
2

+
1
2

= 1,

�'���/

������� </.$� >�+'8 (X, ρ), (Y, d) 3&'��*�0 12��� *�� F ��*��)�&�� +����'7+&8�

��� '�� X +'�� Y. � F *�#&0'�� �������� � �������	
� �� ��� *�6& ε > 0 ����1&�

δ > 0 2+'& ��� *�6& x1, x2 ∈ X 3& ρ(x1, x2) < δ *�� ��� *�6& f ∈ F �� �+1�&� �'�

d(f(x1), f(x2)) < ε.

�
�
	������ ��� '�� �������8 ���+3�E )1��3& �'� *�6& �3���3��-� �+�+��&17�

��*��)�&�� +����'7+&8� &0��� *�� �+�+��&17� +'� X. � %��-��� D�0+*&'�� +'� �'� &%2

'� δ %&� &?��'�'�� ��� '� +(3&0� x0 �##� 3��� ��� '� ε. >�1��3& %(#�%7 )�� ��'0+A

'��1� -����3&�� 3& ��'� '(� +��)1&��� *�� '(� �3���3��-(� +��)1&��� 3��� +����'(+(�/

����'(�&0+'& &�0+(� �'� �� ( F &0��� �3���3��-� �+�+��&17�E '�'& *�6& f ∈ F &0���

�3���3��-� +��&17� +����'(+(/

���	
�� </.9� ����� (X, ρ), (Y, d) ����	
�� 
���	 
�	 F  �� �������� �� ������

������(���� ��� ��� X ���� Y. ����

B.C !� � F ����������	 ��� ����
��� ������(��	�� ���� � F ����	 	������
(��

B C !� � F ����������	 ��� ���	����$� ����
��� ������(��	�� ���� � F ����	 ���	�+

���$� 	������
(��

�
������� >�+'8 F = {f1, . . . , fn}. =�� '� B.CE �� ���6)+��3& �'� x0 ∈ Q *�� ε > 0.

��'& ��� *�6& k = 1, . . . , n ����1&� δk > 0 2+'& ��� *�6& x ∈ X �� ρ(x, x0) < δk '�'&

d(fk(x), fk(x0)) < ε. �)'��3& δ = min{δk : k = 1, . . . , n}. ��'& δ > 0 *�� ��� *�6&

k = 1, . . . , n *�� x ∈ Q 3& ρ(x, x0) < δ 6� )1��3& d(fk(x), fk(x0)) < ε. �-�� ��'�

+�3D�0�&� ��� *�6& x0 ∈ X *�� *�6& ε > 0 ( F &0��� �+�+��&17�/

=�� '� B CE ( ���%&�?( &0��� ���#��(E *�� �-7�&'�� 8� �+*(+( +'�� �����2+'(/ �

���	
�� </.,� ����� (X, ρ), (Y, d) ����	
�� 
���	� 
�	 F 	������
(� �	
�� ��	�

������(���� ��� ��� X ���� Y. !� � (X, ρ) ����	 ������(� ����	
�� 
����� ���� � F
����	 ���	����$� 	������
(��

�
������� >�+'8 ε > 0. �-�� ( F &0��� �+�+��&17�E ��� *�6& x ∈ X ����1&� δx > 0
2+'& ��� *�6& y ∈ X 3& ρ(y, x) < δx *�� ��� *�6& f ∈ F �� )1��3& �'� d(f(y), f(x)) < ε

2 .

�-�+��

X = ∪x∈XSρ(x, δx)

*�� X +�3���7�E ��� '� �733� Lebesgue B%&0'& '� *&-�#��� ��� '��� +�3���&0� 3&'��*���

12����CE )1��3& �'� ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6& ���+���#� A '�� X 3& diam A < δ ��

�




�+1�&� �'� A ⊂ Sρ(x, δx) ��� *����� x ∈ X. 	��&�2�E ��� *�6& x1, x2 ∈ X 3& ρ(x1, x2) < δ

����1&� x ∈ X 3& x1, x2 ∈ Sρ(x, δx), %(#�%7 ρ(x1, x) < δx *�� ρ(x2, x) < δx ���'& *��

d(f(x1), f(x)) < ε/2, d(f(x2), f(x)) < ε/2 ��� *�6& f ∈ F . >��� ��� *�6& x1, x2 ∈ X 3&

ρ(x1, x2) < δ *�� ��� *�6& f ∈ F

d(f(x1), f(x2)) ≤ d(f(x1), f(x)) + d(f(x2), f(x)) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

�

�
�
	������ ��'0+'��1� -����3&�� &01�3& %&0 *�� +'�� +��&1&0� +����'7+&�� f :
(X, ρ) → (Y, d) ���� (X, ρ) +�3���7�/ ;(#�%7 �� ( f &0��� +��&17� *�� � (X, ρ) +�3���7�
3&'��*�� 12���E '�'& ( f &0��� �3���3��-� +��&17�/ B;&0'& '� �&-�#��� '8� +�3���2�

3&'��*2� 12�8�/C

	'� &��3&�� 6� �+1�#(6��3& 3& �+�+��&1&0� ��*��)�&�&� +����'7+&8� ��� )�� *A

#&�+'� -���3)�� %��+'(3� [a, b] '�� R +'� R.

���	
�� </.<� ����� F ⊂ C[a, b] 	������
(� �	
�� ��	�� ���� � F ���� (C[a, b], ρ∞)
����	 	������
(��

�
������� >�+'8 x0 ∈ [a, b] *�� ε > 0. �-�� ( F &0��� �+�+��&17�E ����1&� δ > 0
2+'& ��� *�6& x ∈ [a, b] 3& |x − x0| < δ *�� *�6& f ∈ F ,

|f(x) − f(x0)| < ε/3.

�� g ∈ F '�'& ����1&� f ∈ F 2+'& f ∈ Sρ∞(g, ε/3) %(#�%7

‖f − g‖∞ = sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ [a, b]} < ε/3.

�##� '�'& ��� *�6& x ∈ X 3& |x − x0| < δ 6� )1��3&

|g(x) − g(x0)| ≤ |g(x) − f(x)| + |f(x) − f(x0)| + |f(x0) − g(x0)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

>��� ��� *�6& g ∈ F *�� ��� *�6& x ∈ [a, b] 3& |x − x0| < δ 6� )1��3& �'� |g(x) −
g(x0)| < ε. 	��&�2� ( *#&�+'�'('� F '�� F +'�� (C[a, b], ρ∞) &0��� �+�+��&17� ��*��)�&��
+����'7+&8�/ �

���	
�� </.4� !� K ⊂ (C[a, b], ρ∞) ����	 ������ �� ���� �� K ����	 	������
 ��

�
������� >�+'8 x0 ∈ [a, b] *�� ε > 0. ��'&

K ⊂ ∪f∈KSρ∞(f, ε/3)

���'& ����1��� f1, . . . , fn ∈ K 2+'&

K ⊂ ∪n
i=1Sρ∞(fi, ε/3).

��&�%7 '� {f1, . . . , fn} &0��� )�� �&�&��+3)�� ���+���#� '�� C[a, b] ��� '(� ���'�+( </.9E

'� {f1, . . . , fn} &0��� �+�+��&1)� *�� +��&�2� ����1&� δ > 0 2+'& ��� *�6& i = 1, . . . , n *��

*�6& x ∈ [a, b] 3& |x− x0| < δ �� )1��3& |fi(x)− fi(x0)| < ε/3. ��'& ��� *�6& f ∈ K *��

*�6& x ∈ [a, b] 3& ρ(x, x0) < δ �+1�&� �'� |f(x)−f(x0)| < ε *�� ��� '� K &0��� �+�+��&1)�/

����3�'�/ >�+'8 f ∈ K. ��'& ����1&� i ∈ {1, . . . , n} 2+'& f ∈ Sρ∞(fi, ε/3). 	��&�2�E
��� *�6& x ∈ [a, b] 3& |x − x0|, < δ 6� )1��3&

|f(x) − f(x0)| ≤ |f(x) − fi(x)| + |fi(x) − fi(x0)| + |fi(x0) − f(x0)|
< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

��



�

����
 </ !� !� (fn)n 	������
(� �
������� ���� (C[a, b], ρ∞) ���� �	� 
"�� ����

q ∈ Q∩[a, b] � �
������� (fn(q))n ����	 /��	
( ���� R, ���� � (fn)n ����	 /��	
( �
�������

���� (C[a, b], ρ∞).

�
������� >�+'8 ε > 0. ��)�&� �� D���3& n0 ∈ N 2+'& ��� *�6& n,m ≥ n0.

‖fn − fm‖∞ = sup{|fn(y) − fm(y)| : y ∈ [a, b]} < ε B.C

�-�� ( (fn)n &0��� �+�+��&17� �*�#��60�E ��� *�6& x ∈ [a, b] ����1&� δx > 0 2+'& ���

*�6& y ∈ [a, b] 3& |y − x| < δx *�� ��� *�6& n = 1, 2, . . . ,

|fn(y) − fn(x)| < ε/6. B C

>�1��3& �'� [a, b] ⊂ ∪x∈[a,b](x − δx, x + δx) *�� &�&�%7 '� [a, b] &0��� +�3���)�E ����1���
N ∈ N *�� x1, . . . , xN ∈ [a, b] 2+'&

[a, b] ⊂ ∪N
i=1(xi − δxi

, xi + δxi
). B"C

��� '(� ��*��'('� '8� �('2� +'� R, ����1��� �('�0 q1, . . . , qN ∈ Q 2+'& ��� *�6&

i = 1, . . . , N qi ∈ (xi − δxi
, xi + δx−i). ��&�%7 ��� *�6& i = 1, . . . , N ( (fn(qi))n &0���

Cauchy +'�� R ����1&� ni ∈ N 2+'& ��� *�6& n,m ≥ ni,

|fn(qi) − fm(qi)| < ε/6. B:C

�)'��3& n0 = max{ni : i = 1, . . . , N}. 
+1���5�3�+'& �'� ��> ��'� '� n0 �*������&0'��

( B.C/ ����3�'�/ >�+'8 n,m ≥ n0 *�� y ∈ [a, b]. ��'& ����1&� i ∈ {1, . . . , N} 2+'&

|y − xi| < δxi
B��� '(� B"C/C ��'&

|fn(y) − fm(y)| ≤|fn(y) − fn(xi)| + |fn(xi) − fn(qi)|
+ |fn(qi) − fm(qi)| + |fm(qi) − fm(xi)|
+ |fm(xi) − fm(y)|

<ε/6 + ε/6 + ε/6 + ε/6 + ε/6

<5ε/6

B��� B CE B:C *�� '�� ���+3� '�� n0. C

>��� ��� *�6& n,m ≥ n0,

‖fn − fm‖∞ = sup{|fn(y) − fm(y)| : y ∈ [a, b]} ≤ 5ε/6 < ε.

�

������
 </ . BArzela)� ����� K ⊂ (C[a, b], ρ∞). �� ������� ����	 	���������

B.C �� K ����	 ������ ��

B C �� K ����	 
��	���� $���� �� 
�	 	������
 ��

�
������� B.C⇒B C/ �-�� '� K &0��� +�3���)� ���+���#� &��� 3&'��*�� 12���E

&0��� *#&�+'� *�� -���3)��/ B%&� �&-�#��� ��� +�3���&0� 3&'��*��� 12����/C ��� '(�

���'�+( </.4 &0��� *�� �+�+��&1)�/

B C⇒B.C/ ��*&0 �� %&�16&0 �'� *�6& �*�#��60� +'� K )1&� +��*#0���+� ���*�#��60�

+'� K. ����3�'�E )+'8 �*�#��60� (fn)n +'� K. ��&�%7 '� K &0��� -���3)�� ����1&�

M > 0 2+'& ‖fn‖∞ ≤ M ��� *�6& n ∈ N . >�+'8 D = Q∩[a, b]. ��'& '� D &0���

���637+�3� *�� ��� '(� ���'�+( ,/: ( (fn|D)n )1&� *�'� +(3&0� +��*#0���+� ���*�#��60�/

>�+'8 (fkn
)n ( ���*�#��60� '(� (fn)n 2+'& ( (fkn

|D)n &0��� *�'� +(3&0� +��*#0���+�/


�



�##� '�'& ( (fkn
(q))n &0��� D�+�*7 ��� *�6& q ∈ Q∩[a, b]. ��&�%7 ( (fkn

) &0��� �+�+��&17�
B8� ���+���#� �+�+��&1���C ��� '� �733� </ ! )1��3& �'� ( (fkn

) &0��� D�+�*7 +'��

(C[a, b], ρ∞). ��� '(� �#(��'('� '�� (C[a, b], ρ∞) )1��3& �'� ����1&� f ∈ C[a, b] 2+'&
fkn

ρ∞→ f. �)#��E &�&�%7 '� K &0��� *#&�+'� )1��3& �'� f ∈ K. �

�
�
	������ ./ � 1���*'(��+3�� '(� +�3���&��� 3)+8 �+�+��&12� +����'7+&8�

%&� 3���&0 �� &�&*'�6&0 +'(� �&�0�'8+( '�� �&��*�� 3&'��*�� 12��� *�� +'(�05&'�� +'�

�&����� �'� '� +'��1&0� '�� 3&'��*�� 12��� C[a, b] &0��� +��&1&0� +����'7+&��/

 / �� �&2�(3� Arzela �+1�&� �&��*�'&�� +'�� (C(X), ρ∞) ���� (X, ρ) &0��� +�3���7�
3&'��*�� 12��� *��

C(X) = {f : X → R : f +��&17�}.

�#$%#&'#

�� ;&0?'& �'� '� +���#� LipM = {f : (X, ρ) → (Y, d) : � f &0��� M −Lipschitz} &0���

�+�+��&1)�E ��� *�6& M > 0.

�� ;&0?'& �'� '� +���#�

F = {F ∈ C[a, b] : ����1&� f ∈ C[a, b] 3& ‖f‖∞ ≤ 1

2+'& F (x) =

x∫
a

f(t)dt ��� *�6& x ∈ (a, b]}

&0��� �+�+��&1)�/

(� >�+'8 fn, f ∈ C[a, b], n = 1, 2, . . . 2+'& fn
ρ∞→ f. ;&0?'& �'� '� +���#� {fn : n ∈

N} ∪ {f}, {fn : n ∈ N} &0��� �+�+��&17/

)� >�+'8 (X, ‖ ‖) %����+3�'�*�� 12��� 3& ���3�E Y ���33�*�� ���18��� '�� X/ ��

x ∈ X *�� λ ∈ R %&0?'& �'�

ρ‖ ‖(λx, Y ) = |λ|ρ‖ ‖(x, Y ).


�





���F���
� 4

$������	 �������� �����

>�+'8 A1, A2, . . . , Ak 3�� �&�&��+3)�( �*�#��60� 3( *&�2� +���#8�/ �� *��'&+����

����3&��
k∏

i=1

Ai ��05&'�� 3& ���#��� '���� 3& '� Rk/ ;(#�%7

k∏
i=1

Ai = {(a1, a2, . . . , ak) : ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , k }

�� *��'&+���� ����3&�� +���#8� &0��� )�� ��� '� D�+�*� &���#&0� %(3�����0�� �)8�

+���#8�/ �& ���#��� '���� ��05&'�� '� ��&��� ����3&�� +���#8�/ >�'+� �� (Ai)i∈N &0���

3�� �*�#��60� 3( *&�2� +���#8� '�'&

∏
i∈N

Ai = {(ai)i∈N : ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . }

%(#�%7 '� +'��1&0� '�� ����3)���
∏
i∈N

Ai &0��� �� �*�#��60&� (ai)i∈N ��� �*��������� '��

�&�����+3� �'� ai ∈ Ai/ � ���+3�� '�� ��&0��� ����3)��� &�&*'&0�&'�� +& �&��*�'&�&�

��*��)�&�&� (Ai)i∈I *�� )'+�

∏
i∈I

Ai = {(ai)i∈I : ai ∈ Ai ∀i ∈ I }.

	'(� �&�0�'8+( ��� Ai = A ��� *�6& i ∈ I '� ����3&��
∏
i∈I

Ai +�3D�#05&'�� 3& AI / >�'+�

��� ����%&��3� RN &0��� '� +���#� �#8� '8� �*�#��6�2� ����3�'�*2� ���632�/

� +'�1�� ��'�� '�� *&-�#�0�� &0��� �� 3&#&'(6��� 3&'��*)� ��� ��05��'�� +& �&�&��+A

3)�� 7 ��&��� ���637+�3� *��'&+���� ����3&�� 3&'��*2� 12�8�/

�� �
�
������� �����
�� �
������ �����

������� 4/.� >�+'8 (Xi, ρi)k
i=1 3�� �&�&��+3)�( �*�#��60� 3&'��*2� 12�8�/ ���

3&'��*7 ρ ���+3)�( +'� *��'&+���� ����3&�� X =
k∏

i=1

Xi #)�&'��������
 �������� �� ���

*�6& �*�#��60� (�xn)n∈N +'� XE �xn = (x1
n, x2

n, . . . , xk
n) *�� *�6& �x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X

'� �*�#��6� &0��� �+�%���3�G

B�C �xn
ρ−→ �x

BDC xi
n

ρi−→ xi ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k/

;(#�%7 ( +��*#�+( '(� (�xn)n∈N +'� �x ���+%���05&� �##� *�� ���+%���05&'�� ��� '(�

*�'� +��'&'��3)�( +��*#�+( '(�/

�
�
	�������� B.C/ >��8� )1��3& %&� +'�� Rk =
k∏

i=1

Ri 3& Ri = R 3& '(� &�*#&0%&��

3&'��*7 �*������&0'�� � ���(���3&��� ���+3�� ��� ( &�*#&0%&�� 3&'��*7 &0��� 3�� 3&'��*7

����3&��/


�



B C/ ��&�%7 ( +��*#�+( �*�#��6�2� ����3)�&� ���##�08'( +& �+�%���3&� 3&'��*)�

)�&'�� �'� �� ( ρ &0��� 3&'��*7 ����3&�� +'�� X =
k∏

i=1

Xi *�� ( ρ′ &0��� 3&'��*7 +'�� X

�+�%���3( 3& '( ρ '�'& *�� ( ρ′ &0��� 3&'��*7 ����3&��/ �& '(� 0%�� #���*7 �� ( ρ &0���

3&'��*7 ����3&�� ��� '��� (X1, ρ1), (X2, ρ2), . . . , (Xk, ρk) 6� &0��� &�0+(� 3&'��*7 ����3&��

��� '��� (X1, ρ
′
1), (X2, ρ

′
2), . . . , (Xk, ρ′k) ���� ρ′i &0��� 3&'��*7 +'�� Xi �+�%���3( 3& '( ρi

��� i = 1, 2, . . . , k/

�� (Ai)i∈I &0��� ��*��)�&�� 3( *&�2� +���#8� *�� A =
∏
i∈I

Ai '� *��'&+���� '���

����3&�� '�'& ��� *�6& i0 ∈ I ��05&'�� ( ���D�#7 +'(� i0 +��'&'��3)�( ��� &0��� (

+����'(+(

πi0 :
∏
i∈I

Ai −→ Ai0

3& πi0((ai)i∈I) = ai0 / ;(#�%7 ( πi0 &��#)�&� ��� )�� +'��1&0� '��
∏
i∈I

Ai '(� i0 +��'&'��A

3)�( '��/

���	
�� 4/ � ����� (Xi, ρi)k
i=1 �	
�� ��	� ����	
�� 
����� X =

k∏
i=1

Xi 
�	 ρ �	�

����	
( �	������ ���� X� ����

B.C � πi : X −→ Xi ����	 ����
(� ���"����� �	� 
"�� i = 1, 2, . . . , k�

B C !� (Y, d) ����	 ����	
�� 
���� 
�	 f : Y −→ X ���"������ �� ������� ����	

	���������

B�C � f ����	 ����
(��

BDC � πi ◦ f : Y −→ Xi ����	 ����
(� �	� 
"�� i = 1, 2, . . . , k�

�
������� B.C >�+'8 (�xn)n∈N �*�#��60� +'�� X *�� �x ∈ X 2+'& �xn
ρ−→ �x/ ��� '��

���+3� '(� 3&'��*7� ����3&�� )�&'�� �'� xi
n −→ xi ��� i = 1, 2, . . . , k ���� xi

nE xi &0���

( i +��'&'��3)�( '8� �xn *�� �x ��'0+'��1�/ �##� πi(�xn) = xi
n *�� πi(�x) = xi *�� )'+�

πi(�xn)
ρi−→ πi(�x)E ��� ��� '(� ��17 '(� 3&'�-���� )�&'�� �'� ( πi &0��� +��&17� ��� *�6&

i = 1, 2, . . . , k/

B C B�C⇒BDC �0��� �3&+� ��� '� B.C *�� '� �&����� �'� ( +��6&+( +��&12� +����'7A

+&8� &0��� +��&17�/

BDC⇒B�C >�+'8 f : (Y, d) −→ (X, ρ) 2+'& ( πi ◦ f : Y −→ Xi �� &0��� +��&17� ��� *�6&

i = 1, 2, . . . , k/ >�+'8 (yn)n∈N �*�#��60� +'�� Y *�� y ∈ Y 2+'& yn
d−→ y/ �� %&0?��3&

�'� f(yn)
ρ−→ f(y) *�� ��� '(� ��17 '(� 3&'�-���� )�&'�� '� 5('��3&��/ ����3�'�E ��

f(yn)(i) +�3D�#05&� '(� i +��'&'��3)�( '�� f(yn) *�� f(y)(i) '(� i +��'&'��3)�( '��

f(y) '�'& f(yn)(i) = πi ◦ f(yn) *�� f(y)(i) = πi ◦ f(y)/ >���E �-�� ��� '( +��)1&�� '(�

πi ◦ f : Y −→ Xi ��� i = 1, 2, . . . , k )�&'�� �'� πi ◦ f(yn)
ρi−→ πi ◦ f(y)E 6� )1��3&

f(yn)(i)
ρi−→ f(y)(i) ��� i = 1, 2, . . . , k/ ��� '�� ���+3� '(� 3&'��*7� ����3&�� )�&'�� �'�

f(yn)
ρ−→ f(y)E ��� ( f &0��� +��&17�/ �

���	
�� 4/" B>����?( 3&'��*7� ����3&��C� ����� (Xi, ρi)k
i=1 �	
�� ��	� ����	
��


����� )	� �x, �y ∈ X =
k∏

i=1

Xi ���0����

ρ1(�x, �y) =
k∑

i=1

ρi(�x(i), �y(i)).

���� � ρ1 ����	 �	� ����	
( �	�������


�



�
������� �0��� &�*�#� �� %&�16&0 �'� ( ρ1 &0��� 3&'��*7 *�� �'� �*������&0 '�� �%��'('&�

'(� 3&'��*7� ����3&��/ �

�
�
	�������� B.C/ �����%7��'& �##( 3&'��*7 ����3&�� +'�� X 6� &0��� �+�%���3(

3& '( ρ1/ >�##&� B�+�%���3&�C 3&'��*)� ����3&�� &0��� ( ρ∞ *�� ρpE 1 < p < ∞ ����

ρ∞(�x, �y) = max
1≤i≤k

ρi(�x(i), �y(i))

*��

ρp(�x, �y) =
( k∑

i=1

ρi(�x(i), �y(i))p

) 1
p

.

B C/ �0��� &�*�#� �� %&�16&0 �'� ��� �x ∈ XE ε > 0 ( ����*'7 +-�0�� Sρ∞(�x, ε) �&��A

���-&'�� ��� '(� �+�'('�

Sρ∞(�x, ε) =
k∏

i=1

Sρi
(�x(i), ε).

��'7 ( �%��'('� +��&���&'�� �'� ��� *�6& i = 1, 2, . . . , k ( πi &0��� ����*'7 ��&�*���+(/

B��� ��&�*���+( f : (X, ρ) −→ (Y, d) #)�&'�� ����*'7 �� ��� *�6& V ⊂ X ����*'� '�

f [V ] &0��� ����*'� +'�� Y /C ��)�&� �� ����'(�7+��3& �'� �� +��&1&0� ��&�*��0+&�� 3&'�?�

3&'��*2� 12�8� %&� &0��� *�'> ����*( ����*')�/

B"C/ ��� �##( +��)�&�� '(� �������8 �&�����-7� '(� Sρ∞(�x, ε) &0��� �'� '� ����*'�

+���#� '(� 3��-7�
k∏

i=1

Vi 3& Vi ⊂ Xi ����*'� ��05��� 3�� D�+( ����*'2� �&���12� ��� '(�

'���#��0� '(� �����+%7��'& 3&��*7� ����3&��/

������
 4/:� ����� (Xi, ρi)k
i=1 �	
�� ��	� �������� ����	
�� 
���� 
�	 ρ �	�

����	
( �	������ ���� X =
k∏

i=1

Xi� ���� � (X, ρ) ����	 ������ ������(��

�
������� � ���%&�?( 6� �0�&� 3& 1�7+( '�� 6&3&#�2%( 1���*'(��+3�� 3&'��*2�

12�8� B�&2�(3� 9/.9C/ �� %&0?��3& %(#�%7 �'� *�6& �*�#��60� (�xn)n∈N +'�� X )1&�

+��*#0���+� ���*�#��60�/ >�+'8 (�xn)n∈N �*�#��60� +'�� XE �xn = (xn(1), . . . , xn(k))/
��'& ����1&� M1 ⊂ N ��&��� *�� x(1) ∈ X1 2+'& (xn(1))n∈M1

ρ1−→ x(1)/ �& �&�&��+3)�(

&���8�7 &�0#)���3& M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mk ��&��� ���+���#� '�� N *�� x(i) ∈ XiE

i = 1, 2, . . . , k 2+'& (xn(i))n∈Mi

ρi−→ x(i)/ ����'(���3& �'� (xn(i))n∈Mk

ρi−→ x(i) ��� i =
1, 2, . . . , k/ �)'��3& �x = (x(1), x(2), . . . , x(k)) *�� ��� '�� ���+3� '(� 3&'��*7� ����3&��

���*��'&� �'� (�xn)n∈Mk

ρ−→ �x/ �

�� @��
��� ���,�!���� �����
�� �
������ �����

�� (Ai)i∈I &0��� ��*��)�&�� 3( *&�2� +���#8� *�� x ∈
∏
i∈I

AiE x = (ai)i∈I 6� +�3D�#0A

5��3& 3& x(i) '� ai %(#�%7 '(� i +��'&'��3)�( '�� x/

������� 4/$� >�+'8 (Xi, ρi)i∈N �*�#��60� 3&'��*2� 12�8�/ ��� 3&'��*7 ρ +'��∏
i∈N

Xi 6� #)�&'�� 3&'��*7 ����3&�� B��� '(� �*�#��60� (Xi, ρi)i∈NC �� ��� *�6& �*�#��60�

(�xn)n∈N +'�� X *�� �x ∈ X '� &��3&�� &0��� �+�%���3�G

B�C �xn
ρ−→ �x

BDC �xn(i)
ρi−→ �x(i) ��� *�6& i = 1, 2, . . ./

����'(�7+'& �'� � ���+3�� ��'�� ���'&#&0 '( -�+��#���*7 �&�0*&�+( '�� ��'0+'��1��

���+3�� B���+3�� 4/.C ��� �&�&��+3)�� ����3&�� 3&'��*2� 12�8�/


�



���	
�� 4/9� !� (Xi, ρi)i∈N ����	 �	� �
������� ����	
�� 
����� di ����	
( ����

Xi 	�������� ��� ρi �	� 
"�� i ∈ N 
�	 ρ ����	
( �	������ �	� ��� �
������� (Xi, di)i∈N

���� � ρ ����	 ����	
( �	������ 
�	 �	� ��� �
������� (Xi, ρi)i∈N�

�
������� �0��� �3&+� ��� '�� ���+3� *�� '� �&����� �'� �� �+�%���3&� 3&'��*)� +&

)�� 3&'��*� 12�� %��'(���� '( +��*#�+( �*�#��6�2�/ �

������
 4/,� )	� 
"�� �
������� (Xi, ρi)i∈N ����	
�� 
���� ��"�
�	 ����	
(

�	������ ���� X =
∏
i∈N

Xi�

�
������� =�� *�6& i ∈ N &��#)���3& +'�� Xi 3�� 3&'��*7 di �+�%���3( '(� ρi 2+'&

di(x, y) ≤ 1 ��� *�6& x, y ∈ Xi B�/1/ di(x, y) = min{ρi(x, y), 1}E ∀x, y ∈ Xi BD#/ �733�

"/"" *�� �&2�(3� "/":C/ ��05��3& ρ : X × X −→ R 3&

ρ(�x, �y) =
∞∑

i=1

1
2i

di(�x(i), �y(i)).

�0��� &�*�#� �� %&�16&0 �'� ( ρ &0��� 3&'��*7 +'�� X B>�+*(+(C/ ;&01���3& �'� ( ρ &0A

��� 3&'��*7 ����3&�� ��� '(� �*�#��60� �*�#��60� (Xi, di)i∈N ���'&E +�3-8�� 3& '(�

���(���3&�( ���'�+(E 6� &0��� 3&'��*7 ����3&�� *�� ��� '(� �*�#��60� (Xi, ρi)i∈N/

>�+'8 (�xn)n∈N �*�#��60� +'�� XE �x ∈ X *�� 6� %&0?��3& '(� �+�%���30� '8� B�C

*�� BDC +'�� ���+3� 4/$/ ;&01���3& ��2'� �'� B�C⇒BDC %(#�%7 ���6)'��3& �'� �xn
ρ−→ �x

*�� 6� %&0?��3& �'� �xn(i) di−→ �x(i) ��� *�6& i = 1, 2, . . ./ >�+'8 i ∈ N/ ����'(���3& �'�

di(�xn(i), �yn(i)) ≤ 2iρ(�xn, �yn) ��� *�6& n *�� �-�� ρ(�xn, �x) −→ 0 )�&'�� �'� di(�xn(i), �x(i)) −→
0 +��&�2� �xn(i) di−→ �x(i)/

��'�+'��-8�E ��� �� %&0?��3& �'� BDC⇒B�C ���6)'��3& �'� �xn(i) di−→ �x(i) ��� *�6&

i = 1, 2, . . . *�� 6� ���%&0?��3& �'� �xn
ρ−→ �x/ >�+'8 ε > 0/ ���#)���3& k ∈ N 2+'&

1
2k

<
ε

2
/ �-�� di(�xn(i), �x(i)) −→ 0 ��� i = 1, 2, . . . , k 3�����3& �� &��#)?��3& n0 ∈ N

2+'& di(�xn(i), �x(i)) <
ε

2
��� *�6& n ≥ n0 *�� *�6& i = 1, 2, . . . , k/ >�'+� ��� *�6& n ≥ n0

)1��3&

ρ(�xn, �x) =
k∑

i=1

1
2i

di((�xn(i), �x(i)) +
∞∑

i=k+1

1
2i

di((�xn(i), �x(i))

≤
k∑

i=1

1
2i

ε

2
+

∞∑
i=k+1

1
2i

<
ε

2
+

1
2k

< ε.

���3)�8� �xn
ρ−→ �x/ �

�
�
	�������� B.C/ ��� '� ���(���3&�� 6&2�(3� ��� (Xi, ρi) = (R, ρ) ��� *�6&

i ∈ N ���� ρ &0��� ( +��76(� 3&'��*7 +'� R &?�+-�#05&'�� ( ����?( 3&'��*7� ����3)���

+'�� RN/

B C/ >�+'8 (Xi, ρi)i∈N �*�#��60� 3&'��*2� 12�8� *�� ρ 3�� 3&'��*7 ����3&�� +'��

X =
∏
i∈N

Xi/ �&8���3& ��� *�6& i ∈ N )�� 3( *&�� ���+���#� Ai '�� Xi *�� di = ρi|Ai×Ai

B%(#�%7 di &0��� ( +1&'�*7 3&'��*7 ��� &���&'�� +'� Ai ��� '( ρi)/ �)'��'�� A =
∏
i∈N

Ai (

d = ρ|A×A B%(#�%7 ( +1&'�*7 3&'��*7 ��� &���&'�� +'� A ��� '( ρC &0��� 3&'��*7 ����3&��

��� '(� �*�#��60� 3&'��*2� 12�8� (Ai, di)i∈N/


	



B"C/ 	��)�&�� '8� B.CEB C &0��� �'� � �&�����+3�� 3��� 3&'��*7� ����3&�� '�� RN +'�

[0, 1]N &0��� 3&'��*7 ����3&�� *�� � �&�����+3�� 3��� 3&'��*7� ����3&�� '�� RN +'� {0, 1}N

&0��� &�0+(� 3&'��*7 ����3&��/

� &��3&�( ���'�+( &0��� ( ��'0+'��1( '(� ���'�+(� 4/ ��� ��&��� ����3&�� 3&'��*2�

12�8�/

���	
�� 4/<� ����� (Xi, ρi)i∈N �
������� ����	
�� 
����� X =
∏
i∈N

Xi 
�	 ρ �	�

����	
( �	������ ���� X� ����

B.C � πi : X −→ Xi ����	 ����
(� ���"����� �	� 
"�� i = 1, 2, . . .�

B C !� (Y, d) ����	 ����	
�� 
���� 
�	 f : Y −→ X ���"������ �� ������� ����	

	���������

B�C � f ����	 ����
(��

BDC � πi ◦ f : Y −→ Xi ����	 ����
(� �	� 
"�� i = 1, 2, . . .�

�
������� � ���%&�?( &0��� ���#��( '(� ���%&�?(� '(� ���'�+(� 4/ ��> ��'� *��

����#&0�&'��/ �

���	
�� 4/4� !� (Xi, ρi)i∈N ����	 �
������� �������� ����	
�� 
���� 
�	 ρ ����	
(

�	������ ���� X =
k∏

i=1

Xi ���� 
�	 � (X, ρ) ����	 ������(� ����	
�� 
�����

�
������� ��*&0 �� ���%&0?��3& �'� *�6& �*�#��60� +'�� (X, ρ) )1&� +��*#0���+�

���*�#��60� B�&2�(3� 9/.9C/ >�+'8 (�xn)n∈N �*�#��60� +'�� X/ � (�xn(1))n∈N &0���

�*�#��60� +'� +�3���7 3&'��*� 12�� (X1, ρ1) *�� ��� 3�����3& �� &��#)?��3& M1 ��&���

���+���#� '�� N *�� x(1) ∈ X1 2+'& (�xn(1))n∈M1

ρ1−→ x(1)/ ���8 '(� +�3���&��� '��

3&'��*�� 12��� (X2, ρ2) ( �*�#��60� (�xn(2))n∈M1 '�� X2 6� )1&� +��*#0���+� ���*�#��A

60� *�� ��� ����1&� M2 ��&��� ���+���#� '�� M1 *�� x(2) ∈ X2 2+'& (�xn(2))n∈M2

ρ2−→
x(2)/ ����8��*� *�'�+*&��5��3& M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ · · · ⊃ Mi ⊃ Mi+1 ⊃ · · · *��

x(i) ∈ XiE i = 1, 2, . . . 2+'& (�xn(i))n∈Mi

ρi−→ x(i) ��� *�6& i ∈ N/

�&8���3& M )�� %���2��� +���#� '(� -60���+�� �*�#��60�� (Mi)i∈N %(#�%7 M =
{m1 < m2 < m3 < · · · } 3& mi ∈ Mi ��� i = 1, 2, . . ./ =�� *�6& i ∈ N ( �*�#��60�

(�xn(i))n∈M E &?���2�'�� '��� ��2'��� i− 1 ����� '(� &0��� ���*�#��60� '(� (�xn(i))n∈Mi

*�� ��� (�xn(i))n∈M
ρi−→ x(i)/ >�'+�E 6&8�2�'�� '� �x = (x(i))i∈N ∈ XE *�� '(� ���*�#��60�

(�xn)n∈M '(� (�xn)n∈N )1��3& (�xn)n∈M
ρ−→ �x/

���3)�8� � (X, ρ) &0��� +�3���7�/ �

���	
�� 4/.!� ����� (X, ρ) �	�
����	��� ����	
�� 
���� 
�	 D = {xi : i ∈ N}
��	��(�	�� ��
�� ��������� ��� X� )	� 
"�� i ∈ N �������� �� ���"����� fi : X −→ R

�� fi(x) = ρ(x, xi)� �� ������� ����	 	�������� �	� 
"�� �
������� (yn)n∈N ��� X�

B.C yn
ρ−→ y

B C fi(yn) −→ fi(y) ��� *�6& i = 1, 2, . . ./

�
������� B.C⇒B C �0��� �3&+� ��� '� �&����� �'� *�6& fiE i = 1, 2, . . . &0��� +��&17�

B���'�+(  /.:C *�� '(� ��17 '(� 3&'�-����/

B C⇒B.C ���6)'��3& �'� fi(yn) −→ fi(y) ��� *�6& i = 1, 2, . . . *�� 6� %&0?��3& �'�

yn
ρ−→ y/ >�+'8 ε > 0/ �-�+�� '� D &0��� ��*�� ���+���#� '�� X 3�����3& �� &��#)?��3&

i0 ∈ N 2+'& ρ(y, xi0) <
ε

3
%(#�%7 fi0(y) <

ε

3
/ �-�� fi0(yn) n→∞−→ fi0(y) ����1&� n0 ∈ N


�



2+'& |fi0(yn) − fi0(y)| <
ε

3
��� *�6& n ≥ n0/ >�'+� ��� *�6& n ≥ n0 )1��3& �'�

ρ(yn, y) ≤ ρ(yn, xi0) + ρ(xi0 , y) < fi0(yn) +
ε

3

≤ fi0(y) + |fi0(yn) − fi0(y)| + ε

3

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
.

���3)�8� yn
ρ−→ y/ �

������� 4/..� ;�� 3&'��*�0 12��� (X, ρ)E (Y, d) #)���'�� �������� ���� �� ����1&�

f : (X, ρ) −→ (Y, d) .N.E &�0 *�� �3-�+��&17� B%(#�%7 ( f *�� ( f−1 &0��� +��&17�C/

�� %�� 3&'��*�0 12��� &0��� �3���3��-�*�0 '�'& )1��� �*��D2� '(� 0%�� %�37/ � +1)+(

�3���3��-�+3�� 3&'�?� 3&'��*2� 12�8� &0��� +1)+( �+�%���30�� +'(� *#�+( �#8� '8�

3&'��*2� 12�8� *�� '�?���3&0 '��� 3&'��*��� 12����/

�� (X, ρ) &0��� 3&'��*�� 2��� *�� d 3&'��*7 +'�� X �+�%���3( '(� ρ '�'& �� (X, ρ)
*�� (X, d) &0��� �3���3��-�*�0 B3)+8 '(� '��'�'�*7� ��&�*���+(�C/

�� &��3&�� 6&2�(3� %&01�&� �'� �#�� �� %��18�0+�3�� 3&'��*�0 12��� 3������ �� 6&8A

�(6��� 8� ���18��� '�� [0, 1]N/

������
 4/. � !� � (X, ρ) ����	 �	�
����	��� ����	
�� 
���� ���� ����	 ���	����+

$	
�� ��  ��� ���
��� ��� [0, 1]N %�� �� ����	
( �	������'�

�
������� ������3& �� 6&8�7+��3&E ��'�*�6�+'2�'�� '( 3&'��*7 ρ 3& *�'�##(#(

�+�%���3( 3&'��*7 '(�E �'� ρ(x, y) ≤ 1 ��� *�6& x, y ∈ X/ >�+'8 D = {xi : i ∈ N}
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+�3D�#05��3& 3& |s| '� 37*�� '(�E %(#�%7 |s| = k/ =�� s, t �&�&��+3)�&� �*�#��60&� ��� !
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