Hpaypatixr Avéaiuon (2010-11)
Yupnayeic weteixol yweolr — Aoxroeg

Opdda A’

1. 'Eva unocOvoho K tou X Aéyeton ouumoayég, av elvol CUUTAYHC HETEXOC XOPOC UE TN OYETIXT
petpueh. Ael&te dn autod elvar toodlvapo pe to e€hc: i xde xdde avowtd xdhvuua (Vi)ier tou
K undipyouy i1, ..., i, € I dote K C UT:l Vi,

2. 'Eotww a < b oto R. Xpnowomoudviag uévo tov opiogd Tou GuUnayolg UeTeuol Yweou Seilte
6tL 10 [a, b] elvon oupnayéc utoohvolo Tou R pe t cuvAin peTpxy, eV ta Swothuata (a,b), [a,b)
xau [a, 00) dev elvar oupmoyy) vnoctvora tTou R ye ) cuVADY YeTEM.

3. Av A, B elvar oupmayr) unocOvoha evéc petpixol yweou (X, p), anodellte 6t 1o AU B elvan
ouuTaYEC.

4. Eotww (X, p) petpdc yopoc xar E, F vnochvoha tou X dote 1o E va elvar cuunayée, to F
xhewtod xuw ENF = 0. Anodellte 6 dist(E, F) > 0.
AclEte enlone 6T undpyouv A, B xhewotd, Eéva utoohvoha tou R? ¢ote dist(4, B) = 0.

5. Eotw (X, p) petpinde ywpoc. Anodel&te 6t

() Av z € X xou A oupnayéc vnoctvoro tou X, 16t undpyel y € A dote dist(z, A) = p(z, y).
(B) Av A, B elvou oupnayty vtoolvola tou X t6te, undpyowy © € A,y € B @ote dist(A,B) =
Pz, y).

6. Eotw (X, p) petpdc yopoc.
(o) Yrodérouue 6t undpyer € > 0 dote v xde & € X 0 obvoro B(z,€) va elvor ouurayéc.
Aci€te 61t 0 X elvon TARpNC YETELXOC YWROC.

(B) Av v xdde z € X undpyer € > 0 dote To clvoro B(z,e) va elvar oupnayée, téte elvar 0 X
%At avayxny TAHENG;

7. Eow (X, p) ouunayic petewds xoeos xat f + X — Y. Ael€te 6u to axdrouvda elvar loodivaya:
() H f elvon ouveyrhc.

(B) H ouvdptnon ypdgnua Gy : X — X xY pe Gy(z) = (z, f(z)) elvow ouveyhc.

(v) To yedonua Gr(f) = {(x, f(z)) : ® € X} elvou ovunayés otov X x Y.

Eivar avaryxaia utddeor o getpixdg ywpog X va elvar cuunaync;

8. Eow (X, p) petpinde yodpoc xar F C X. Anodellte 6n 1o F elvon xhetotd av xat uévov av yia
x&e oupnayéc utochvoro K tou X to F'N K elvon xAewotd.

9. TDvopiloupe 6t xdle ouunayéc vnoolvoro K evéde petpixold yopou (X, p) elvar gporyuévo.
AnodeiZte 6t undpyouy z,y € K dote p(x,y) = diam(K).

10. Eow (X, d), (Y, p) petpwol ywpeot ye tov Y ouvunaynh xar f : X — Y ouvdptnon. AelZte 6m
o axdrovda elvan Loodlvoa:

() H f elvon ouveyrhc.

(B) To ypdonua Gr(f) e f elvar xhewotd otov (X X Y, p1).

11. Eotww (X, p) petpinde yopoc. Aellte 6t

() Av Ay, ..., Ay, elvon olxd @poryuéva unoctvoha tou X téte 10 Ay U- - -U A, elval eniong olxd
QEAYUEVO.

(B) Av A etvar ohixd gpaypévo utocivoro tou X té1e 10 A elvor emiong ol gporyuévo.

12. (a) Eow f: (X, p) — (Y, 0) ogotbuoppo cuveyrc ouvdptnon. Aellte 6t n f aneixovilel to
ohxd pparyuéva utocivoha tou X og OAxd @paypéva uTocUVoAa Tou Y.



(B) AeiZte 61 1 WBoTTar 0L OAXA Pparyuévou dev dratnpeiton and opoopoppopols. (Yrddbaén:
To R xou (0,1) elvar opotopoppixd.)

13. 'Eow (X, p) petpods yweos xou (z,) Poowxr axolouvdia otov X. Aci€te bt 10 cOvolo
A = {z, : n € N} elvor ohxd pparyuévo.

Opdda B’
14. Eow (X, p) ovunayhc YETpIXOS Ywpoc. Anodel&te ot
(o) Kdde oopetpla f: X — X elvou en.

(B) Av (Y, 0) elvan yetpixde ywpog wote va undpyouy toopetplec g : X — Y xav h: Y — X, t6te
xat o Y elvan ouunayc.

15. Eow (X, p) ovunoyic petpids ywpoc xou (F,) gdivouca axohoudio xAelotdy Utocuvolmy
touv X. Acl&te 6t

(a) Av G ebvou avowté unochvoho tou X Gote (-, Fr, € G, t6te undpyeL ng € N ye F,,, C G.
(B) Av N, _, F, = 0, w61 urdpyer mo € N dote Frpy, = 0.
(v) Av N, F, ebvar povooivoho, téte diam(F,) — 0.

16. Eow f: (X,d) — (Y, p) ouveyhc xar K7 D Ko D ... axohoudia cuunay®v UTocUVOAwY Tou

X. Anodel&te 4T
n=1

n=1

17. Eotww E C R yn ovpnayég. Acei€te ot undpyel ouveyric cuvdptnon f : E — R 1 onofa:
(o) dev elvon Qporyuévn.
(B) elvon pporyuévn alhd dev malpver uéytotn Tun.

18. 'Eow (X, p) ovunoyhc vetpixds yodpoc o ouvdptnon f : X — X dote p(f(x), f(y)) <
plx,y) v xdde z,y € X ye x # y. Anodel€te 6u n f €xel axpBic éva otadepd onuelo.

19. Eow (X, p) yetpwds yopoc. Anodellte bt to axdrouvdo elvon toodivopua:
() O X elvou ouvunayhc.

(B) Kdde giivovoa axohoudio (F),) un xevav, XAeoTdv UTocUVOAwY tou X éyel un xevh toun,
dnhadh (o Fn # 0.

20. (o) Eow (X, p) miiene wetpde ydpog xar A C X. AceiZte 61t 10 A glvon ouvunayés av xat
povov av eivar XAELGTO Xt OMXE PpayUEVO.

(B) Eoww (X, p) olxd gpaypévos petpixde yweos. AelZte 6t n mifewor tou (X, p) elvat cupmayhic
METEUOC Y WPOC.

21. AeiZte 61 o petpide xodpos (X, d) elvar ohixd gpaypévoc av xou wévov av o (X, p) elvar ohxd
QEAYUEVOC, 6TIOL p = 1_%1.

22. (o) Eow (X1,d1),. .., (Xk, dr) TEMEPUOUEVY] OXOYEVELL ONXE PROUYUEVLY UETELXDV YWEWY.
Agigte 61t 0 ywpoc (X, p1), 6mov X = Hle X now py = Zle d; elvor OMxd PparyUEVOS UETEIXOS
XOPOC.

(B) AelEte 61t éva umochvoho A tou R¥ elvan ohixd gporypévo av xou uévoy av elvar pearyuévo.

23. Eow (X, p) petpods xdpog. Acllte 6t ta axdhouda elvar tloodivapor:
(o) Kdde xheiotd xou ppaypévo unostvoro tou X elvor cuunayéc.

(B) O X elvor mAipne o xdde ppayuévo utocivoro tou X elvar ohxd @payuévo.

24. (o) Eotw A C R dote xdde ovveyhic ouvdptnon f : A — R va elvor oyotdpoppo cuveyha.
Aci&te 61 10 A glvon xhewot6 vnocbvoro tou R. Eivar xat” avdyxny @payuévo;



(B) Eoww A C R gpaypévo xou oyt xheiot6. Ael&te 6t undpyet g : A — R Lipschitz xou @payuévn,
7 omola dev malpvel u€yotn T,

(v) Eow K C R xhewotd xou gpayuévo. Aci&te ot xdde ouveyhc ouvdptnon f : K — R elvan
OUOLOUOPPA GUVEYTC.

(8) Eow f : R — R opotbuopga cuveyhc xar A C R gpaypévo. Aelite 6u to f(A) elvar enfong
QEAYUEVO.

Opdda I

25. (o) 'Eotw {(X,,pn)} axohovdin Yetpxdy Ydpwy e pp(x,y) < 1 v xdde x,y € X, xa
=1,2,.... Aclfte 61 o yopoc ywépevo ([The; X, 507 | 5= py) elvor ovpmayfc.

B) Aci&te 6u w¥Boc tou Hilbert H™ eivon cuunayfic UETPIXOS YWpOC.

26. Eotw (X, p) ouvunayhc petpixde xdpos xo (G;)7_, avowxté xdhvyua tou X. Oétouye f :
X — Rye f(z) = max{dist(x, X \ G;) :i =1,...,n} yio z € X. Anodei&te ot

(o) T x&0e = € X woyber f(x) > 0.

(B) H f elvar ouveyric.

(v) Xenowornotwvtag ta (o) xou (B) anodelZte to Muya tou Lebesgue.

27. () Aeigte 61 n owdptnon R : [0,21) — S, ue R(t) = (cost,sint), émouv S' = {z €
R? : ||z]2 = 1} o povadiaioc xixhoc ebvar cuveyhe, 1-1 xou enl. Ebvor ov yopor [0,27) xon St
OUOLUop(IXOL;

(B) EZetdote av or yopor ([0,27], |- |) xar (ST, | - ||2) eivor oporogopgixot.

28. () Eow (X, p) ovunaync yetpixde yweoc xat f : X — X ouvdptnon ye v Wbt
p(f(2), f(y)) = p(z,y)

v xdde z,y € X. Ael&te 6t n f elvar oopetplo xou ent.
(B) 'Eow (X, p) ovpmayhc petpinds yopeos xaw f: X — X 1-1, enl dote

p(f(z), f(y)) < p(z,y)

v xdde z,y € X. Ael&te bt n f elvat toopetplo.

29. (o) Eotww (E,) axohovdia Eévwy avd duo Swuotnudtwy tou [0, 1]. Acigte én diam(E,) — 0
xS N — 00.
(B) Eoww § > 0. Bpelte axohovdia (F,,) Zévwv avd dVo xhelot®dy utoocuvérwy tou [0, 1] dhote
diam(F,) > 1—6 ywun=1,2,.... EZnyfote nou ogeiletor n Srapopd tov anoteleoudtonv (o) xo
(B)-
(v) AelEte 6u v xdde € > 0 undpyet axohoudio Eévwy avd Vo xAeloTtdY LTOcUVOAWY (F),) Tou
povadiadou dloxou D = {(z,y) : 22 + y? < 1} dote diam(F,) > 2 —cyaan=1,2,....
(d) Eow K C R ppayuévo xat (By) axohoudio and Eévec avd d0o xheotéc pndhec oto K.
Agigze 6t diam(By,) — 0 xadde n — oo.
(e) 'Eow (X, p) ohxd gpayuévog Yetpxde yweoc xou By, axohouvdla and Eéveg avd 800 undheg
otov X. Aelfte 61 lim (diam(B,)) = 0.

n—oo

30. 'Eoctow (X, p) petpwde ywpeog xau 6 > 0. Evo utoolivoho A tou X Aéyeton §-BLoywplopévo av
v x&%e z,y € A pe x # y woyle p(z,y) > 0.

(o) AefZte 6Tt av xdde d-draywplopévo vtoohvoro tou X elvor tenepacpévo xat av 10 A C X elvon
0Oty wptopévo, téte undpyer B C X peyiouxd d-dywpopévo vote A C B.

(B) AelZte 6T av xdde d-daywpiopévo unoclvoro tou X elvon nenepacpévo, t6t€ 0 (X, p) elvan
Slaywplooc.

31. Eow (X, p) petpds xdpog. Aellte 6L ta axérouda elvar loodivayor:



() O X elvou ohixd @porypévoc.
(B) T x&9e § > 0, x&e d-daywpiopévo unochvoro tou X elvar TENEPACUEVO.

32. 'Eoww (X, p) petpoc yopoc xoar A C X. To A Myetaw oyetikd ouvumayés unochvoro touv X
av 1o A elvon elvat ouumayéc vntoctvolo tou X.

(o) Anodeilte 6t 1o A elvon oyetind ovunayéc av xou pévov av xdde axoloudia (a,) otouyelwy
Tou A €yer utaxorovda Tou cuyxhivel (bt xat’ avdyxny ot ototyeio Tou A).

(B) Eow (Y, p) petpixdc yopos xar f : X — Y ovveyhec. Aeilte éu 1 f anewxoviler oyetxd
oupnay? utoctvola tou X oe oyeTd cuumayr utocUvoha Tou Y.

(v) Anodeilte 61 xdde oyetxd oupmayéc uTosUvolo elvar ohxd gpayuévo. Ioylel To avtiotpogo;



