
Pragmatik  An�lush (2010�11)

Pl reic metrikoÐ q¸roi � Ask seic

Om�da A'

1. Sto sÔnolo N twn fusik¸n jewroÔme tic metrikèc d(m,n) = |m− n| kai ρ(m,n) = | 1
m − 1

n |.
(a) DeÐxte ìti o (N, d) eÐnai pl rhc all� o (N, ρ) den eÐnai pl rhc.

(b) DeÐxte ìti k�je monosÔnolo {n} eÐnai d-anoiktì kai ρ-anoiktì.

(g) DeÐxte ìti oi metrikèc ρ kai d eÐnai isodÔnamec (�ra, oi (N, d) kai (N, ρ) eÐnai omoiomorfikoÐ).

2. JewroÔme to R me metrik  thn d(x, y) = | arctanx− arctan y|. DeÐxte ìti h d eÐnai isodÔnamh
me th sun jh metrik  tou R all� o (R, d) den eÐnai pl rhc.

3. JewroÔme dÔo metrikèc d1 kai d2 sto Ðdio sÔnolo X. Upojètoume ìti up�rqoun a, b > 0 ¸ste:
gia k�je x, y ∈ X,

ad1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ bd1(x, y).

DeÐxte ìti mia akoloujÐa (xn) ston X eÐnai basik  ston (X, d1) an kai mìno an eÐnai basik  ston
(X, d2).

4. 'Estw (X, ρ) metrikìc q¸roc kai D puknì uposÔnolo tou X. DeÐxte ìti: an k�je basik 
akoloujÐa (xn) stoiqeÐwn tou D sugklÐnei se k�poio x ∈ X, tìte o X eÐnai pl rhc.

5. DeÐxte ìti ènac metrikìc q¸roc (X, ρ) eÐnai pl rhc an kai mìnon an k�je kleist  mp�la

B̂(x, ε) = {z ∈ X : ρ(z, x) ≤ ε},

ìpou x ∈ X kai ε > 0, eÐnai pl rhc metrikìc upìqwroc tou X.

6. 'Estw (X, ρ) pl rhc metrikìc q¸roc kai D puknì uposÔnolo tou X ¸ste to X \ D na eÐnai
epÐshc puknì. DeÐxte ìti toul�qiston èna apì ta D, X \D den eÐnai sÔnolo Fσ.

7. DeÐxte ìti: an (Ln) eÐnai akoloujÐa eujei¸n sto R2 tìte int (
⋃∞

n=1 Ln) = ∅.

Om�da B'

8. (a) DeÐxte ìti o (`p, ‖ · ‖p), 1 ≤ p < ∞ eÐnai pl rhc.

(b) DeÐxte ìti o kÔboc tou Hilbert H∞ eÐnai pl rhc metrikìc q¸roc.

(g) DeÐxte ìti o (c00, ‖ · ‖∞) den eÐnai pl rhc.

9. JewroÔme ton C([0, 1]) me metrik  thn

ρ1(f, g) =
∫ 1

0

|f(t)− g(t)| dt.

DeÐxte ìti h (fn)n≥2 me

fn(t) =


0 , 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

n
(
x− 1

2

)
, 1

2 < x < 1
2 + 1

n ,

1 , 1
2 + 1

n ≤ t ≤ 1,

eÐnai akoloujÐa Cauchy wc proc thn ρ1 all� den eÐnai sugklÐnousa.

10. 'Estw (X, ρ) metrikìc q¸roc. DeÐxte ìti o X eÐnai pl rhc an kai mìnon an k�je arijm simo,
kleistì uposÔnolo tou X eÐnai pl rhc metrikìc upìqwroc.



11. 'Estw (X, ρ) metrikìc q¸roc. DeÐxte ìti o (X, ρ) eÐnai pl rhc an kai mìno an k�je akoloujÐa
fragmènhc kÔmanshc ston X eÐnai sugklÐnousa.

12. 'Estw (X, ρ) metrikìc q¸roc, (xn) akoloujÐa ston X kai x ∈ X ¸ste xn → x. JewroÔme to
sÔnolo A = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x}. ApodeÐxte ìti o (A, ρ|A) eÐnai pl rhc metrikìc q¸roc.

13. 'Estw ρ metrik  sto R ¸ste: (i) o (R, ρ) eÐnai pl rhc kai (ii) h ρ eÐnai isodÔnamh me th sun jh
metrik . DeÐxte ìti up�rqei δ > 0 ¸ste diamρ([n,∞)) ≥ δ gia k�je n ∈ N.

14. 'Estw X pl rhc q¸roc me nìrma kai B̂(xn, rn) fjÐnousa akoloujÐa apì kleistèc mp�lec.
ApodeÐxte ìti

⋂∞
n=1 B̂(xn, rn) 6= ∅.

15. 'Estw (X, ρ) pl rhc metrikìc q¸roc kai f : X → Y suneq c sun�rthsh. ApodeÐxte ìti an
(En) eÐnai fjÐnousa akoloujÐa kleist¸n uposunìlwn tou X, me diam(En) → 0, tìte

f

( ∞⋂
n=1

En

)
=

∞⋂
n=1

f(En).

16. 'Estw (X, ρ) pl rhc metrikìc q¸roc kai G mh kenì anoiktì uposÔnolo tou X. OrÐzoume th
sun�rthsh

σ(x, y) = ρ(x, y) +
∣∣∣∣ 1
dist(x,X \G)

− 1
dist(y, X \G)

∣∣∣∣
sto G × G. DeÐxte ìti o (G, σ) eÐnai pl rhc metrikìc q¸roc kai ìti h σ eÐnai isodÔnamh me thn
ρ|G.

17. 'Estw (Gn) akoloujÐa anoikt¸n kai pukn¸n uposunìlwn tou R. DeÐxte ìti to G =
⋂∞

n=1 Gn

eÐnai uperarijm simo.

18. 'Estw f : R → R. DeÐxte ìti h f eÐnai asuneq c se èna sÔnolo pr¸thc kathgorÐac an kai
mìno an eÐnai suneq c se èna puknì uposÔnolo tou R.

19. DeÐxte ìti den up�rqei metrik  d sto Q ¸ste h d na eÐnai isodÔnamh me th sun jh metrik  kai
o (Q, d) na eÐnai pl rhc.

20. 'Estw (X, ρ) pl rhc metrikìc q¸roc kai duo sunart seic f, g : X → X. ApodeÐxte ìti:

(a) An up�rqei k ∈ N ¸ste h fk = f ◦ · · · ◦ f na eÐnai sustol , tìte up�rqei monadikì shmeÐo
x ∈ X ¸ste f(x) = x.

(b) An h f eÐnai sustol  kai f ◦ g = g ◦ f , tìte up�rqei monadikì x ∈ X ¸ste f(x) = g(x) = x.

21. 'Estw (X, d) pl rhc metrikìc q¸roc, E puknì kai Gδ�uposÔnolo tou X. ApodeÐxte ìti gia
k�je omoiomorfismì h : X → X isqÔei E ∩ h(E) 6= ∅.

Om�da G'

22. DeÐxte ìti den up�rqei akoloujÐa suneq¸n sunart sewn fn : R → R me thn idiothta

gia k�je x ∈ R, lim
n→∞

fn(x) = χQ(x).

23. (a) 'Estw A = {a1, a2, . . . , an, . . .} arijm simo uposÔnolo tou R. DeÐxte ìti h sun�rthsh
FA : R → R me

FA(x) =
∑

{n:an≤x}

2−n

eÐnai aÔxousa, suneq c apì dexi� pantoÔ kai asuneq c akrib¸c sta shmeÐa tou A.



(b) 'Estw A arijm simo puknì uposÔnolo tou R. DeÐxte ìti den up�rqei sun�rthsh g : R → R
¸ste to sÔnolo twn shmeÐwn asunèqeiac D(g) thc g na eÐnai to R \A.

(g) 'Estw E kleistì uposÔnolo tou R. Jètoume G = E◦∩Q kai orÐzoume th sun�rthsh h : R → R
me h(x) = χE(x)− χG(x). ApodeÐxte ìti D(h) = E.

(d) 'Estw E =
⋃∞

n=1 En èna Fσ�uposÔnolo tou R. OrÐzoume fE : R → R me

fE(x) =


1

min{n:x∈En} , x ∈ Q ∩ E

− 1
min{n:x∈En} , x ∈ (R \Q) ∩ E

0, x ∈ R \ E

ApodeÐxte ìti D(fE) = E.

24. 'Estw f : [0,∞) → R suneq c sun�rthsh. Upojètoume ìti up�rqei anoiktì di�sthma
(a, b) ⊆ [0,∞) me thn ex c idiìthta: gia k�je y ∈ (a, b) isqÔei limn→∞ f(ny) = 0. ApodeÐxte ìti
limx→∞ f(x) = 0.

25. 'Estw f : R → R �peirec forèc paragwgÐsimh sun�rthsh. Upojètoume ìti: gia k�je x ∈ R
up�rqei nx ∈ N ¸ste, gia k�je n ≥ nx, f (n)(x) = 0. DeÐxte ìti h f eÐnai polu¸numo.


