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Σημειώματα

Σημειώμα ιστορικού εκδόσεων έργου

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1. ΄Εχουν προηγηθεί οι κάτωθι εκδόσεις:

• ΄Εκδοση 1.0 διαθέσιμη στο σύνδεσμο http://www.math.ucla.edu/ ynm/lectures/g.pdf

Σημείωμα αναφοράς

Copyright 2015. Γιάννης Μοσχοβάκης. «Θεωρία Συνόλων». ΄Εκδοση: 1.1. Αθήνα 2015. Διαθέσιμο
από τη δικτυακή διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/MATH24/

Σημείωμα αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, ΄Οχι
Παράγωγα ΄Εργα, Μη Εμπορική Χρήση 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής ΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα
οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:

• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από τη χρήση του έργου, για το
διανομέα του έργου και αδειοδόχο

• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο
έργο

• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ.
διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για εμπο-
ρική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.

http://www.math.ucla.edu/~ynm/lectures/g.pdf
http://opencourses.uoa.gr/courses/MATH24/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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Διατήρηση σημειωμάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να συμπεριλαμβάνει:

• το Σημείωμα Αναφοράς

• το Σημείωμα Αδειοδότησης

• τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

• το Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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0 ='5 �*3 -(62-3*30 -C3'5 -7=%<6�-$% 3' )-35=-?,%72- ,H '7�%?& �5& '$D1&'(6:-5;9& 2- .1>': #.-4@4> ='5 %$5,2%? 2- .1>': -&-2'%$>@ !""! $%&'()* 34%'4%4%'*/)56(7 84*9:9;7= �)- 0!"# 0-1! 2)-�#�-4$/&%67'% ! 0-) 0!"# $%&%$#1> %')*�)0> *8&">0: % ?-& (∀& ∈ !)[(∀" # &)% (")I⇒% (&)] �+�# (∀& ∈ !)% (&)$2345#$6!7 �$%& '(')*)+ ,- .�%(%0 7(%B1�%72- �93 .$39,9 �%7 B-*$+2'�%&='5 B1�%72- &∗ = ! min{& ∈ ! | (∀" # &)% (") &¬% (&)};9 7(6B-,9 ,73-(.)-�'5 % (&∗)0 (%7 '3�5�CB-�'5 ,�93 -(5<%)+ �%7 &∗@ ⊣>- (%<<1& -4'$2%)1& -C3'5 -;C,%7 -?=%<% 3' '(%:-C;%72- (∀& ∈ !)% (&) 2-'(')*)+ ,- .�%(%0 ='�-7B-C'30 -('3'<'28.3%3�'& ,�93 %7,C' �% -(5D-C$92'�%7  !""@ G;'$�.�'5 '(6 �9 :%2+ �9& ($6�',9& (%7 B1<%72- 3' '(%:-C;%72-='5 (6,% 2'& -3%D<%?3 %5 <%)5=%C 7(%<%)5,2%C 2- '$39�5=1& ($%�.,-5&@ E':F,%72- ('$':-C)2'�' ='5 �*3 :?% 2-B6:*3@ �'$'�9$+,�- 6�5 % �-$'�F:9&J'<<. ='B5-$*213%&K 6$%& L7(-$(-(-$',2139M D$9,52%(%5-C�'5 -(-5:+ % ! 2(%$-C3' -C3'5 2'=$?�-$%& �%7 N0 '<<. �% E-F$92' 8-8'C*& 5,D?-5 -(C,9& 6�'3 % !-C3'5 (-(-$',213%& + 62%5%& 2- �%3 N@N% -(62-3% <+22' -C3'5 �% =<-5:C )5' �93 '(6:-5;9 �%7 B-2-<5'=%? B-*$+2'�%&(%7 �% '=%<%7B-C@ !"<! =;))*! B*�@ ! 0-1! 2)-�#�-4$/&%, 67'%, 0-) ' : (! ( ))×! → )*8&!'�:*: .%8 -&�)*�%)6<C#) *# 0!"# $#')0> *8&!'�:*: -.+ �% ! *�% ) 0-)*# 0!"# *�%)6#<% �%8 ! /&- *�%)6#<% �%8 )= �)- 0!"# * ∈ ! ? 8.!'6#) -0')97,$<- *8&!'�:*: + : 012(*)→ )
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{ ! | ' $ %},2   )D1-< .@1>,�2.2 /) +)8DE E,<./EN �E -,9<=: �/6/-  !"(%) -+: �E *+EI6//-7=-< <=-1E+E<)D �21 #$% &'7 -HEN 4<- =>?) ! $ %7  (!) =  !(!) 4<- =>+E<E ' :+E@ ! $ ' $ %#
= "( !↾ !"(!)# !) -+: �21 )+-454<=6 @+:?).27 -HEN ' $ %#
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2$34/1""1  !"5 #$%&$%$%&'()*+, �&./01 %$%2�'�0234 '$%025+0(,46 !#$! %&'()*+ ,-&(-&-&(+.*/0)1 20+3(4*51 �"# $%&' $#(% )"#�'�#+,-./0 1230 " $#" $%&' 45/%3�646 # : (" $ %)×" → %7 58%31'" #$3"92: -;#45/%3�646 & : " → % 805 "$#/080"'; �6/ �#5�<�6�#&(') = #(& ↾678(')( ') (' ∈ ")) 789 :;6789#$:!5 <(�= >?(") . %$5)%+.4 /A&.4 �.B " C )% �. (,)%D. * = * (�,+ 2.&BE3C '2&0FA4 $1+= '$G 5H' �' (,)%D' �.B " 6 I&DJ.B)% �,+ %$*2�'(,#′ : (>?(") $ %)× >?(") → % �.B #C )%#′( ( ') =

{ #( ↾"( ')( '+ ' ∈ "(+∗( K0'E.&%�021C K,H'K3 '+ ' = *(5$.B �. +∗ %D+'0 21$.0. (�.0/%D. �.B %C 1+%B (,)'(D'46 L (B+1&�,(, #′ */%0�. 2'�1HH,H. $%KD. .&0().M N0' +' %E'&)5(.B)% �. O,))' (�. /A&. >?(")2'0 (�,+ DK0'C K05�0 678 !( )(*) = " 6 PB�5 )'4 KD+%0 N0' �. (,)%D. * (�,+2.&BE3C '2&0FA4 )D' (B+1&�,(, & =  ! : " → % $.B 02'+.$.0%D �,+ 789 Q; N0'21R% ' ∈ " 6 ⊣S(=4 , '$H.M(�%&,C ), �%�&0))*+, %E'&).N3 #$%&$%$%&'()*+,4 P+'K&.)34+' %D+'0 , 2'�'(2%B3 B$%&$%$%&'()*+=+ �&./0A+ N0' '$%02.+D(%04 %+54 %$'N=9N02.M )%&021 K0'�%�'N)*+.B /A&.B (�.+ %'B�5 �.B6 T%=&.M)% $&A�' �, F'(023$%&D$�=(, )0'4 '8'$�#�"$=: '$%025+0(,4C 2'�1 �.+ .&0()5  !9:6 I0 %$%2�'�02*4'$%02.+D(%04 (/%�DJ.+�'0 )% �04 ).+.�.+02*4 $.B )%H%�3(')% (�. $&.,N.M)%+.2%E1H'0.C 'HH1 .0 KM. *++.0%4 K%+ (B)$D$�.B+6 L (�'R%&3 '$%025+0(, (, 7→ ∅)(�. P(N) $6/6 %D+'0 $&.E'+A4 ).+.�.+023 'HH1 5/0 %$%2�'�023C %+A ,!(,) =

{, ∪ {1} '+ 0 ∈ ,(, ∪ {2} '+ 0 -∈ ,%D+'0 %$%2�'�023 'HH1 7%M2.H'; 5/0 ).+.�.+0236 �'&G 5H' 'B�1C '$.�%H*()'�'N0' %$%2�'�02*4 '$%02.+D(%04 (B/+1 )%�'E&1J.+�'0 (% (BNN%+3 '$.�%H*()'�'N0' ).+.�.+02*4 '$%02.+D(%046 !#;! <5**+ =-+0>?)@)1 >4�? ! : . → . '8'$�#�"$= #8'"$</"46 $%80"05'8#+?+"$0@ 123057 $#" .4�? " $#(% )"#�'�#+-./0: 1230: A8%31'" #$3"92:
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{ (&) | & ( $} 6'$ 'F$#5 #=A9F6# 9�< " H �5# $# E#=>J<A@' #A�& �< '$6':&@'$<D<?FK<A@' �7$  @' �7$ 'LC8 'M#?@<NC �<A O'G?C@#�<8  $%&P
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⊥# #$ $ = 0#'( (&))# #$ $ = %(&) N5# EQ;<5< &#,-. { (&) | & ( $}# )R ()*)+($)
& (∀$1 ( $2 ( $)[ ($1) ≤  ($2)]#

⊥# #==5S8#&;<A ≤ = ≤! 'F$#5 7 E#=C 65Q�#L7 �<A ! D &;G8 E#5 9�7 65#�>;G97 �<A T'G?C0@#�<8H'()*+,,-H �+" 8&:* $ ∈ ! D$1 ( $2 ≤ $3⇒ ($1) ≤  ($2)) /"0 U2;30/*+-)) V':&@'$<5 �7$ Q?$797 ;?<8 #;#NGNC 9' Q�<;<D B9�G $ �< '=Q:509�< 9�<$ ! N5# �< <;<F< 7 /"0 U2 6'$ 59:>'5H WM<> 7 /"0 U2 #=7T'>'5 �'�?5@@B$#&�#$ $ = 0 'F$#5 �< '=Q:59�< �<A ! D A;Q?:<A$ @&$< 6>< ;'?5;�S9'58 ;<A ;?B;'5$# 'L'�Q9<A@'H�!294�:;7  H $ = %(&) 'F$#5 ';&@'$< 97@'F<H X9�G $1 ( $2 ≤ $H W$$2 ≤ &D �&�'  ($1) ≤  ($2) #;& �7$ ';5=<NC �<A $H Y< @&$< Q==< '$6':&@'$<'F$#5 &�5 $2 = $D #==Q �&�'  ($1) ≤  (&) #;& �7$ ';5=<NC �<A $ ;Q=5D E#5 (&) ≤ '( (&)) =  ($) #;& �7$ ';'E�#�5E&�7�# �78 'H Z;<@B$G8 7 /"0 U259:>'5 N5# �< $D ;<A 'F$#5 Q�<;<H�!294�:;7 [H Y< $ 'F$#5 <?5#E&H W;& �7$ ';5=<NC �<A $D$1 ( $2 ( $3⇒ ($1) ≤  ($2)# /"0 \2B�95 S9�' N5# $# M�Q9<A@' 9' Q�<;<D #?E'F $# 6'FL<A@' &�5$1 ( $3⇒ ($1) ≤  ($))WA�& 59:>'5 ';'56C #;& �7 9A$';#NGNC /"0 \2 E#5 �<$ <?59@& �78  D B;'�#5#@B9G8 &�5  ($) = ,-. { (&) | & ( $}H ⊣ /];<=C@@#2Y< #;<�B='9@# 9A$QN'�#5 #;& �< ];<=C@@#D ;<A '565E&�'?# 6'F:$'5 &�5 7;'?F;�G97 ^#==5S8_ 6'$ #$#E>;�'5 9�<$ A;<=<N59@& �78  #;& �<$ <?59@& �78H⊣` A;'?;';'?#9@B$7 �?<:5Q  : ! → " �78 #;'5E&$5978 ' : " → " ;<A'NNAQ�#5 �< aC@@# Z;#$Q=7J78 'F$#5 ;?<M#$S8 ';BE�#97 �78 �?<:5Q8 (* 7→ $");<A <?F9#@' 9�7$ #;&6'5L7 �<A bA$':<>8 O'G?C@#�<8 Z=Q:59�<A b�#T'?<>
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(∀+ $" &)[%(+) $! %(&)]) <=>?Q@*%- ),&(54HC , = min! {* ∈ ! | (∀+ $" &)[%(+) $! *]} ≤! %(&)#AE09&4 $ % )B4%- %./-*1 *%- , ≤! %(&)6 ',+./)- *+,&-& + ∈  �5�&-& M9�)%(+) = ,2 34 J)/�&8() ,.&C %,%DHD1 9) +�&,& 0�- , = %(+) $! %(&)6 9'(,)>.%B4&'() %(59HC 0�- + $" & ),)-J1 $ % )B4%- (&4&(&.E-9(0C ,&' 95:)�%- �-CJ-%�+K)-CN ),&(54HC %(+) $! , %,0 �&4 &.-9(0 �&' ,6 ,&' )B4%- +�&,& ),)-J1, = %(+)234�-9�.0EHC6 %4 $ % :  → ! -*%4&,&-)B �$4 <=>?O@6 �0�) 95:)�%- �-C J-%�+>K)-C6 %E&8 %,0 �$4 <=>?O@6 + $" &R⇒%(+) $! %(&)2 S)/0(%9�) ,.&C %,%DHD1
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  !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01"# $�&'& (�) * #)+(,-  [! ] .#, #/,-) -01)+( �232- �&4 " +-) #')567&42# �& ##5$1)"�& "�& ! �6�&)& 8"�# ,- 4'$01#) +$'&)& $ %  (#)9 $ &∈  [! ]: ;'( �*,#')5&73 �&4 #9  [ !"! (#)] ⊑ " +-) -4�( �& -01)+( �232- #/,-) 7,3")& #'#).3.#, '#0)61#) �& $: <0- 7)- +$'&)& ' ∈ " 9  [ !"! (#)] =  !" (')9 +-) -'( �*,=>?@AB9  (#) = ': C4,$7#�-) (�) $ % ' +-) $ ∈  !" (') =  [ !"! (#)]9 '&4#/,-) $�&'&: ⊣#$%&$ '()*+,- =./01*232,4�+�- 1-67 82-�(�-0,9:;: <)*;:=$ �!" #$%&'�%&' )"$* +!"�,�"-./0%&' 123%&' ! 4 " 4 ,5�, ! ≤" " 6 " ≤" ! 72345#$6!7 D& E#80*2- #/,-) �#�0)226,& -, " = ∅9 "4,#'8F .#1(2-"�# (�)�& #5$1)"�& 0 4'$01#): ;'( �& G#80*2- H'#0'#'#0-"26,*F ;,-.0&23F #$>?4'$01#) "4,$0�*"*  : ! → " '&4 )+-,&'&)#/ �*, �-4�(�*�- (#) =







min {$ ∈ " | (∀( %! #)[ (() % $]})-, (∃$ ∈ " )(∀( %! #)[ (() % $])
0 ) -55)8F* =>?@IBC1&5-"�)+$9 #.8 #J-02(K&42# �& G#80*2- #$>? "�*, -'#)+(,)"* + : (! ,-)× ! → -9 &0)"26,* 2# �&, �L'&+(.) #) =







min {$ ∈ " | (∀( %! #)[.(() % $]})-, (∃$ ∈ " )(∀( %! #)[.(() % $])
0 ) -55)8F*M#1N0/K&42# �80- .L& '#0)'�8"#)F:�#/03�.&!  : �!" )*8, # 6= 0! 4  (#) 6= 0 : ;4�( "*2-/,#) (�) * .#L�#0*'#0/'�N"* "�&, &0)"2( =>?@IB .#, -,-+L'�#)9 $0- *  )+-,&'&)#/ �*, �-4�(�*�-=>?@AB +-) -,-7+-"�)+$ #/,-) -01)+3 &2&)(�*�- -'( �& G#80*2- #$%@:�#/03�.&! @: �!" )*9%!% / ∈ !) / 6= 0! )"!  (/) = 0 : O"�N / �&#5$1)"�& �6�&)& "�&)1#/& �&4 ! : G#N0&L2# �&, '#0)&0)"2(0 = ( ↾ !"! (/)) :  !"! (/)→ ")& &'&/&F )+-,&'&)#/ �*, =>?@AB9 $0- -'( �& G#80*2- #$%@9 #/,-) -01)+3 &2&)(?�*�- -'( �&,  !"! (/) "�&, " : P).)+(�#0-9 * #)+(,- 0[ !"! (/)] =  [ !"! (/)]#/,-) -01)+( �232- �&4 " Q -, 3�-, 7,3")&9 �(�#  [ !"! (/)] =  !" (') 7)- +$?'&)& ' ∈ " +-) -'( �*, =>?@IB9  (/) = ' 6= 0 9 #,$,�)- "�*, #')5&73 �&4 /: <0- [ !"! (/)] = " : C4,$7#�-) (�) " ="  !"! (/)9 +-) #'&26,NF 4'$01#) -01)+3&2&)(�*�- -'( �& " "�& ! : ⊣D& E#2#5)-+( -4�( E#80*2- 61#) '5*E80- '&0)"2$�N,9 2#0)+$ -'( �- &'&/--R/K#) ,- .)-�4'8"&42# -26"NF: D& '08�& 2-F ./,#) 6,-, -'5( �0('& ,- "4?7+0/,&42# +-5$ .)-�#�-726,&4F 180&4F:#$%>$ �4*23,-$ �!" #$%&' �%&' )"$* +!"�,�"-./0%&' 123%&' ! 4 " 4! ≤" " ⇐⇒ (∃ : !  " )[*  "6S#�-) �)F .)-�$R#)F]*2345#$6!7 H'&E6�&42# (�) 4'$01#) +$'&)&F 2&,&2&0J)"2(F  : !  " '&4"6S#�-) �)F .)-�$R#)F9 -55$ ='0&F -'-7N73 "# $�&'&B9 ! 6≤" " 9 $0- " %" ! :
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 !"#$%&' ()  %$# *&%�!�%,-./'& 012'&    !"#�%& '�&  =  !"! (!) (&% )*"+&+ ! %"' �,- ./01123 )%& #"+45-67 8"*9:#&%-�&;�+&:<% " :  →  !"! (!)= �>9% , ;?-@#;, # = " ◦ $ : %   !"! (!) #<-%&4+-+4+9A&;4'7 "+8 ;5B#�%& �&7 C&%�*D#&7 )%& %-�&�<@#�%& ;�+ #$%&E ⊣#$''$ �)*+,-. ./.01 23-3045,6 �89 ≤ :$  !"# $% &#'( &)!*% E &+)! ,-+.�#�+0$1'2' 3452' 13#- ≤ .#)!3-*�6 $1)678 ,%)+,( 0-+ &!96-6 %0 ∈ E &+- :)+�+ % ∈ E8 %0 ≤ % ;345*!&67) F 8"'@#;, 4%7 C<-#& )*"+&+ & ∈ E 3 )%& %- %8�'7 + & #<-%& ≤ 0#G*:&;�+7 ;�+ E 3 �#G#&>;%4#E H- ':&3 �'�# , #$'; ;8-#"*(#�%& '�& 8"*9:+8-)%G* C&%�#�%(45-+& :>9+& ;�,- )G*;, E "+8 #<-%& '4+&+& 4# %9:&)* �4I4%�%�+8 & 3 5�;& "+8 �+ ;?-+G+' = ! {! ∈& | (∃% ∈ E)[% =  !"" (!)]} ./01J2#<-%& 4, )#-' )%& *9% 5:#& ≤" 0#G*:&;�+ 45G+7 !E H"' �+- +9&;4' �+8 ' 38"*9:#& )*"+&+7 :>9+7 %0 ∈ E �5�+&+7 >;�# %0 =  !"" (!)3 )%& &;:89&K'4%;�#'�& %8�'7 + %0 #<-%& ≤ 0#G*:&;�+7 ;�+ E E �&% -% �+ %"+C#<D+84#3 4# %"%(6(I;# *�+"+3 5;�6 )*"+&+7 % ∈ E 3 %0 6≤ % = *9% % ( %0 =  !"" (!)= *9%% =  !"" ()) (&% )*"+&+ ) (" !3 #-*-�&% ;�,- #"&G+(I �+8 !E ⊣M�&7 "#9&;;'�#9#7 #A%94+(57 %8�+? �+8 @#69I4%�+7 , )G*;, E #<-%& ;?-+G+3+&)+(5-#&% )%G* C&%�#�%(45-6- :>96-3 %GG* 8"*9:+8- )%& "#9&"�>;#&7 '"+8, (#-&)'�,�% �,7 C&%�?"6;,7 #<-%& :9I;&4,E �E:E 8"*9:#& ≤ 0#G*:&;�+7 )%G*C&%�#�%(45-+7 :>9+7 "+8 5:#& +9&%)' ;,4#<+O;8()#)9&45-%3 + PQ(N)ES# 'G, %8�I �,- "9+#9(%;<% C#- 5:+84# %)'4, )%�%;)#8*;#& %-%"%9<@4,0�+87 )%G* C&%�#�%(45-+87 :>9+873 )%& C,4&+89(#<�%& , 8"+T<% '�& 'GU %8�* �%@#69I4%�% %A+9+?- 4'-+ "#9<#9(% %-%)%�>4%�% �+8 NE V+ #"'4#-+ C#?�#9+@#4#G&%)' %"+�5G#;4% �+8 )#A%G%<+8 D#)%@%9<K#& �,- #&)'-%E#$'<$ =3>*6-. ?@ABC" ; <9!53#- 65-*�-&:7 �#)#*�(7 *(+) 96= +'�-*�6-3>.?#- *# &!"# *@'6)6 +8 1'+' &+)! ,-+�#�+0$1'6 3456*(+) = (,(+)-≤#($))-�1�6-6' 4*�# ,(+) 6≤ +8 ,%)+,( ,#' =9!53#- $6'6$65A-*$:7 $ : ,(+)  +;B9-9)16'8 6 34567 *(+) #>'+- 6 ≤ .#)!3-*�67 $# +=�( �%' -,-:�%�+8 ,%)+,(0-+ &!"# &+)! ,-+�#�+0$1'6 3456 & 8+' & 6≤ +- �:�# *(+) ≤ &. ./01/2345*!&67) W5�+84# "9>�%XY(+) = ! {% | % = (Z[\]^(%)-≤! ) #<-%& )%G* C&%�#�%(45-+7 :>9+74# Z[\]^(%) ⊆ +}- ./01_2!;�6 ∼$ + "#9&+9&;4'7 �,7 +9&;�&)I7 ;8-@I),7 = ;�+ XY(+)3% ∼$  ⇐⇒ ! %-  ∈XY(+) &% =  .�9+A%->7 , ∼$ #<-%& ;:5;, &;+C8-%4<%7 ;�+ XY(+)E W5�+84#,(+) = ! [[XY(+)/∼$]] ⊆ P(XY(+))- ./01`2
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  !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01"#$ %$#�'(()*+, �$- ".'(,$- $()%*/#+0#- (�)  (!) #12 �)*- 3#/�$14)(51)*-6�)*-7
["#∼ ] ≤!( ) [$#∼ ] ⇐⇒ ! " ≤" $% 89:;<=>*�2 ?@,$ /2A+#7 ,1,$%B #/

["#∼ ] = [" ′#∼ ]& [$#∼ ] = [$ ′#∼ ]& "#$ " ≤" $&�2�, " ′ =" " ≤" $ =" $ ′C D) E,E)/2- 2�$ A ≤!( ) ,0/#$ "#.B %$'�#FA �)* (!) ?1,�#$ ,G").# #12 �$- E,/$"?- $%$2�A�,- �A- ≤" "#$ #12 �#  !"# "#$  !""C�#04/)/�#- �A/ '4/A(A �I/ %G) 1.,*45/ �A- 89:;<= (*/'E)*+, �A/ 3#*(�A4B6�A- +)4JB7$ '" " ⇐⇒ [$#∼ ] '!( ) ["#∼ ] ("& $ ∈KL(!))% 89:; =M$ N#($"?- $%$2�A�,- �)* �,.,(�B OPQRSTU #1)44?)*/ #12 �) ,FB-$%&&'C �!" #$%& ( = ["#∼ ] ∈  (!)'()*!( )(() = {[()*# ())#∼ ] | ) ∈ "} =" "%(!)!#*�&,"' #$%& -./0!1 ",2!#* �3/3" �14 *(!) &5."! *31!1 3& #$61!1 #"7$)!"�&�"-38.1 " ∈KL(!)' #"! #$%& " ∈KL(!) &5."! *31!1 3& #$61!1 -./0!1",2!#* �3/3" �14 *(!)9:;<<= 2 V,0@/)*+, 145�# �A/ $(2�A�#()*!( )(() = {[()*# ())#∼ ] | ) ∈ "}%>/ + = [$#∼ ] '!( ) (7 �2�, $ '" " #12 �A/ 89:; =7 '4# $ =" ()*# ()) E$#"'1)$) ) ∈ " "#$ ,1)+?/I- + = [()*# ())#∼ ]C >/�$(�42JI-7 E$# "'W, ) ∈ " 7()*# ()) '" " 7 '4# [()*$ ())#∼ ] '!( ) ["#∼ ] = (& 1'.$ #12 �A/ 89:; =C�$# /# %,0F)*+, �A/ )+)$2�A�#" =" ()*!( )(() = {[()*# ())#∼ ] | ) ∈ "}&W,I4)G+, �A/ #1,$"2/$(A , : " →  (!) +,,()) = [()*# ())#∼ ]& () ∈ ")&1)* ,0/#$ )+)$2�A�# �)* " +, �A/ ,$"2/# �A- ,[" ]7 ,1,$%B) '# - ⇐⇒ ()*# ()) ⊑ ()*# (-)
⇐⇒ ()*# ()) '" ()*# (-)
⇐⇒ [()*# ())#∼ ] '!( ) [()*# (-)#∼ ]% ⊣ 8YB++#=Z1)W?�)*+, �54#7 14)- #1#EIEB (, '�)1)7 2�$ *1'4@,$ "'1)$)- +)/)+)4J$:(+2- . :  (!)  !&"#$ ?(�I / = .[ (!)] ⊆ ! A ,$"2/# �)*C M +)/)+)4J$(+2- . 3#/�$E4'J,$6 �A/"#.B %$'�#FA �)*  (!) (, +$# ,10(A- "#.B %$'�#FA �)* /7) ≤% - ⇐⇒ ! .−1()) ≤!( ) .−1(-) ()& - ∈ /)&
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 !"#$%&' ()  %$# *&%�!�%,-./'& 012'&   !"�$% &$�' �(  = (!"≤ ) ')*+% ,+-. /%+�'�+01"*( 23($4*(-( �(2 #5 ,+% +36�(* (7%$16 �(25  =! $(#)% 89:!;<=36 �( >?11+ 61@A5 (  ')*+% 61(%(A 1' ,.3(%( 0*?$%( +7B%,6 �1?1+ �(2 $(#)5,+% '3(1"*@A  &! $(#)5 3(2 ')*+% .�(3( +C(4  =! $(#)D�%+ *+ /')F(21' �G* '-+B%$�6�G�+ �(2 $(#)5 3+7+�G7(41' 37&�+ 6�% 0%+ ,.H',+-. /%+�'�+01"*( ' 5 +* ' &! $(#)5 �6�' ' =!  !""(#)(() 0%+ ,.3(%(( = [ )∼#]5 �"�(%( &$�' ' =!  +36 �( >?11+D I7++* ' &! $(#)" �6�' ' ≤ #" 89:!!<'C6$(* �( 83'/)( (7%$1(4 �(2<  ')*+% 23($4*(-( �(2 # ,+% (% (1(%6�G�'A ')*+%1(*(1(7C%$1()D �+)7*(*�+A �G* .7*G$G ,+% �@* /4( 3-'27&*5+* ' 6≤ #" �6�' ¬[' &! $(#)]" ,+% .7+ $(#) ≤! '% ⊣K+ 37(�%1(4$+1' L'L+)@A *+ +3(/')F(21' 6�% # & $(#) +*�) �(2 /'%-(4$(#) 6≤ #5 ,+% $)0(27+ +2�6 +-GH'4'%5 +--. G +36/'%F? �(2 B7'%.M'�+% �(=F)@1+ N3%-(0?AD �7"3'% *+ 3'7%1"*(21' -)0( +,61G 1"B7%A 6�(2 '1C+*%$�') (+36 1GB+*?A H'6A $�( 37($,?*%(DO% '*(B-G�%,"A -'3�(1"7'%'A +2�?A �GA +36/'%FGA 3G0.M(2* +36 �( 0'0(*6A6�% ( 3'7%(7%$16A .# �GA (7%$�%,?A $2*H?,GA ≤! $�( PQ(#) /'* ')*+% ,+-?/%.�+FG5 0%+ �(* �'�7%11"*( -60( 6�% /'* ')*+% +*�%$211'�7%,?R 3%H+*6* *+ 23.7:B(2* /%+C(7'�%,()5 61(%(%5  " * ∈PQ(#)5 ,+% L'L+)@A 3.*�+ 23.7B(2* +* �( #"B'% �(2-.B%$�(* /4( 1"-GD =2�6 1+A +*.0,+$' *+ (7)$(21' �( +(#) @A $4*(-(,-.$'@* %$(/2*+1)+A +*�) �(2 3(-4 +3-(4$�'7(2 +(#) = PQ(#)D S'B*%,.5 G$B"$G .# ')*+%  !"# $%&'()�!+, ,+% +F)M'% �(* ,63( *+ /%+1(7C&$'% ,+*')A+2�? �G* +36/'%FG ,.3@A /%+C(7'�%,.5 1'�. �G* '%$+0@0? +2�?A �GA "**(%+A5L-D �7(L-?1+�+ #$%&$ T #$%'(DO �'-'$�?A UVWXYZ[ 13(7') *+ B7G$%1(3(%GH') $�G* ,+�+$,'2? 0'*%,&* �':-'$�&* �(2 -./010 ,+% �(2 21345010 0%+ (%,(0"*'%'A ,+-. /%+�'�+01"*@*B&7@* 8�7(L-?1+�+ #$%') ,+% #$%'$< +--. "B'% ,+% 3(--"A .--'A '*/%+C":7(2$'A %/%6�G�'AD �%+ 37&�G 'C+71(0? �(25 0'*%,'4(21' �( \2*'B"A K'&7G1+N-.B%$�(2 \�+H'7(4 \G1')(2 )%'& $' 1G $2*'B')A +3'%,(*)$'%A5 +C(4 37&�+/%+�23&$(21' �( K'&7G1+ \�+H'7(4 \G1')(25 3(2 "B(21' ?/G +3(/')F'%D$%*+% ,-./012 3�25-/67 301-8698]^_`a bY^cX de`YW`f5 g`Wf`hY<617 7)899$9 �!�( # !$9( :;(<, , : - → - <9 =;!; 9$!>?>( : @A%& =@9( �&B")@(<�&;=;! <�!89%: <,C9D&E ',"!'#  )$&(& .∗ ∈ - ( !;&$&(9D �,; 9+D<?<,.∗ = ,(.∗)%
17 !"#$"%& '() '*+�-./0( �1 2(3456+ 7�+8(41- 756(91: 0( �;�1*+ <()*=>�5�+? =+* <*@+:�> �1 A><1 �1 8(3456+ =+* '*BC14+ +.> �+ .14906+�B �1: ;D1:) +.1'18(9 =+�B =+*41-E0( 6(�+<();0�(41:E 6+856+�*=1-EF G6/E 5 '*B0565 H.43�5 +.>'(*I5J �1:  !"#$%&�() *&+,$) -./�&01) .1: ;'/0( 1 !"#$"%& �1 KLMN '(9D)(* +=4*O3E +:�> �1 8(3456+? �(�4*66;)+.(4*14*06;)1 0�5) (*'*=P .(49.�/05 .1: �1) ()'*;C(4(F
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  !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./012345#$6!7 "# $%&'$()*+, -�#  !"# ')$&,/0�,1 +01# 23%#&# 2,43 5&,�$�,67+81# '9)#  �8�#&#1 9-�$ 1, +*1 :%3)'$& +#1#+#);&-+0< ! :   " = 2,& �9),8'#:+$ �#1  = #(" ) +$ ,:�>1 ,2)&?9< �*1 &5&0�*�,@ ⊣ !$#! %&'()*+ ,-./01�34 5�+6&(37 5)*&834 ABCDEF GHICJ KLHMF NOCL7PCQR !"#$ %&'&�&')*+ ,-$)*.')/0 $ : " → " /$ $-,121)*. 345& 63$) A,2)&7?9<R 6', )/375" $8"3)/�& /�,#$5. /0%$9&: ;08,;+ 7-"53$) %∗ ∈ " %$$(%∗) = %∗&
(∀' ∈ " )[$(') = 'S⇒%∗ ≤ ']&-&7 $-)-86&' 63$) �0' $<+=: )/375.�$50 );).�0�,>
(∀' ∈ " )[$(') ≤ 'S⇒%∗ ≤ ']( AT7U!R2345#$6!7 V&, %)#-$2�&2> ,1361W-* �W1 ,%#5$(X$W1 �#: Y>++,�#< Z%,7134*[*<  !"9 2,& �#: \$W)>+,�#< ]�,^$)#_ ]*+$(#:  !"# ;,1$)91$& 0�& ,2)&7?9< * (5&, 2,�,-2$:> �#: -�,^$)#_ -*+$(#: 6&, +&, $%$2�,�&2> ,%$&201&-* +,<5(1$& $%(-*< �# $43'&-�# -�,^$)0 -*+$(# +&,< +#1#�#1&2>< ,%$&201&-*<@ `$1:%3)'$& 0+W< 406#< 1, �# 231#:+$ ,:�0= ,;#_ �# \$9)*+, Z43'&-�#: ]�,^$7)#_ ]*+$(#: $(1,& ,%40 %0)&-+, �#: \$W)>+,�#< ]�,^$)#_ ]*+$(#:@ a ?,-&2>%,),�>)*-* $(1,& 0�& 23^$ +#1#�#1&2> ,%$&201&-* $ $(1,& $%$2�,�&2> -$ 23%#&#$%,6W6&20 7-&345& �#: " @\8�#:+$ ) = {% ∈ " | % ≤ $(%) & (∀')[$(') ≤ 'S⇒% ≤ ']}2,& %,),�*)#_+$ %)9�, 0�& # %$)&#)&-+0<
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