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Σημειώματα

Σημειώμα ιστορικού εκδόσεων έργου

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1. ΄Εχουν προηγηθεί οι κάτωθι εκδόσεις:

• ΄Εκδοση 1.0 διαθέσιμη στο σύνδεσμο http://www.math.ucla.edu/ ynm/lectures/g.pdf

Σημείωμα αναφοράς

Copyright 2015. Γιάννης Μοσχοβάκης. «Θεωρία Συνόλων». ΄Εκδοση: 1.1. Αθήνα 2015. Διαθέσιμο
από τη δικτυακή διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/MATH24/

Σημείωμα αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, ΄Οχι
Παράγωγα ΄Εργα, Μη Εμπορική Χρήση 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής ΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα
οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:

• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από τη χρήση του έργου, για το
διανομέα του έργου και αδειοδόχο

• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο
έργο

• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ.
διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για εμπο-
ρική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.

http://www.math.ucla.edu/~ynm/lectures/g.pdf
http://opencourses.uoa.gr/courses/MATH24/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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Διατήρηση σημειωμάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να συμπεριλαμβάνει:

• το Σημείωμα Αναφοράς

• το Σημείωμα Αδειοδότησης

• τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

• το Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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 !"#$%&' () *�%,!-# *./!0%  !�#$ �&' $'�()�*+,& $'#)-�&�$. /*0/1# '$ 21(3+451 -�# $'  (!)(") = #. �-�14/6*71# 86/+#$ $ ∈ % �0�+#$ 9)�1  ($)(") = #: ;/- �&' #)74*< )4'071#$�&=  . 4/6*71# 86/+#$ /1/1*$)50'& !0 ⊆ ! . �0�+#$ 9)�1  (!0)(") = #> $/-�+ /*+&?+@51'+ A<55$. 4/6*71# 86/+#$ $ ∈ % �0�+#$ 9)�1 !0 ⊆ $> 8$# 51�& 5+'+�+'#8-�&�$ �&=  . $4�- )4'1/6?1�$# -�#  (!0) ⊆  ($): B#2#8-�1*$. (!0)(") = #. 6*$  ($)(") = # 8$# $4�< 1('$# & $ /+4 7*1#$C-5$)�1: ⊣�*+,$'9= �+ E4'170= F19*&5$ BG67#)�+4 E&51(+4 1('$# $/G- /-*#)5$ �+4F1H*<5$�+= ;'$2*+5<= )�+4= ,4)#8+@= $*#I5+@=  !": B/()&= -5H= )4'1/6?1J�$# �+  !". 51 0'$' 14I@ )4GG+?#)5- /+4 $3(C1# 2#1*1@'&)&. 1/1#2< 1/13&?1( �+'K$)#8- �*-/+ 51 �+' +/+(+ 1,$*5-C+451 �+ "!#$:"!%&! '()*+,-. �01 2+34567�08 '97*40658 7() �0 "!#$: �#$ 86I1 & ∈ '8$# 86I1 )4'6*�&)& ( : ' → '. +*(C+451 �&' $/1#8-'#)& : (N ) ')→ (N ) ')51 �+' �@/+  (!) = ! ′* -/+4 ! ′(+) =

{&* $' + = 0*((!(+− 1))* $' + , 0*B29 & ! 1('$# 51*#8< )4'6*�&)& $/- �+ N )�+ ' 8$# 1*5&'1@+451 �+' +*#)5-51 �+' ,4)#8- �*-/+. 0�)# /+4+ , 0L⇒ [! ′(+) ↓ ⇐⇒ ((!(+− 1)) ↓ ⇐⇒ !(+− 1) ↓]-E7+G$)�#86. & $/1#8-'#)&  $'�#)�+#7(C1# 0'$ )@'+G+ C14?9' ! ′ ⊆ (N×') )186I1 ! ∈ (N ) ') 8$# +*(C1�$# 51 �&' 13()H)& (!) = {(0* &)}
⋃ {(+* ((.)) | + , 0 & (+− 1* .) ∈ !} (! : N ) ')- MNJOPQ;/- $4�- 0/1�$# -�# ?#$ 86I1 ! 8$# 86I1 +. (!)(+) =  (!0)(+)*-/+4 !0 = {(0* &)} $' + = 0 8$# !0 = {(+ − 1* !(+ − 1))} $' + , 0. 8# 0�)# & 1('$# )4'17<= $/- �&' �*-�$)& "!#%. 8# 6*$ $*#I5<)#5$ )4'17<=: R�)#. $/-�&' "!#$. 071# 0'$ )�$I1*- )&51(+S 51 6GG$ G-?#$. 4/6*71# 51*#8< )4'6*�&)&!∗ : N ) ' /+4 #8$'+/+#1( �&' !∗ =  (!∗). 8$# $50)H=!∗(0) = &* MNJOTQ!∗(++ 1) = ((!∗(+)) (!∗(+) ↓)- MNJONQU+ F19*&5$ "!#$ 21' 1??46�$# -�# $4�< & !∗ 1('$#  !"#$ %&'()�+%+. 51 /12(++*#)5+@ -G+ �+ N. $GG6 $4�- 1/$G&I1@1�$# 1@8+G$ 51 1/$?H?< )�+ +. 7*&)#5+J/+#9'�$= �#= �$4�-�&�1= MNJOTQ. MNJONQ: ⊣F1H*+@51 �9*$ 5#$ /#+ 1'2#$,0*+4)$ 1,$*5+?<. -/+4 21' 1('$# �-)+ /*+,$'0=/9= '$ +*()+451 �& )4'6*�&)& /+4 7*1#$C-5$)�1 8$�14I1($' $/- �+ F19*&5$;'$2*+5<=:

 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01 !"#! �%&�()*! �!" #$%& '()$*�,',  : N → N #"! #$%& $-&!*. '/).0.! ⊆ N 1('!#2) "*!%32)4 (-$*5&! "#$%&'( '()$*�,', " : N → N -.( !#").-.!&6�!7 �"(�8�,�&79
"(#) =

{

0$ )* # ∈ !$ ("(#+ 1))$ )* # %∈ !& "+,-.(2345#$6!7 /012#345 �7* )85%&9*%:7' : (N ( N) → (N ( N):�#* 58);<;%&9 =>0# 9$<* �<* 450%&>* :3*)0�':5<* 4%)? 45�)@$7�'? :�# NA45 �#* �B8# '(") = " ′$ 98#3 " ′(#) =

{

0$ )* # ∈ !$ ("(#+ 1))$ )* # %∈ !& "+,-C(D58�#450E:�50)A )3�9 :74)1*5% 9�% FE�#345'(") = {(#$ 0) | # ∈ !} ∪ {(#$  ())) | # %∈ !& (#+ 1$ )) ∈ "}$8#3 :3*58G;5�)% )89 �7 4#0H' �7? 9�% 7 ' 51*)% :3*5='?A G0) )0%F4':%4) :3*5,='?I J8#4E*<? E=5% E*) :�)F509 :7451# " 8#3 %&)*#8#%51 �7* "+,-.(A &)% )0&51*) )8#K51L#345 9�% )3�' 7 " 51*)% #$%&'I M? K5=�#B45A 80#? )8);<;' :5 G�#8#A9�% "(#) ↑ ;%) &G8#%# #I �)0)�70#B45 9�% )89 �7* "+,-.( )3�9 :3*58G;5�)% 9�%# %∈ !A )$$%>? "(#) ↓A &)% 4G$%:�) "(#) = 0I O) K51L#345 45 58);<;' :�#* 9�% "(# + *) ↑A 8#3 :3*58G;5�)% 45 �7 :5%0G �#3 9�% ;%) &GF5 *A # + * %∈ !AG0) �# ! ⊆ [0$ #) 51*)% 85850):4E*#A 8#3 51*)% G�#8#I 89&!7 M* * = 0A �9�5"(#+0) = "(#) ↑A )89 �7* 389F5:7I :31;.;$<4 8="17 M* "(#+*) ↑A �9�5 )89�7* "+,-.(A 8G$%A #+ * %∈ !I M3�9 94<? :3*58G;5�)% "(#+ *) =  ("(#+ *+ 1))AG0) "(#+ *+ 1) ↓ P⇒ "(#+ *) ↓ ")H#B 7  51*)% #$%&'(A 8#3 51*)% 5*G*�%# :�7*58);<;%&' 389F5:7I ⊣ !"+! ,)-*)*! :&6;& 0&-�.3&*&!"#$ �, '()<5&!" �,7 ' '= "(�>) �,) "-8?@&!;,A�%) 4%) �01�7 �38%&' 5H)04#;' �#3 R3*5=#B? O5<0'4)�#? J$G=%:�#3 R�)F5,0#B R7451#3A F5<0#B45 �#* "0B8*!%3. �.( C(#0&6@,I !""! �%&�()*! "-( D-$*5&! "#*!E27 36" 3&*!#> '()$*�,', " : N × N ( N3& -&@6. .*!'3./ {(#$+) | #$+ 6= 0} -.( !#").-.!&6 �!7 &;>7 �"(�8�,�&74 B!"80.(7 �.(7 "*!%3./7 0 , # , +9"(+$#) = "(#$+)$"(#$ #) = #$"(#$+) = "(#$+− #)& "+,- (
 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !"#$%&' () *�%,!-# *./!0%  !"#$  !"#$%&'(  ∗ )"* &'$#")"&+, �" ./.�0!$ "%&! $ *)"1"2,3+& �"# !42&.�"'"&#5 %&$&64�0 %/" $6&7!8# !+2$1/�+69# �"* 0: ∗(!"#) =  !"(!"#) "%&#'$
= ( )*+,-�(/ $ 0(1 2,3,456 374,89/73, �(1/ 2:( 34,;)(:/ !< #=1234!&5.) >5 7?;5 )54,7@ -1A?4�B-B  : N × N % N 3A�,-�(,C6D(1)5 �B)54,7@ -1A?4�B-B  ′ : N× N % N 0(1 (46D5�3, )5 �(A �:0( ′(!"#) =







 (#"!)" 3A ! & # & 0"!" 3A ! = # & 0" (!"#− !) 3A 0 ' ! ' #"73, ;*�(1)5 (( ) =  ′)E 305,7FA,-B ( : ((N × N) % N) → ((N × N) % N) 56A3, 04(G3A9/ -1A5C@/=>1A509/ 10?4C5, 5H?C,-�B )54,7@ -1A?4�B-B  ∗ : (N× N) % N �*�(,3 9-�5(( ∗) =  ∗"73, 31�F 56A3, "5:7(H3$ ,-(2:A3)( )5 �( -:-�B)3 "%&! $= E 30F25,IB F�, +,3FH3 �3 !"# 6= 0  ∗(!"#) ↓ &  ∗(!"#) =  !"(!"#)56A3, )5 503+J+@ -�( ?;4(,-)3 !+ #= "K,3C94,-5 054,0�9-5,/ 3A 0 ' # ' !<
0 ' # = ! @ 0 ' ! ' #< 73, C4B-,)(0(6B-5 �BA 30H@ ,2,F�B�3 �JA G1-,79A34,;)9A< F�, 2&$ 0 ' ! ' #: "& '"&#", %&$&64�+; �9# !"# +,#$& $'6&<8; "&,%&"& !+ �"*; '"&#"/; %&$&64�+; �9# !"#− !=$ ⊣>L 31�F �( 034?25,+)3 25A C45,3DF)3-�5 �( >1A5C*/ M594B)3 NH?C,-�(1>�3;54(: >B)56(1 +,3 A3 30(256I(1)5 �BA :034IB H:-B/ �(1 -1-�@)3�(/ "%&! $<3G(: )0(4(:)5 A3 503HB;5:-(1)5 73�51;563A F�, B -1A?4�B-B  !" 56A3, H:-B=�34L FH3 31�?< B �4F�3-B 56A3, -B)3A�,7@< 505,2@ )3/ 26A5, *A3 C4@-,)( C343&7�B4,-)F �B/ -1A?4�B-B/  !" 0(1 10(256CA5, *A3 -1+7574,)*A( P73, 5:7(H(P�4F0( 10(H(+,-)(: �B/= �=C= C4B-,)(0(,9A�3/ )FA( �,/ 5I,-9-5,/ �(1 -1-�@&)3�(/< 10(H(+6D(1)5Q !"(231" 165) =  !"(165" 231) =  !"(165" 66) =  !"(66" 165)

=  !"(66" 99) =  !"(66" 33) =  !"(33" 66)
=  !"(33" 33) = 33)R1�F/ ( 10(H(+,-)F/ �B/ �,)@/  !"(231" 165) 56A3, 0(H: 30H(:-�54(/ �(1 �5&�4,))*A(1< F0(1 S?CA(1)5 +,3 �(A )*+,-�( 7(,AF 2,3,4*�B 2(7,)?D(A�3/ )5 �B-5,4? FH(1/ �(1/ 34,;)(:/ 30F �(A !%T 04(CJ49A�3/ 04(/ �3 7?�J< )*C4,/F�(1 84(:)5 7?0(,(A 7(,AF 2,3,4*�B �JA !%T 73, #U!= V( G3,AF)5A( 56A3, +5&A,7FQ ( C3437�B4,-)F/ ),3/ -1A?4�B-B/  J/ �BA 5H?C,-�B H:-B -1-�@)3�(/30H9A 5I,-9-5JA -1CA? )3/ 26A5, *A3A  !"#$%&'(< ),3 W-1A�3+@X +,3 �(A W)B&C3A,7FX 10(H(+,-)F �JA �,)9A �B/  < 73, 31�F/ 56A3, *A3/ 30F �(1/ HF+(1/
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2$34/1""1  !""#$ �# &$'()*+ ,(-./01 234)56�#$ &�17(.#8 &/0(9#$ (9'15 7(0(351:; <51 �/'"3/.#=#.5:>?@(3(5-'#$0( 0A *'1 1"3; 1"#�*3(601 <51 <.1=>01�1 "#$ 6)(�9B(�15 0( �5+5C*(+ 1$�#8 �#$ :(=1319#$D E3? �.#E3>01�1 # !$ :15 # !$%? !&'! ()*+,-.! �)012,3 GHIJKLM (9'15 *'1 C#0/0*'# 68'#3# (!"→ )D ;"#$�# 68'#3# �N' 34,56 GOPHOQM → ⊆ ! × ! (9'15 C50(3>+ 6)*6/ 6�# 68'#3#�N' 4-,786 GRSPOQM !? T ,9�373�*4; 4<9*+�-�2�3 GUIJRQVUVWO YSQZIOM �#$! (9'15 �# <.4=/01 ! = (!"⇒ )D ;"#$#⇒ $ ⇐⇒ ! $"4.)(5 0#'#"4�5 1"; �# # 6�# $ 6�# !
⇐⇒ (∃%0" & & & " %!)[# = %0 → %1 & · · · & %!−1 → %! = $]&["(5:#'9B#$0( <.1=>01�1 "(.9"#$ ;"N+ :15 0(.5:4 C51�(�1<0*'#$+ )-.#$+D1334 / :1�(87$'6/ \".#+ �1 C(]54 > ("4'N^ C(' *)(5 :1054 5C519�(./ 6/01691 :15)./650#"#5#80( 6$6�/01�5:4 E*3/ 1'�9 <51 1"3*+ <.100*+_ / 6)*6/ # → $56)8(5 1' $"4.)(5 E*3#+ 1"; �# # 6�# $D :15 / # ⇒ $ 56)8(5 1' 0"#.#80('1 :5'/7#80( 1"; �# # 6�# $ 1:#3#$7-'�1+ �1 E*3/ �#$ C51<.4001�#+? &�#`54<.1001  !"D  →  D '⇒ ' :15 '⇒ D 1334  6⇒ )? !&"! �)-�3+2! �&' ()*+ ,-)./0' !1 / 2342/ 0+�'6'�&(78 (9+&2�:�/�'8 ⇒ &(';<=<&+> �/; &2<?@;'0>'#⇒ $ ⇐⇒ #→ $ ∨ (∃% ∈ !)[#→ % & % ⇒ $]& Gab!cM5678#$9!: d"#7*�#$0( ;�5# = %0 → %1 → %2 → · · · → %! = $*1' + = 1D �;�( 10*6N+ #→ $D :15 1' + , 1D �;�( #→ %1 :15 %1 ⇒ $ G1";�#' #.560; �/+ ⇒ MD :15 �# C(]9 0*3#+ �/+ Gab!cM 6$'4<(�15 7*�#'�1+ % = %1?T 1";C(5]/ �/+ 1'�96�.#=/+ 6$'("1<N<>+ C516"4�15 =$65:4 6( C8# "(.5"�-6(5+:15 (9'15 (]96#$ 1"3>? ⊣

�!"#$%&'�' )*' �" +,-.$'*" /# !$! �51 :47( 0(.5:> C54�1]/ ≤ 6�# 68'#3# -D / 36�>+�)?12 +@A+2# ≤′ $ ⇐⇒ ! $ ≤ #
 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !"#$%&' () *�%,!-# *./!0%  !"#$%& "'#()* +",&-. /&0�%2)3 4'5 �67* "'%898&-6:* ;<,67* ( ! ") -%& P( )='6&6* >;"& "'%898&-5= %$�#(�,6?6 ;<,6@ !"#" �&% -0B" "'%898&-.= +",&-. /&0�%2) ≤ (�6 (:$6C6 " -%& 8&% -0B"(:$6C6  = 6,#D67+" (�6$ (7$%,�)(&%-5 ;<,6 ( → ") �) +",&-. /&0�%2)# ≤ $ ⇐⇒ ! (∀% ∈  )[#(%) ≤ $(%)] (#& $ :  → ")''67 (78-,#$"& �&* (7$%,�.("&* E-%�0 ()+"#6F GHIJKLMJNOP3 Q"#2" 5�& ) ≤ "#$%&"'%898&-.= +",&-. /&0�%2) �67 ( → ")3 !"$" 4$ 6& +",&->* /&%�02"&* ≤1= ≤2 (�% %$�#(�6&;% (:$6C% (1= (2 "#$%& "'%R898&->*= �5�" "'%898&-. "#$%& -%& ) "2.* (;>() ≤ (�6 S%,�"(&%$5 8&$5+"$6(1 × (2T
(%1& %2) ≤ ()1& )2) ⇐⇒ ! %1 ≤1 )1 &%2 ≤2 )2'UV %7�. �) +",&-. /&0�%2) 6 ;<,6* (1 × (2 -%C"#�%& �6 %&'()*'+ �9$ /:6;<,9$ (1 -%& (23 !"," W"9,6:+" �,"&* "'%898&-6:* ;<,67* (1= (2 -%& *3 U&% %'"&-5$&()+ : (1 × (2 → * "#$%& -./&0�2 )+'+�+'&34 GNOHXYXLOZ[ \IKILIKOP %$ 8&%-0B" %1 ∈ (1= ) %'"&-5$&() (%2 7→ +(%1& %2)) (�6$ (2 "#$%& +6$6�6$&-.= -%&(7++"�,&-0= 8&% -0B" %2 ∈ (23 Q"#2" 5�& ) + "#$%& +6$6�6$&-. G(�6 8&$5+"$6P�5�" -%& +5$6$ %$ "#$%& ;9,&(�0 +6$6�6$&-.3 !"5" W"9,6:+" �,"&* "'%898&-6:* ;<,67* (1= (2 -%& *3 U&% %'"&-5$&()+ : (1 × (2 → * "#$%& -./&0�2 6/&7)40&)6 08'*-49 GNOHXYXLOZ[= I^KLX_Z[IKLJK^I^NP %$ 8&% -0B" %1 ∈ (1= ) %'"&-5$&() (%2 7→ +(%1& %2)) (�6$ (2 "#$%&%,&B+.(&+% (7$";.*= -%& (7++"�,&-0 8&% -0B" %2 ∈ (23 Q"#2" 5�& ) + "#$%&%,&B+.(&+% (7$";.* �5�" -%& +5$6$ %$ "#$%& ;9,&(�0 %,&B+.(&+% (7$";.*3!"$!" :/&0)(9" `6 (�6&;"#6 , "#$%& )*%&0�&3( G\XaJ\XZP �67 (7$5C67 -(�6$ +",&-0 /&%�"�%8+>$6 ;<,6 ( = %$ �6 , "#$%& +>C6* �67 - -%& -%$>$%+>C6* �67 - /"$ "#$%& +"8%C:�",6=, ∈ -& (∀% ∈ -)[, ≤ %b⇒, = %]'`6 (�6&;"#6 . "#$%& *;6-&0�&3( G\JKJ\XZP �67 - %$ "#$%& +>C6* �67 - -%&-%$>$% +>C6* �67 - /"$ "#$%& +&-,5�",6=. ∈ -& (∀% ∈ -)[% ≤ .b⇒% = .]' !"!" c% d,"&* (�6 ;<,6 �67 Q&%8,0++%�6* !"# -0'6&6 7'6(:$6C6 - '67 $%>;"& +"8&(�&-0 (�6&;"#% %CC0 $% +)$ >;"& +>8&(�6= -%& -0'6&6 0CC6 +" "C%;&R(�&-0 (�6&;"#%= ;9,#* "C0;&(�63

∗  !"<" S0B" '"'",%(+>$6= +) -"$5 7'6(:$6C6 +",&-0 /&%�"�%8+>$67 ;<,67 (>;"& �67C0;&(�6$ >$% +"8&(�&-5 -%& >$% "C%;&(�&-5 (�6&;"#63
∗  !"=" e$%* '"'",%(+>$6*= +",&-0 /&%�"�%8+>$6* ;<,6* ( "#$%& "'%898&-5*%$ -%& +5$6$ %$ >;"& "C0;&(�6 (�6&;"#63
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 !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01"#$ %&'$(�#*+ ,((-#$ �&. /0&1-2-1#*+. 34($# $5�+ �-5  !"#$�&'6 /787 �-139'$ �:( ;&24:( %3 ,($ $1834- /-5 '3�$<4<3�$# $/= �-( 23456 �-5 �$(3/#?%�&'4-5 @A&(B( %�-( 5/-0-C#%�+ �-5 %/#�#-9 '-56 %�- DE0&1-6 ',%$ $/= �#.�&032:(#*,. C1$'',.7 F- 139'$ 34($# G$%#*E $*-0-5A4$6 $00E '/-134 ($ 34($#()!* +6 %�&( #<$(#*-/-#&',(& /314/�:%&H �! #$�*,#-.+6 $( ,/3#�$ $/= ,($ %5?C*3*1#',(- %�E<#- �- ;&24- 578 I�,0-. �-5 $1834-5J 2�E(3# %�- DE0&1- *$#- 5/-0-C#%�+. '-5 K,13# =�# ,0&K3 & '3�E<-%&H + +#*�!/0'6 $( ,/3#�$ $/= *E?/-#- %�E<#- �$ ;&24$ /E;-5( ($ ,18-(�$#6 8:14. /1-3#<-/-4&%&6 4%:. 3/3#<+ -23456 /,A$(3 + 3/3#<+ & �&032:(#*+ %9(<3%& <#$*=/&*3716 !"#! $%&'()*! �#$ *EA3 %9(-0-  6 <#$0,C-5'3 *E/-#- ! "∈  I4%:. �- $(�#?*34'3(- +( ) �&. IM?!JJ *$# -14N-5'3 �$ %,-(.�. IOPQRSTOJ $/= �-  :. 3K+.UVPQRSTO( )

= ! {# : N $  ∪ {!} | (∀% & ')[#(') ↓ W⇒ [#(%) ↓ &#(%) 6= !]]}(F- 139'$ # 34($# �,0,&1(234 IPRQTXYSPRZJ + '56708343 I\Y]RQ^RYPJ $( C#$*E/-#- )6 #()) = !6 -/=�3 $/= �-( -1#%'= _\TSXY(#) = [0* ) + 1)H 9:,&%4 $(_\TSXY(#) = NH *$# ;(&�,02* IOPS``RZ + aYPRQTXYSPRZJ $( �- _\TSXY(#) 34($#/3/31$%',(-6 $18#*= �'+'$ �-5 N $00E �- # <3( /$41(3# �&( �! #$�*10 �*#0 !7F$ E/3#1$ *$# �$ &'#�30+ 139'$�$ '$N4 *$0-9(�$# .:4708343�. IZX]RQ^RYPJ7< !=! �#$ *EA3 %9(-0-  6 �- %9(-0- �:( 135'E�:( VPQRSTO( ) 34($# 3/$C:C#?*=. 8B1-. '3 �& 25%#*+6 '31#*+ <#E�$K& ⊑6 /-5 -14N3�$#6 =/:. *$# %�#. 0,K3#.6# ⊑ + ⇐⇒ ! # ⊆ +( Ib?ccJ�-#$ 34($# �$ '3C#%�#*E %�-#834$ $5�-9 �-5 8B1-5d< !>?! e :.%9@,'; I\YSPRYSPX\YJ # , + <9- 135'E�:( -14N3�$# ,�%# B%�3$( �- # 34($# $/-*04(-(6 �=�3 # , + = # *$# $( �- # 34($# %5C*04(-( '3 /3<4--1#%'-9 [0* )+ 1)6 �=�3% & )W⇒ (# , +)(%) = #(%)* (# , +)()+ %) = +(%)(f34K3 =�# & , 34($# %5(38+. %5(E1�&%& I<9- '3�$G0&�B(J %�- 8B1- VPQRSTO( )7F- /0+13. g3B1&'$ h0E8#%�-5 i�$A31-9 i&'34-5 '/-134 ($ $/-<3#8�34 39?*-0$ C#$ �$ <5($'-%9(-0$U
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