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Σημειώματα

Σημειώμα ιστορικού εκδόσεων έργου

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1. ΄Εχουν προηγηθεί οι κάτωθι εκδόσεις:

• ΄Εκδοση 1.0 διαθέσιμη στο σύνδεσμο http://www.math.ucla.edu/ ynm/lectures/g.pdf

Σημείωμα αναφοράς

Copyright 2015. Γιάννης Μοσχοβάκης. «Θεωρία Συνόλων». ΄Εκδοση: 1.1. Αθήνα 2015. Διαθέσιμο
από τη δικτυακή διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/MATH24/

Σημείωμα αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, ΄Οχι
Παράγωγα ΄Εργα, Μη Εμπορική Χρήση 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής ΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα
οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:

• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από τη χρήση του έργου, για το
διανομέα του έργου και αδειοδόχο

• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο
έργο

• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ.
διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για εμπο-
ρική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.

http://www.math.ucla.edu/~ynm/lectures/g.pdf
http://opencourses.uoa.gr/courses/MATH24/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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Διατήρηση σημειωμάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να συμπεριλαμβάνει:

• το Σημείωμα Αναφοράς

• το Σημείωμα Αδειοδότησης

• τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

• το Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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 !"#$%&' () *& "+,&-'. %/&01'.  ! ! "#$%&�( "# $%#"& '$'$(")*+#, - &),'./0&12 *$ �, N4 5'2 �/# �(2�")/ )*+7/ ,',%" )8#9:$�"& $;1,." "'2 �" "<&=*"�">? "'"(&0*/�2 ⇐⇒  ≤ N!@& !,!," -%./0# !1&$2"#$%0# $%#"& ,& './09(&0*,& �A# '$'$(")*+#A# )8B#2.A#4C $'2*$#/ 0$*$.&"1- &D&2�/�" �A# '$'$(")*+#A# )8#2.A# $%#"& / E9)/ �,81.9D,8 �A# *"0/*"�&1=# ',8 .+:$�"&  !"#!$ �&'(43*)+* 4"56 �07 �,"#-�,",9/ ) *+,- ./"/./01& .23 " :    $42 5"$4-4-0$ .5"/  6"/7/  �/" -$!�2 �/! -8"$& -4&./01& .239 #:7$#( " [ ] =  )2345!&67) 5(1$% #" "',D$%<,8*$ 2�& :&" 190$ F8)&12 "(&0*2 # 1"& 190$ $?$ : [0%#)  [0%#)G⇒ $[[0%#)] = [0%#)% 7HBIJ>:&" �,# $<-K .2:,L "# / " :    $%#"& *,#,*,(F&)*2K 1"& / & :  → [0%#)E$E"&=#$& 2�& �,  $%#"& '$'$(")*+#,? ,(%M,8*$ �/ )8#9(�/)/ $ : [0%#)→ [0%#)*$ �,# �;', $(') = &("(&−1('))) (' ( #)%=)�$ 7$;1,."> "()) = &−1($(&()))) () ∈  )! 7HBII>C $ $%#"& *,#,*,(F&)*2K? )"# );#0$)/ *,#,*,(F&)*=#? 1"& $',*+#AK "'2�/# 7HBIJ> $%#"& "#�&)�,&N%"? "..9 �2�$ 1"& / " $%#"& "#�&)�,&N%" )"# );#0$)/"#�&)�,&N&=#? "'2 �/# 7HBII>4C "'2D$&</ �/K 7HBIJ> $%#"& 7F8)&19> *$ $'":A:- )�, #4 O%#"& )/*"#�&12 #"'"("�/(-),8*$ 2�& 0" "',D$%<,8*$ �/ :$#&1- '(2�")/
(∀$) [$ : [0%#)  [0%#)G⇒ $[[0%#)] = [0%#)] % 7HBIP>$'$&D- )�/# $'".-0$8)/ �,8 $'":A:&1,; E-*"�,K :&" 19',&" $ 0" N($&")�,;*$�/# $'":A:&1- 8'20$)/ :&" D&9F,($K 9..$K )8#"(�-)$&K $48#,74 C 7HBIJ> $%#"& �$�(&**+#/ :&" # = 0% 1? $'$&D- *2#, *%" )8#9(�/)/$ : [0%#)→ [0%#) 8'9(N$& )Q "8�+K �&K '$(&'�=)$&K 1"& "8�- $%#"& "#�&)�,&N%"493%:;:&-4 8<1%4 R$N2*")�$ �/# 7HBIP> :&" 19',&, # * 1 1"& '(+'$& #""',D$%<,8*$ 2�& 190$ *,#,*,(F&)*2K$ : [0% +#)  [0% +#)$%#"& $'&*,(F&)*2K4 5'2 �/# S)1/)/ 3*)3 <+(,8*$ 2�&

[0% +#) = [0%#) ∪ {#}%1"& / "'2D$&</ D&")'9�"& F8)&19 )$ �($&K '$(&'�=)$&KL�!/.3�;,7 7I>4 # ,∈ TUVWX($)4 YQ "8�- �/# '$(%'�A)/ 0$A(,;*$ �,# 4-0&/;0& .2 - �/K $ )�, D&9)�/*" [0%#) ',8 ,(%M$�"& *$ �,# �;',-(') = $(') (' ( #)%
 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01
1 20 · · ·  !

0 1 2 · · · " !
❄
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✮ ❥

· · ·
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✴✴

!− 1

!− 12$34/1""1  !"5 "#$% �'( �*#+,�*#*-./0 �#/07�.&! 1234567/5% ,/. ,8.'7' 9*(:-. $ = # \ {(!% #(!))}4 "(�% 6 ,(.;#�6,6 </=#.*+>7*? �+? �+@A? �6? ,�' 5+;,�6@/ [0%!) B/+ *=./+ CAC/+/ @'.'@'#D+,@>?4 E�,+06 *</:F:+B% (<>G*,6 /76G*8*+ :+/ �6. $ B/+ *<'@A.F? $[[0%!)] = [0%!)4 "(�>,6@/=.*+ >�+ #[[0%!)] = [0%!) B/+ '56:*= ,* ;�'<'0 *<*+5% 6 (<>G*,6 �6? <*#=H<�F,6? ,(.*<;:*�/+ #(!) & ! B/+ *<'@A.F? 6 ,(.;#�6,6 # </=#.*+ 58' D'#*?�6. �+@% #(!)0 567/5% 5*. *=./+ @'.'@'#D+,@>?4�#/07�.&! 1I34 #(!) = !4 J* �'. =5+' ,(77':+,@>0 ' <*#+'#+,@>? $*=./+ /.�+,�'+$=/ $ : [0%!) → [0%!)0 B/+ *<'@A.F? 1*8B'7/3 B/+ 6 # *=./+/.�+,�'+$=/4�#/07�.&! 1234 K<;#$'(. /#+G@'= "%  & ! �A�'+'+ -,�*#(") = !% #(!) =  'LM /(�%. �6. <*#=<�F,6 <'( *=./+ 6 <+' *.5+/DA#'(,/0 '#=9'(@* �6 ,(.;#�6,6$′ : [0%!) → [0%!) @* �'. �8<'$′(() =

{ #(()% /. ( & !& ( 6= "% % /. ( = "'N $′ *=./+ @'.'@'#D+,@>? *<*+5% ,(@DF.*= @* �6. # ,* >7/ �/ ,�'+$*=/ *B�>?/<> �' "0 ><'( </=#.*+ �6. �+@%  B/+  6= #())0 :+/ B;G* ) & !0 *<*+5% #(!) =  B/+ 6 # *=./+ @'.'@'#D+,@>?4 O<'@A.F?0 *D/#@>9'.�/? �6. *</:F:+B% (<>G*,6,�6. $′ ,(@<*#/=.'(@* >�+ $′[[0%!)] = [0%!)0 B/+ /<M /(�% �6. +,>�6�/ 1*8B'7/<+/3 #[[0% *!)] = [0% *!)4 ⊣L/. <#-�6 *D/#@':% @<'#'8@* ./ /<'5*=P'(@* /(,�6#; �' *P%? Q<#'D/.A?RG*-#6@/S !#$! �&'()*+!  ! "#$!%! N �'$ ()"*+,$ -.*/0,$ 12$-* 341*.!5879:#$;!5 N ,(.;#�6,6 (+ 7→ *+) *=./+ @'.'@'#D+,@>? /<> �' N ,�' :.%H,+' (<',8.'7' N \ {0}4 ⊣L(.*<-? Q;<*+#'0 /</#+G@6�>R ,6@/=.*+ /B#+C-? Q+,'<76G+B> @* �' NR0 ,8@HDF./ @* �+? 5+/+,G%,*+? @/?S �' ,8.'7' , *=./+ ;<*+#'0 /</#+G@6�> /B#+C-? /.
|,| = ℵ04 !#,! �&'()*+! �*- +3/1 4141.-"07$! "#$!%! ,8 )43.91* -+.*:,; 7$-; ()<"*+=; -.*/0=; + �7�!*!; ,"�1 , = [0% +)5 TA�'(@*

#(,) = ! ' @'./5+B>? + ∈ N �A�'+'? -,�* [, = |,| = [0% +)] 1UHV23B/+ D(,+B; B/7'8@* �'. #(,) �'. -.*/0= �'$ "�!*912'$ �'( ,4
 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !"#$%&' () *& "+,&-'. %/&01'.  !2345!&67) "#  = [0! ") $%&  = [0!#) '( " $ #) �+�( [0! ") = [0!#)$%& , %#�&-�.&/0% % : [0!#)  [0! ") %#�&$1.2(& �,# "1/3 �.4 �(1&-�(1(6#%)%7.2 �. [0! ") (0#%& 8#3-&. 49.-2#.:. �.4 [0!#); ⊣<9.1.2'( 9:=.# #% %9.>(0?.4'( 9.::=@ &>&+�,�(@ 9(9(1%-'=#A# -4#+:A# '((9%8A83 -�.# %1&B'+ �A# '(:6# �.4@) 9.4 91.->&.10C(�%& %9+ �.# 9:,B&$+ �.4@%1&B'+; �.::D %9+ �% 91.E:3'%�% :2#.#�%& '( %4�+ �.# �1+9.; !"#! $%&'() FGHIJK 3 KLIMNOKP; Q�. R(7D:%&. * /1,-&'.9.&3-%'( �. R%1�(S-&%#+ 8&#+'(#. " 9%1%8+#�A#  ! 8&% #% %9(&$.#0-.4'( %$.:.4B0(@ '3$.4@ "%9+ �. -2#.:.  ; "4�+ >(# (0#%& E.:&$+ +�%# B=:.4'( #% '(:(�3-.4'( �. -2S#.:. +:A# �A# 9(9(1%-'=#A# %$.:.4B&6# %9+ �.  ) .& .9.0(@ %9(&$.#0C.#�%&9&. (2$.:% -%# -4#%1�3-(&@ '( 9(>0. .1&-'.2 $D9.&. %1/&$+ �'3'% �.4 N; �&%$DB(  ) �. -2#.:. +'+',-./%010 -234356(70 3 4%&'10 %9+ �.  .10C(�%&A@ (?3@U (!) = ! {& ⊆ N× | VWNLMHN(&) &YHZ[MN(&) = [0! ")}! ∗ = ! ⋃∞!=0 (!)' F\S!]P^. /823) F_`NOLaP '&%@ :=?,@ .10C(�%& '( �, -4#D1�,-,_a(&) = ! max{( | ( = 0 ∨ (− 1 ∈ YHZ[MN(&)} (& ∈  ∗)! F\S!\P=�-& 9.4 _a(&) = 0 '+#. +�%# �. & (0#%& , $(#3 :=?, ∅; b90-,@ B=�.4'(& ⊑ ) ⇐⇒ ! & ⊆ ) (&! ) ∈  ∗)! F\S!cP$%& $%:.2'( �. & -,9(2: �/8/- FMNMLM[_ K`OZ`NLP �.4 ) %# & ⊑ ); "#*0! ' ' ' ! *!−1 (0#%& -�.&/(0% �.4  ) -4'E.:0C.4'( '(
〈*0! ' ' ' ! *!−1〉 = ! {(0! *0)! ' ' ' ! ("− 1! *!−1)} F\S! P�,# %$.:.4B0% �.4@) (&>&$+�(1% ('( " = 0! 1))

〈 〉 = ∅! 〈*〉 = ! {(0! *)}' F\S!dP�&% +:(@ �&@ :=?(&@ &) )) , :=?,& + ) = 〈&(0)! ' ' ' ! &(_a(&)− 1)! )(0)! ' ' ' ! )(_a())− 1)〉 F\S!eP(0#%& , +-,<6'.= FHN[L`N[LMHNP �A# :=?(A# & $%& );�&% $DB( , : N →  $%& $DB( 74-&$+ %1&B'+ "),(") = ! , ↾[0! ") = {((! ,(()) | ( $ "} F\SfgP(0#%& . +',(3,(./:) FI`KLIMLMHNP �,@ , -�. %1/&$+ �'3'% [0! ") �.4 N; Q%#9%1D>(&8'%) ,(0) = ∅! ,(1) = {(0! ,(0))}! ' ' ' !$%& '9.1.2'( #% %#%$�3-.4'( �,# , %9+ �,# , ) %7.2( $ "h⇒ ,(() = ,(")(()' !">! ?,(./:)! �&% $DB( 9:,BD1&B'. - $%& $DB( " ∈ N) B=�.4'(-! = ! |-(!)|'
 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01 !"#! �%&�()*! �!" #$%& $'&!()* "'"(!%+,�. /01)2)  #"! #$%& ! " 0* =  ×  =  (!) =  ∗#31"22"#�!#$* /"1 &4!/5/&!6 �,6 '2,%!#76 "(!%+,�!#768
ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0

! = |ℵ0
∗|# "#$!%&2345#$6!7 '( )*(+,�.�/0 )1, �) )2(+�/23 +�) 4/5(3 /6*)( 1278)*/609 :+�/ ;/�7 </:2.;) =?@ABCD@$ED@FGHDIF )2J/6 *) )174/657K;/ N∗ ≤ NL M2/()N,;)+�/J317(7 ;7*7;728(+;, $ : N× N  N% "#$!!&J( )0 K17OP+7K;/ ,�( �7* Q2RJ);/L S/J(*:*�)0 ;/ )K�,*9 726N7K;/ )*)427;(J3;7*7;728(+;7T0 &! : N(!+1)  N9 U() J3O/ !9 �P�7(7K0 :+�/&0(') = '(0)%&!+1(') = $(&!('↾[0% !+ 1))% '(!+ 1))#V/1�7;/2P+�/2) "U() �/W/K�)6) 8723&9 )K�, P1/�)( )1, �7 </:2.;) X*)427;R09)* OP+7K;/&0 = {('%() | ' ∈ N(1)% (0% () ∈ '}%&!+1 = {('%() | ' ∈ N(!+2)% ( = $(&!('↾[0% !+ 1)% '(!+ 1))}#Y/W(J39 . +K*32�.+. &(') = (Z?(')− 1% & !(")−1('))8)*/2:*/( ,�( ⋃∞!=0N(!+1) ≤ N × N9 )1, �7 717679 �7 O/:2.;) +K*3U/�)(/TJ7W) [2.+(;717(:*�)0 3WW. ;() 8723 �7 ;7*7;728(+;, $L \+7* )8723 �.*)2[(JR /1(W7UR J317(7K $9 J)OP*)0 17K P[/( +J/8�/6 �7 12,QW.;) P[/( �7* )U)$1.;P*7 �7K �2,17 *) N/KU)2:*/( )2(O;7T09 J)( 71]+4R17�/ )K�,0 �7K ^_FHB@"/(J7*(+;P*70 +�7 `(3U2);;) #!#& /6*)( )1, �7K0 J)WT�/27K0L ' /1,;/*709P[/( /8/K2/O/6 )1, �7* aABCDZ J)( /(J7*6N/�)( +�7 `(3U2);;)  !+9$()%!) =







()+ 1)2 − 1% )* ) = !%!2 +)% )* ) * !%)2 +)+ !% )* ! * )#b )1,4/(5. ,�( ,*�]0 /6*)( ;7*7;728(+;,0 /6*)( 4()+J/4)+�(JR "�2,QW.;) , !#+&L
⊣d/2(JP0 872P0 /6*)( [2R+(;7 *) O/]27T;/ �7  ∗ +)* ;() U/*6J/K+. �7K N917K 1)23U/�)( )1, �.* J/*R WP5. 〈 〉 ")*�6 U() �7 0& /1)*)W);Q3*7*�)0 �7K0�-.-)�/0 1%2)3%�*)*0 +#(') = ' ,〈-〉 (- ∈  )%P*)* U() J3O/ - ∈  L e[7*�)0 )K�, J)�3 *7K9 ;1727T;/ *) J)�)+J/K3+7K;/72(+;7T0 ;/ )*)427;R +�7  ∗9 +T;8]*) ;/ �7 )J,W7KO79 [2R+(;7 O/:2.;)f
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2&#3/%11%  !") "#�%&�'%()* �'+ N× N ,- �' N. !##! $%&'()* +,*-'.)/0 1% 234%50 �"# $%$"#&'%$�) &*$ +*,$-#  !"./01) # ∈ " /#" /01) +2,03�4+4 $ : "× → ". 2%035)" #/3"678 9:# +2,03�4+4% :  ∗ → " %$2 "/#,$%$"): �"8 );"+7+)"8<%(〈 〉) = #!%(& '〈(〉) = $(%(&)! () (& ∈  ∗! ( ∈  ))=9$"#. 9) %#3#9>�3$28. ?"# /01)* : + → "! $ : " × × + → "!2%035)" #/3"678 9:# +2,03�4+4 % :  ∗×+ → " %$2 "/#,$%$"): �"8 );"+7+)"8%(〈 〉! ,) = *(,) (, ∈ + )!%(& '〈(〉! ,) = $(%(&! ,)! (! ,) (& ∈  ∗! , ∈ +! ( ∈  ))4567!&89) �%* �0# -12'(3 ,- �%4 5*6*,7�6'+48 (60&%,'5'%9#�*4 �0# :&10&0  !675*)6#'+,- &+#;6�0&0 - : N× ∗ × + → " 5'+ %1*#'5'%-) �%4 -<%&9&-%4-(0! &! ,) = *(,)!-(.+ 1! &! ,) = $(-(.! &! ,)! &(.)! ,)!1*% =7�'+,- %(&! ,) = -(>?(&)! &! ,))�6'A*#94 %(〈 〉! ,) = -(0! &! ,) = *(,)8 ;6* 0 %(&! ,) %1*#'5'%-) �0# 569�0-<)&B&0. �%* �0 2-C�-608 2-)(#'+,- -C1'D* ,- -5*EBE3 &�' . 5B4 E%* '5'%-&F235'�- D7<-%4 &! /8
(∀0 1 .)[&(0) = /(0)]G⇒-(.! &! ,) = -(.! /! ,)) H∗IJ K;&0 �04 -5*EBE34 -5*D0=-C-�*% *,7&B48 *A'C 0 -(0! &! ,) = *(,) 2-# -<*6F�;�*% *5L �0# �%,3 �'+ &8 1*% E%* �' -5*EBE%1L K3,*8 ,- �0# +5L=-&0 L�%
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 !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01
(∀ ! " + 1)[#( ) = $( )]" #$%&'(%(" + 1& #& ') = ((%("& #& ')& #(")& ')

= ((%("& $& ')& $(")& ') (()*+,+-./ &)01(23 .*- &)01(23)
= %(" + 1& $& '))456*" $632-'%)%-57�*9 �37 :∗;" &)%<%+=>%&'( +-* .?1( # '( @A(#) = " .*- .?1(* ∈ +" ,(# -〈*〉& ') = %(" + 1& # -〈*〉& ')

= ((%("& # -〈*〉& ')& *& ')

= ((%("& #& ')& *& ') (*)0 �37 :∗;)
= ((,(#& ')& *& ') (*)0 �%7 %6-2'0 �39 ,)B( ()*+,+/ 2�% @A(#)" C(=$7%&'( (D.%<* �3 '%7*C-.0�3�* �39 ,(#& ')E ⊣ !"#! $% &'()*+, :FAG IJFKJLLM;E N .<*2-.09 2&'O%<-2'09 +-* �%7 )<31?P6-1'% �%& P(N) (=7*- %

c = ! |P(N)| = 2ℵ0 ) :QPRS;T=7*- (D.%<% 7* *)%C(=U%&'( �* O*2-.? *)%�(<#2'*�* +-* �%7 c" $632-'%)%-5P7�*9 �-9 -C-0�3�(9 �%& ℵ0 2�37 :QPRV; .*- 2�%-$(-5C3 )<31-./ *6-1'3�-./E W*7)*6?C(-+'*"
c · c = 2ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = c)4% X(563'* YAZ[I\GZP]GZJ^FGKJ (=7*- ()=239 )%<D $6/2-'%" )E$E

c = 2ℵ0 ≤ ℵ0
ℵ0 ≤ c

ℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = c&52�( *)0 �% YAZ[I\GZP]GZJ^FGKJ"
c = ℵ0

ℵ0 = c
ℵ0 )B(6-.? *)0 �* )6%O</'*�* $6(-?>%7�*- &)%<%+-2'%D9 *&�%D �%& �D)%&E _)0�37 ?<<3 '(6-?" 3 -2%)<31-.0�3�* R = P(N) 1* )6%.D`(- *'#2,9 *)0 �* *U-5P'*�* '0<-9 %6=2%&'( �%&9 )6*+'*�-.%D9 *6-1'%D9 R 2�% �*6?6�3'* -" 52�( 3b)01(23 �%& W&7($%D9 (=7*- -2%CD7*'3 '( �37 )60�*23:./; (∀. ≤ c)[. ≤ ℵ0 ∨ . = c])X* C-(6(&7/2%&'( �37 ./ 2�% c(d?<*-% 01E e(7 (=7*- (D.%<% )60O<3'* 3<D23 �39E

�!"#$%&'�' )*' �" +,-.$'*" /2 !0! N )%<<*)<*2-*2'09 2�%&9 d&2-.%D9 *6-1'%D9 (=7*- )6%2(�*-6-2�-./ )6?U3E2 !3! N )%<<*)<*2-*2'09 2�%&9 d&2-.%D9 *6-1'%D9 (=7*- '(�*1(�-./ )6?U3E
 !"#$% &'()*"(+ ,-./0&1 23% 4(03.�) 67819% �0' -:�4 <!*$/% =>



 !"#$%&' () *& "+,&-'. %/&01'.  ! !"#" " #$%&' �') *+,-.') /$012�-3 .2 �', -,-*$/.4 5�/  !0 = 1! ! = !! · !"6-3 36-,/#/320 �3) -678/9:2) 2&35;523) <=3- ! 6= 0>?!(!+") = !! · !""!(!·") = (!!)"# !"$" @) 9#/:A5/9.2 7�3 �- (N1" 01" $1) 6-3 (N2" 02" $2) 20,-3 595�4.-�- BCDEFG
+1G ·1G +2G ·2 20,-3 /3 #$%&23) �') #$75:25') 6-3 �/9 #/88-#8-53-5./+ 5H -9�%�- 595�4.-�-G 6-3 % : N1 → N2 20,-3 / I6-,/,367)J 35/./$K35.7) -,%.25- 5�-*+/ 595�4.-�-G -#7 �/ L2;$'.- !"$M N20&2 7�3 / % 20,-3 2#05') 35/./$K35.7)=3- �', #$75:25' 6-3 �/, #/88-#8-53-5.7G *'8-*4 -, !" ∈ N1G �7�2%(!+1  ) = %(!) +2 %( )" %(! ·1  ) = %(!) ·2 %( )# !"!" @) 9#/:A5/9.2 7�3 �- (N1" 01" $1) 6-3 (N2" 02" $2) 20,-3 595�4.-�- BCDEFG
≤1G ≤2 20,-3 /3 -,�05�/3O2) 6-8A) *3-�%&23) 6-3 % : N1 → N2 20,-3 / 6-,/,3P67) 35/./$K35.7)M N20&2 7�3 ' % 5AQ2�-3 �' *3%�-&'G *'8-*4 7�3 =3- 78- �-!" ∈ N1G ! ≤1  ⇐⇒ %(!) ≤2 %( )# !"%" R%:2 9#/5+,/8/ & 2,7) *3-5�4.-�/) [0" !) 20,-3 35/#8':367 .2 6%#/3/
[0" ) 7#/9  ≤ !G 6-3 2#/.A,S) -, �/ ' 20,-3 #2#2$-5.A,/ 6-3 & ⊆ 'G �7�26-3 �/ & 20,-3 #2#2$-5.A,/ 6-3 #(&) ≤ #(')MR%:2 #8':%$3:./) 20,-3 5+,/8/ 6-3 �/, 6-8/+.2 &'&'()*+,-. &/012(31+.-, 20,-3 #2#2$-5.A,/ 5+,/8/M !"4" N20&2 7�3 =3- 6%:2 #2#2$-5.A,/ #8':%$3:./ (G( = [0"#(())# !"5" �3- 78/9) �/9) -$3:./+) !G  G [0" ) = [!" ! +  )G 6-3 2#/.A,S) =3-78- �- #2#2$-5.A,- 5+,/8- 'G &G ' A,S54 �/9) 20,-3 #2#2$-5.A,' 6-3-, ' ∩& = ∅" �7�2 #(' ∪&) = #(') + #(&)#U3*367�2$-G =3- 78/9) �/9) #2#2$-5.A,/9) #8':-$0:./9) (G )G

#((+ )) = #(() + #())# !"6" @, �/ E 20,-3 #2#2$-5.A,/ 5+,/8/ 6-3 6%:2 .A8/) �/9 20,-3 2#05') #2#2P$-5.A,/ 5+,/8/G �7�2 6-3 ' A,S5' ⋃

E 20,-3 #2#2$-5.A,/ 5+,/8/M !"78" V/ =3,7.2,/ *+/ #2#2$-5.A,S, 59,78S, 'G & 20,-3 #2#2$-5.A,/G 6-3
#('×&) = #(') ·#(&)#W9,2#;) =3- 78/9) �/9) #2#2$-5.A,/9) #8':-$0:./9) (G )G
#(( · )) = #(() ·#())#
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 !  !"#$%&#$' &�!  )*+,+-#./01 !"##" "# $%&'(#)*&#+# ,-./ 0/0/1')(2&#% )%&3+#%  /4&'5 0/0/1')(2&#6,'5
#(P( )) = 2#( )!7%&/089 :5' ,-./ 0/0/1')(2&# 0+;.-15.(# "6

#(2!) = 2#(!)! !"#$" �5' 3+#%9 �#%9 0/0/1')(2&#%9 0+;.'14.(#%9 "6 #6
#("") = #(")#(")! !"#%" >/4?/ 3�5 '& �#  /4&'5 0/0/1')(2&# )*&#+#6 �3�/ ,-./ /05(#1@5)(39$ :  →→  /4&'5 (#&#(#1@5)(39A BC%�D /4&'5 (5' /&'++',�5,D (#1@D �;9 C1ED9�#% �/15)�/1/8&'AG !"#&" �5' ,-./ 0+;.-15.(# "6 2! 6= ℵ0A B�!"#$%$H $/& 2E#%(/ '0#$/4?/5 �;&I5,')4' 7%:,15)5(3�;�'9 �+;.'14.(J& %"#6 ,5 -1' $/& (0#1/49 &' �; E1;)5(#K0#5D)/59A !"#!" c + c = ℵ0 · c = c · c = c! !"#'" c

c = 2cA !"#(" �5' ,-./ 0+;.-15.(# " % 16 '& " · " = "6 �3�/ 2! = "!A !"#)" �5' ,-./ 0+;.-15.(# " ,'5 ,-./ & ∈ N6"$ = "|[0%$)|'30#% ; '15)�/1D 0+/%1- #14L/�'5 '03 �;& !"%# ,'5 )�; $/?5- 2E#%(/ �;& /,./�5,D01-?; �;9 0+;.5,D9 '15.(;�5,D9A !"#*" �5' ,-./ & 6= 06 c
$ = |c∗| = cA !"$+" ,-./012 324�67/890: ;92</81=:A C9 /4&'5 �' (16 (2 )*&#+'6 �')1 ∈ (16 )2 ∈ (2 )�#5E/4'6 ,'5 #5 *1 : (1 × (2 → (16 *2 : (1 × (2 → (2)%&'1�D)/59M �3�/ %0-1E#%& (#&'$5,29 )%&'1�D)/59$1 : N → (1' $2 : N → (20#% 5,'&#0#5#*& �59 �'%�3�;�/9$1(0) = )1'$1(&+ 1) = *1($1(&)' $2(&))' $2(0) = )2'$2(&+ 1) = *2($1(&)' $2(&))!

∗  !"$#" ,-./012 >?@A2B1C90: ;92</81=:A �5' #0#5/)$D0#�/ �1/49 )%&'1K�D)/59 + : , → (' * : ( × N× , → (' ,'5 - : N× , → ,'%0-1E/5 ',15N89 (5' )%&-1�;); $ : N× , → ( 0#% 5,'&#0#5/4 �59 /?5)8)/59$(0' .) = +(.)' $(/&' .) = *($(&' -(&' .))' &' .)!2345#$6!A O15)/ '&'$1#(5,- )%&-1�;); 0 : N → (N× (N → , )) 2�)5 8)�/ ;L;�#*(/&; )%&-1�;); &' /4&'5 ; $(&' .) = PQSTU(0(&))(.)A
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 !"#$%&' () *& "+,&-'. %/&01'.    !"##" !"#$% &'&(")*#+, �)  !"!#$%�'() (!) = 1 · 2 · · · (!− 1) · ! (*%  (0) = 1. $/*0&�#+,)" !"#$" !"#$% *% 1+2%#$�34 �56) �7 $/',"�7$7  : #∗ → #∗ 6)/ )"89%�&# *%�7' &+32)/:7 &'&(")*; 2<=%>'? (〈 〉) = 〈 〉$  (% &{'}) = 〈'〉 &  (%)" !"#%" @%8=% 3�# 7 $/',"�7$7 ( $�7' &63(%#=7 �)/ !"$# %8'&# &'�#$�)#A8&B
∗  !"#!" C,:% *%"#+; (#,�&=7 ≤ $% <'& 6%6%"&$*<') $5')2) ) %6#(<A%�&# &'()*)+,-.-/010 DEFGHIJFKILFMGN. (72&(; /6,"A%# +,6)#& O"&**#+; (#,�&=7 ≤′ �)/ )�<�)#& 6)/ ' ≤ *P⇒' ≤′ *B
∗  !"#2" 3- .'4560)( �08 .'-9:;<�'(8 DLQH RIJJFISH TJMUEHRNB V$�> 6%6%W"&$*<') $5')2) + +&# $/',"�7$7 , : + → P(-). �<�)#& X$�% O#& +,:% ' ∈ +.�) ,(') %8'&# 6%6%"&$*<') /6)$5')2) �)/ -. +&#. ⊆ +P⇒#(.) ≤ #(

⋃

{,(') | ' ∈ .})$ DYWZ[N%#(#+3�%"& ,(') 6= ∅ O#& +,:% ' ∈ +B @%8=% 3�# /6,"A%# +,6)#)\ *)')*)"]#$*3\ : +  - �<�)#)\ 6)/
(∀' ∈ +)[ (') ∈ ,(')]" DYWZYN@%8=% %68$7\ 3�# 7 /63:%$7 DYWZ[N %8'&# &'&O+&8& O#& �7' 56&"=7 +,6)#&\ $/W',"�7$7\  6)/ '& #+&')6)#%8 �7' DYWZYNB 2345!&67B ^%AX"#$% 6%"#6�X$%#\.&',2)O& *% �) &' /6,"A%# ; 3A# +,6)#) $5')2) / *% ∅ 6= / ( + +&# �<�)#)X$�% #(/) = #(

⋃

{,(') | ' ∈ /})B_) 6"3027*& <A%# 6,"%# �) 3')*, �)/ &63 �7' 6&"&()$#&+; %"*7'%8&. 36)/�) + %8'&# $5')2) &O)"#X'. �) - %8'&# $5')2) (#&:<$#*>' +)"#�$#X' +&# 7 ,&'�#$�)#A89%# $% +,:% &O3"# �) D6%6%"&$*<')N $5')2) ,(') �>' +)"#�$#X' 6)/) ' &6)(<A%�&# O#& O,*)B 6̀,"A)/' 6)22<\ ,22%\. 6#) A";$#*%\ +&# 2#O3�%")&'�#]%*#'#$�#+<\ %]&"*)O<\ &/�)5 �)/ 6")02;*&�)\. 6BAB 36)/ �) + %8'&# $5W')2) *&:7*,�>'. �) - %8'&# $5')2) +&:7O7�X' +&# 7 , &'�#$�)#A89%# $% +,:%*,:7*& �) $5')2) �>' +&:7O7�X' 6)/ *6)")5' '& �) (#(,=)/' D1�) 6"3027*&�)/ 6")O",**&�)\4NB_) %63*%') 6"3027*& (#+&#X'%# *#& &+3*7 *)"]; &'&(")*#+X' )"#$*X' 6)/%8'&# A";$#*7 $% %]&"*)O<\B !"#=" �6<'08 (;(?'-)<B �#& +,:% , : 0∗ → 0. /6,"A%# &+"#0X\ *8& $/',"W�7$7  : N → 0 6)/ #+&')6)#%8 �7' %=8$>$7 (!) = ,( (!))"!*)#&. O#& +,:% , : 0∗ × N → 0. /6,"A%# &+"#0X\ *8& $/',"�7$7  : N → 06)/ #+&')6)#%8 �7' �&/�3�7�&  (!) = ,( (!)$ !)"
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⋃

E & ∅ ∈ E & (∀! ∈ E)(∃!" #∈ !)[! ∪ {"} ∈ E ]

& (∀$)[[∅ ∈ $ & (∀! ∈ $)(∃!" #∈ !)[! ∪ {"} ∈ $ ∩ E ]]G⇒E ⊆ $]]%
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