ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ Ή ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΑΚΡΙΒΕΙΑ; 

ΑΥΘΟΡΜΗΤΕΣ ΑΝΤΙΛΗΨΕΙΣ ΔΩΔΕΚΑΧΡΟΝΩΝ ΠΟΥ ΑΓΓΙΖΟΥΝ ΤΗΝ ΑΡΡΗΤΟΤΗΤΑ 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται ένα διδακτικό πείραμα που διενεργήθηκε στην Πρώτη Γυμνασίου. Η εν λόγω έρευνα επικεντρώνεται στην ομαδοσυνεργατική λύση του προβλήματος του διπλασιασμού του τετραγώνου, το οποίο εμφανίζεται για πρώτη φορά στον πλατωνικό διάλογο «Μένων». Είναι μια πλούσια δραστηριότητα, όπου η μαθηματική επικοινωνία συνοδεύεται με επαληθεύσεις και αιτιολογήσεις που προάγουν τον αριθμητικό και γεωμετρικό συλλογισμό. Τα ευρήματα της έρευνας σκιαγραφούν τον τρόπο με τον οποίο μια ανοικτή κατάσταση προβληματισμού μπορεί να ενεργοποιήσει τους μαθητές να αναπτύξουν πολυποίκιλες ιδέες και στρατηγικές. Ανάμεσα στα αποτελέσματα συγκαταλέγονται τα ακόλουθα: το κλασσικό λάθος «αν διπλασιάσουμε την πλευρά του τετραγώνου, διπλασιάζεται και το εμβαδόν του» (ψευδαίσθηση αναλογικότητας), η αριθμητική στρατηγική (διαίσθηση της άπειροψήφιας δεκαδικής αναπαράστασης της τετραγωνικής ρίζας του 8 και κατά προσέγγιση υπολογισμός του μήκους της πλευράς του ζητούμενου τετραγώνου ακολουθούμενος από την κατασκευή του σχήματος με υποδεκάμετρο) και η γεωμετρική στρατηγική (τεμαχισμός του αρχικού τετραγώνου, πειραματισμός με δυναμικές νοητικές εικόνες του νέου τετραγώνου που έχει διπλάσιο εμβαδόν και γεωμετρική κατασκευή με κανόνα και διαβήτη). Η εμπιστοσύνη μιας ομάδας μαθητών στη γεωμετρική κατασκευή αποκαλύπτει τη βαρύνουσα προτίμηση προς τη γεωμετρία και τις συνακόλουθες πρωτογενείς αυθόρμητες αντιλήψεις που προετοιμάζουν την αρρητότητα. Σε μια εποχή που η γεωμετρική κουλτούρα βρίσκεται σε παρακμή, ενώ κυριαρχεί η υπερβολική αριθμητικοποίηση, όπως στην αρχαία Ελλάδα, η ακρίβεια του γεωμετρικού μεγέθους (μήκους) θα μπορούσε να υποστηρίξει τη διερεύνηση της κατανόησης της αρρητότητας.
Λέξεις-κλειδιά: διαισθητική γνώση, αυθόρμητες αντιλήψεις, προσέγγιση της τετραγωνικής ρίζας αριθμού, αριθμητικοποίηση μεγεθών, διαφανής/αδιαφανής δεκαδική αναπαράσταση, διπλασιασμός του τετραγώνου, «Μένων», γεωμετρική κατασκευή, γεωμετρική ακρίβεια, αρρητότητα, ασυμμετρία, Πυθαγόρας, ομαδοσυνεργατική λύση προβλήματος, ανοιχτή κατάσταση προβληματισμού, μαθηματική επικοινωνία, μαθηματική συζήτηση στην τάξη, στρατηγική λύσης, ψευδαίσθηση αναλογικότητας.  
ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Η κατανόηση των άρρητων αριθμών είναι θεμελιώδης στην επέκταση και αναδημιουργία της έννοιας του αριθμού από τους μαθητές της Β/θμιας Εκπαίδευσης. Η οικοδόμηση του πραγματικού αριθμού αποτελεί μια εννοιολογική υπέρβαση-διαφύλαξη της έννοιας του ρητού αριθμού. Η μετάβαση από το σύνολο των ρητών στο σύνολο των πραγματικών αριθμών προσκρούει σε εγγενείς δυσκολίες που συνδέονται με τη φύση των άρρητων αριθμών. 
Στην εν λόγω έρευνα ανιχνεύονται οι προϋπάρχουσες γνώσεις και οι αυθόρμητες διαισθητικές αντιλήψεις των δωδεκάχρονων μαθητών που αγγίζουν την αρρητότητα προτού ακόμα δεχτούν οποιαδήποτε συστηματική διδασκαλία για αυτήν. Οι αντιλήψεις αυτές αποτελούν το πρόπλασμα που προετοιμάζει τη μετεξέλιξη της έννοιας προς μεταγενέστερες διαστάσεις, που συνάδουν με αλγοριθμικές και υπολογιστικές διαδικασίες και τυπικές αποδείξεις (απαγωγή σε άτοπο). Ειδικότερα, χρησιμοποιώντας ως διερευνητικό διδακτικό ερέθισμα το πρόβλημα του διπλασιασμού του τετραγώνου σε ανοιχτή εκδοχή, επικεντρώνουμε το ενδιαφέρον μας στα λάθη, τις παρανοήσεις, τις γνωστικές ασυμφωνίες και τις παραγόμενες μορφές αναπαραστάσεων των μαθητών (γεωμετρικές ή αριθμητικές). Με τη μαθηματική συζήτηση στην τάξη επιχειρείται η παρατήρηση και διερεύνηση των αμφίδρομων διαδρομών του προβληματισμού των μαθητών ανάμεσα στη θεωρητική ακρίβεια της γεωμετρικής κατασκευής με κανόνα και διαβήτη και την προσεγγιστική αριθμητικοποίηση ή γενικότερα ανάμεσα στα καθαρά και εφαρμοσμένα μαθηματικά.  
Σκοπός αυτής της μελέτης είναι να συνεισφέρει στη γνώση των άρρητων αριθμών, να ερμηνεύσει τις διαφορετικές προπαρασκευαστικές παραστάσεις της αρρητότητας κατά τις απαρχές του σχηματισμού τους, να αναλύσει τις δυσκολίες που εμφανίζονται και να σκιαγραφήσει τις πιθανές επιπτώσεις τους στη διδακτική πρακτική στο Γυμνάσιο και αργότερα στο Λύκειο. Γίνεται μια απόπειρα διερεύνησης των άτυπων πρωτογενών αντιλήψεων των μαθητών που αγγίζουν την κατανόηση αρρητότητας. 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ

Οι ορισμοί του άρρητου αριθμού
Ο ορισμός του άρρητου αριθμού γίνεται με αναφορά στο ρητό αριθμό ή τις δεκαδικές αναπαραστάσεις των αριθμών. Ο ορισμός του ρητού αριθμού βασίζεται στη συμβολική  παράσταση: 
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Δηλαδή, ρητός είναι ο αριθμός που μπορεί να παρασταθεί στη μορφή α/β, όπου α είναι ακέραιος και β μη μηδενικός ακέραιος. Το σύνολο των ρητών αριθμών είναι κλειστό ως προς τις τέσσερις πράξεις και αριθμήσιμο (ισοπληθικό με το σύνολο Ν των φυσικών αριθμών). Παρουσιάζει όμως μια επιπρόσθετη ιδιότητα, την πυκνότητα: αν δοθούν δύο ρητοί αριθμοί α και β με α<β, οσοδήποτε κοντά ο ένας στον άλλο, τότε υπάρχει πάντοτε ένας ρητός αριθμός γ μεταξύ των α και β. Για παράδειγμα αν πάρουμε 
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 ισχύει: 
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Το σύνολο Q των ρητών αριθμών είναι διατεταγμένο σώμα, το οποίο είναι παντού πυκνό ως προς τη διάταξη ≤. Αυτό σημαίνει ότι ενώ μεταξύ δύο ακεραίων αριθμών υπάρχει πάντα πεπερασμένο πλήθος ακεραίων, μεταξύ δύο ρητών υπάρχουν άπειροι ρητοί. Κάθε αριθμός που δεν μπορεί να παρασταθεί με αυτόν τον τρόπο ονομάζεται άρρητος. Οι ρητοί και οι άρρητοι αριθμοί αποτελούν το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Αν παραστήσουμε με R το σύνολο των πραγματικών αριθμών και με 
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 το σύνολο των άρρητων αριθμών τότε ισχύουν: 
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Από μαθηματική άποψη, το σύνολο των πραγματικών αριθμών αποτελεί μια επέκταση του συνόλου των ρητών αριθμών. Ωστόσο το σύνολο που προκύπτει με την επέκταση αυτή δεν είναι απλώς μεγαλύτερο, αλλά έχει εντελώς διαφορετική δομή: είναι ένα διατεταγμένο σώμα που ικανοποιεί ένα αξίωμα συνέχειας (π.χ. πληρότητας-supremum ή κιβωτισμού), το οποίο όμως δεν ισχύει στο σύνολο Q και είναι αναγκαίο για την εισαγωγή εννοιών όπως ρίζες, λογάριθμοι κλπ. Ο Cantor, με το δημοφιλές διαγώνιο επιχείρημά του, έδειξε ότι υπάρχει υπεραριθμήσιμη απειρία άρρητων αριθμών, χωρίς ωστόσο να κατασκευάσει άρρητους. Στις αξιωματικές θεμελιώσεις των πραγματικών αριθμών (π.χ. τομές Dedekind, ακολουθίες Cauchy κλπ.), υπεισέρχεται ο προαναφερόμενος ορισμός του ρητού αριθμού (Toeplitz, 2007).
Ένας εναλλακτικός ορισμός του άρρητου αριθμού αναφέρεται στην άπειρη μη περιοδική δεκαδική παράσταση. Άρρητος είναι κάθε δεκαδικός αριθμός, ο οποίος έχει άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων μη περιοδικών. Δηλαδή, άρρητος είναι κάθε άπειρο δεκαδικό ανάπτυγμα της μορφής: 
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[image: image8.wmf]...

12

κ

aaa

 είναι το «ακέραιο μέρος» και δ1, δ2, …,  δν,… είναι ψηφία του «δεκαδικού» μέρους, από τα οποία καμιά ομάδα δεν επαναλαμβάνεται περιοδικά. Ο άρρητος αριθμός 
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 ορίζεται ως το όριο μιας ακολουθίας ρητών αριθμών. Αρκεί να θεωρήσουμε μια ακολουθία δεκαδικών προσεγγίσεων, η οποία «τείνει» στο 
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Το γεγονός ότι δεχόμαστε την έννοια του απειροψήφιου δεκαδικού αριθμού δεν σημαίνει ότι μπορούμε να δούμε γραμμένα όλα τα ψηφία της εν λόγω συμβολικής παράστασης. Γνωρίζουμε μόνο τα ψηφία της εκάστοτε δεκαδικής προσέγγισης.
Οι δύο προαναφερόμενοι ορισμοί, χωρίς αναφορές στην αξιωματική δομή του R, παρέχουν μια εισαγωγική περιγραφή για την έννοια της αρρητότητας, έχουν εισαχθεί στο επίπεδο της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης και είναι ισοδύναμοι. Πράγματι, ο λόγος ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη δεκαδική παράσταση ως «ορισμό» του άρρητου είναι γιατί ένας δεκαδικός αριθμός με πεπερασμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων (τερματιζόμενος) παριστάνει ένα ρητό αριθμό και ένας απειροψήφιος περιοδικός δεκαδικός αριθμός (μη τερματιζόμενος) πάλι τρέπεται σε κλάσμα. Από αυτό προκύπτει ότι υπάρχουν αριθμοί που δεν είναι ρητοί. Για παράδειγμα ο απειροψήφιος δεκαδικός αριθμός 
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που τα ψηφία του σχηματίζονται με ένα προφανή νόμο (κάθε φορά μεταξύ των δύο μονάδων παρεμβάλλονται 1, 2, 3, … μηδενικά), είναι φανερό ότι δεν είναι περιοδικός δεκαδικός αριθμός (Toeplitz, 2007). 
Η ανακάλυψη των άρρητων είναι σταθμός που είχε μεγάλες επιπτώσεις στην εξέλιξη των μαθηματικών. Η διαδικασία της μέτρησης ενός ευθυγράμμου τμήματος που είναι ασύμμετρο προς τη μονάδα μέτρησης αποκαλύπτει την ουσία του συνεχούς της ευθείας. Ωστόσο «η διαίσθησή μας δεν μπορεί να μας βοηθήσει να δούμε τα άρρητα σημεία ως διακεκριμένα από τα αντίστοιχα ρητά σημεία» (Courant & Robbins, 1941/1996, σ.  60). Το σύνολο των ρητών αριθμών, παρότι είναι παντού πυκνό, δεν μπορεί να καλύψει όλα τα σημεία ενός δοσμένου διαστήματος που χαρακτηρίζεται από την έννοια του συνεχούς (Caveing, 1982). 
Η κατανόηση των άρρητων αριθμών
Οι μαθητές κατά τη διάρκεια της σχολικής διαδρομής τους διευρύνουν και ανασχηματίζουν τις έννοιες των αριθμών. Οι διαδοχικές επεκτάσεις που συντελούνται υπαγορεύονται τόσο από την πρακτική ανάγκη να εκφραστούν τα αποτελέσματα των μετρήσεων όσο και από θεωρητικές ανάγκες: «η επέκταση από τους φυσικούς στους ρητούς αριθμούς ικανοποιεί τόσο τη θεωρητική ανάγκη άρσης των περιορισμών στην αφαίρεση και τη διαίρεση όσο την πρακτική ανάγκη οι αριθμοί να εκφράζονται ως αποτελέσματα μέτρησης. Το γεγονός ότι οι ρητοί αριθμοί εκπληρώνουν αυτή τη διπλή ανάγκη αναδεικνύει την αληθινή σημασία τους» (Courant & Robbins, 1941/ 1996, σελ. 56). Η ανάγκη εισαγωγής των άρρητων αριθμών μπορεί να προκύψει από μετρήσεις μεγεθών (π.χ. μηκών). Όμως επειδή το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος δεν μπορεί πάντα να παρασταθεί με τις υποδιαιρέσεις της αρχικής μονάδας, προσκρούουμε στο εμπόδιο της ασυμμετρίας.  
Μια ρητή ή άρρητη δεκαδική παράσταση μπορεί να είναι διαφανής ή όχι (Zazkis & Sirotic, 2010). Για παράδειγμα, οι ακόλουθοι ρητοί αριθμοί έχουν διαφανή δεκαδική παράσταση, αφού μπορούμε να προβλέψουμε το ψηφίο οποιασδήποτε τάξης. 
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Το ίδιο μια άπειρη μη περιοδική δεκαδική παράσταση, παρά την πολυσύνθετη δομή της, μπορεί να είναι μια διαφανής παράσταση ενός άρρητου αριθμού, όπως συμβαίνει στα ακόλουθα παραδείγματα:
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Ας θεωρήσουμε τα ακόλουθα ζεύγη αριθμών: 
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Αν οι αριθμοί αυτοί διακοπούν στα ψηφία που είναι σε έντονη γραφή, τότε οι σημειωτικές παραστάσεις τους ταυτίζονται και οι προαναφερόμενοι αριθμοί δεν θα έχουν διαφανή δεκαδική παράσταση, αφού υπάρχει εμφανής δυσκολία κατάταξής τους σε ρητούς ή άρρητους. 

Στους ρητούς αριθμούς της πρώτης σειράς η ακολουθία των επαναλαμβανόμενων ψηφίων (περίοδος) κατά σειρά έχει μήκος 6, 232 και 1860 ψηφία. Οι άρρητοι απειροψήφιοι δεκαδικοί αριθμοί της δεύτερης σειράς δεν έχουν συγκεκριμένη κανονικότητα και είναι ο πρώτος υπερβατικός και οι άλλοι δύο αλγεβρικοί άρρητοι. Καθώς ένα μεγάλο μέρος ψηφίων παραμένει στην αφάνεια πώς οι μαθητές μπορούν να είναι σίγουροι ότι οι αριθμοί αυτοί είναι περιοδικοί δεκαδικοί (ρητοί) ή άρρητοι; 
Οι απειροψήφιοι δεκαδικοί αριθμοί μπορεί να ταυτίζονται σε μερικά ψηφία, αλλά τα υπόλοιπα ψηφία τους είναι αδιαφανή και δυσεντόπιστα. Έτσι το εκάστοτε είδος των αριθμών εξαρτάται από τη συμπλήρωση της δεκαδικής αναπαράστασης με το άδηλο μέρος τους. Η τροπή ενός κλάσματος σε δεκαδικό μπορεί να καταλήξει σε μια μακροσκελή και επίπονη διαίρεση (αν δεν γίνει αντιληπτό ότι ο αριθμός που προκύπτει είναι τερματιζόμενος δεκαδικός) ή στην περίπτωση που είναι περιοδικός (αν δεν αποκαλυφθεί γρήγορα ή περίοδός του). Μπορεί τέλος να είναι άρρητοι (αλγεβρικοί ή υπερβατικοί). Για τους μαθητές είναι δύσκολο να κατανοήσουν έναν αριθμό όταν δεν γνωρίζουν έναν σαφή και ξεκάθαρο τρόπο γραφής του. Ορισμένες από τις δυσκολίες των μαθητών με τους περιοδικούς δεκαδικούς και τους άρρητους αποτυπώνεται στα συμπεράσματα των ερευνών που ακολουθούν. 
Εφόσον ο ορισμός του άρρητου βασίζεται στον ορισμό του ρητού, προϋποτίθεται η κατανόηση των ρητών αριθμών. Από πολλές έρευνες έχει βρεθεί ότι οι μαθητές προτού εισαχθούν στους άρρητους αριθμούς έχουν σημαντικές δυσκολίες στην κατανόηση των ρητών αριθμών (Hart, 1988 ( Bryan, 2005 ( Smith et al., 2005 ( Voskoglou & Kosyvas, 2011). Πολλές από αυτές οφείλονται στην καταχρηστική μεταφορά γνώσεων από τους φυσικούς στο πεδίο των ρητών αριθμών (Yujing & Yong-Di, 2005 ( Βαμβακούση & Βοσνιάδου, 2007). Η πυκνότητα μαζί με την ποικιλία των σημειωτικών αναπαραστάσεων αποτελούν πηγή των δυσκολιών. Οι μαθητές εκλαμβάνουν τις διαφορετικές αναπαραστάσεις ως διαφορετικούς αριθμούς και έτσι θεωρούν τα κλάσματα και τους δεκαδικούς ως ξένα σύνολα (Moseley, 2005). Η κατανόηση των άρρητων κατά βάση μνημονεύεται σε έρευνες που αναφέρονται στο άπειρο και στα όρια. Οι λανθασμένες αντιλήψεις των μαθητών και φοιτητών που συνδέονται με τις άπειρες διαδικασίες και την έννοια του ορίου συνάρτησης θεωρούνται ως ρίζες των δυσκολιών (Tall, 2001 ( Tall & Schwarzenberger, 1978 (  Cornu, 1983 ( Dubinsky et al., 2005a ( Dubinsky et al., 2005b, Giannakoulias et al., 2007). Όμως έρευνες που εστιάζουν στην κατανόηση και την διδακτική προσέγγιση των άρρητων αριθμών σπανίζουν. Η έννοια του άρρητου αριθμού έχει εγγενείς δυσκολίες για τους μαθητές του Λυκείου και συνδέεται με επιστημολογικά ή γνωστικά εμπόδια. Πιθανά εμπόδια αποτελούν οι διαισθητικές δυσκολίες που παρουσιάσθηκαν στην ιστορία των μαθηματικών κατά την ανακάλυψη των ασύμμετρων μεγεθών, την υπεραριθμησιμότητα των πραγματικών αριθμών, την πυκνότητα και τη συνέχεια (Fischbein et al., 1979 ( Sirotic & Zazkis, 2007a ( Herscovics, 1989 ( Sierpinska, 1994 ( Tsamir, 2001 ( Tall, 1992). 
Σύμφωνα με έρευνες, πολλοί μαθητές του Λυκείου δεν μπορούν να διακρίνουν ανάμεσα στους ακέραιους αριθμούς, τους ρητούς, τους άρρητους και τους πραγματικούς ούτε να ορίσουν σωστά αυτές τις έννοιες (Hart, 1988 ( Fischbein et al., 1995). Οι μαθητές θεωρούν τους ακέραιους, τους δεκαδικούς, τα κλάσματα και τους αριθμούς με το σύμβολο της ρίζας ως σύνολα διαφορετικά μεταξύ τους. Ένα συνηθισμένο λάθος είναι η ταύτιση του συμβόλου της ρίζας με άρρητους αριθμούς (ΧΧΧ, 2009). Η διάκριση ανάμεσα στις διάφορες κατηγορίες αριθμών παραμένει αδιευκρίνιστη, νεφελώδης και θολή και κάθε φορά εξαρτάται από τις σημειωτικές αναπαραστάσεις. Οι μαθητές είναι δύσκολο να αντιληφτούν έναν αριθμό του οποίου δεν γνωρίζουν τον τρόπο γραφής. Η γνώση των εννοιών του ρητού αριθμού είναι απομονωμένη και ασύνδετη με την ευρύτερη μαθηματική γνώση (Bryan, 2005 ( O’Connor, 2001). Η βαθειά γνώση των εκπαιδευτικών για τις έννοιες των άρρητων αριθμών αποτελεί προαπαιτούμενο για μια καλή διδασκαλία και την κατανόηση των εννοιών από τους μαθητές. Για αυτό το λόγο ορισμένες έρευνες στρέφουν το ενδιαφέρον τους προς τους δασκάλους των μαθηματικών. Θα αναφερθούμε διεξοδικά σε ορισμένες από αυτές. 
Οι Fischbein, Jehiam, και Cohen (1994, 1995) διεξήγαγαν έρευνες για να εξετάσουν τις γνώσεις 62 μαθητών (των τάξεων 9 και 10) και 29 μελλοντικών εκπαιδευτικών για τους άρρητους αριθμούς. Με βάση ιστορικούς και ψυχολογικούς λόγους, ο Fischbein και οι συνεργάτες του υπέθεσαν ότι η έννοια των άρρητων αριθμών είναι αντιμέτωπη με δύο διαισθητικά εμπόδια: το ένα συνδέεται με την  ασυμμετρία των άρρητων μεγεθών και το άλλο με την υπεραριθμησιμότητα του συνόλου των πραγματικών αριθμών. Αντίθετα προς τις προσδοκίες, οι μελέτες τους έδειξαν ότι αυτές οι διαισθητικές δυσκολίες δεν εκδηλώνονται στις αντιδράσεις των συμμετεχόντων. Αντί για αυτό, διαπίστωσαν ότι οι συμμετέχοντες όλων των επιπέδων δεν ήταν ικανοί να ορίσουν σωστά τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς ή να τοποθετήσουν τους δοσμένους αριθμούς στα σύνολα που ανήκουν. Κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι τα εμπόδια δεν είναι πρωτογενή, αλλά οφείλονται κυρίως στην έλλειψη μαθηματικής ωριμότητας την οποία οι συμμετέχοντες δεν κατείχαν.
Σε μια μελέτη από τους Arcavi, Bruckheimer, και Βen-Zvi (1987), που πήραν μέρος εν ενεργεία και εκπαιδευόμενοι εκπαιδευτικοί, διαπιστώθηκε ότι πολλοί από αυτούς δυσκολεύονταν να διακρίνουν τους αριθμούς ως ρητούς και άρρητους. Διαπίστωσαν ότι «μια από τις πηγές της σύγχυσης ανάμεσα στους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς είναι οι κοινή χρήση ρητής προσέγγισης για έναν άρρητο όσο και για τον ίδιο την άρρητο» (σελ. 19). Το παράδειγμά τους για μια τέτοια προσέγγιση ήταν η χρήση του 3,14 ή του 22/7 στην περίπτωση του π. Μια μελέτη από τους Peled και Hershkovitz (1999), που περιέλαβε 70 μελλοντικούς δασκάλους των μαθηματικών στο δεύτερο ή τρίτο έτος των σπουδών τους, έδειξε ότι οι φοιτητές γνώριζαν τους ορισμούς και τα χαρακτηριστικά των άρρητων αριθμών, αλλά απέτυχαν σε δοκιμασίες που απαιτούσαν μια ευέλικτη χρήση διαφορετικών αναπαραστάσεων. Θεώρησαν ως κύρια πηγή δυσκολίας τις παρανοήσεις που συνδέονται με τη διαδικασία του ορίου και πρότειναν το σχεδιασμό ερευνητικών δοκιμασιών που διευκολύνουν την ενσωμάτωση διαφορετικών γνωστικών ενοτήτων.
Μια πρόσφατη έρευνα από τις Zazkis και Sirotic (2010), με ερωτηματολόγια σε 46 μελλοντικούς δασκάλους μαθηματικών και συνεντεύξεις σε 16 από αυτούς είχε θέμα τις διαφορετικές παραστάσεις που υπεισέρχονται στην κατανόηση των άρρητων αριθμών. Σύμφωνα με τα αποτελέσματα οι συμμετέχοντες δεν στηρίχθηκαν σε μια δεδομένη διαφανή παράσταση (π.χ., 53/83) για να προσδιορίσουν εάν ένας αριθμός είναι ρητός ή άρρητος. Επιπλέον, οι συμμετέχοντες βασίστηκαν στον μικροϋπολογιστή και προτίμησαν τη δεκαδική από την κλασματική παράσταση, ενώ επέδειξαν σύγχυση ανάμεσα στην αρρητότητα και την άπειρη δεκαδική παράσταση, αδιαφορώντας για τη δομή αυτής της παράστασης. Στη διδασκαλία συστήνουν να δοθεί έμφαση στις παραστάσεις και τα συμπεράσματα που προκύπτουν από τη συνεξέταση τους. Ειδικότερα επισημαίνουν ότι η προσεκτική ενασχόληση ανάμεσα στις δεκαδικές και τις άλλες παραστάσεις ενός αριθμού (γεωμετρικές, συμβολικές, κλασματικές, και ίσως συνεχή κλάσματα), αποτελούν ένα πλεονέκτημα για τους εκπαιδευτικούς και τους μαθητές.  
Οι άρρητοι αριθμοί στην ιστορία των μαθηματικών 

Οι ιστορικοί των μαθηματικών θεωρούν ότι οι απαρχές της γνωριμίας του ανθρώπου με τους άρρητους αριθμούς πιθανότατα συνδέονται με τις δυσκολίες που συνάντησαν οι Βαβυλώνιοι μαθηματικοί κατά τη λύση δευτεροβάθμιων εξισώσεων. Οι Έλληνες μαθηματικοί της αρχαιότητας γνώρισαν τους άρρητους αριθμούς ακολουθώντας γεωμετρικό δρόμο. Στην προσπάθειά τους να λύσουν γεωμετρικά προβλήματα με κανόνα και διαβήτη (τετραγωνισμός του κύκλου, τριχοτόμηση της γωνίας, διπλασιασμός του κύβου) προσέκρουσαν στα ασύμμετρα μεγέθη. 
Το ερώτημα γιατί αναδύθηκε η ασυμμετρία κατά τη διάρκεια της ιστορίας, απαιτεί να θεωρήσουμε «την ιστορία των μαθηματικών ως ένα είδος επιστημολογικού εργαστηρίου στο οποίο ερευνούμε την ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης» (Radford, 1997, σ. 26). Αυτό παραπέμπει στη διερεύνηση της σημασίας της ανθρώπινης γνώσης από την εποχή των Πυθαγορείων (περίπου 6ος αιώνας π.Χ.), όπου συντελέστηκε η ανακάλυψη των άρρητων μέχρι την υπέρβαση της κρίσης, πριν από την εποχή του Ευκλείδη (3ος αιώνας π.Χ.). Θεμελιώδες γνώρισμα αποτελεί μια ανθρωπιστική φιλοσοφία όπου προβάδισμα έχουν οι θεωρητικές αναζητήσεις. Στο εν λόγω κοινωνικό και πολιτισμικό πλαίσιο τα μαθηματικά ενσάρκωναν το ιδεώδες της αισθητικής αρμονίας, της ομορφιάς και της τελειότητας και συνδέθηκαν με την ανάπτυξη της δημοκρατίας.
Όπως είναι γνωστό οι Πυθαγόρειοι πίστευαν ότι ο κόσμος των αριθμών είναι διακριτός και δομείται από «εικονιστικούς αριθμούς». Θεωρούσαν ότι οι λόγοι των αποστάσεων μεταξύ των διακριτών ψηφίδων (μηκών) είναι λόγοι ακεραίων αριθμών, δηλαδή τα μεγέθη έχουν πάντα ένα κοινό μέτρο που αντιστοιχεί στο μήκος μιας ελάχιστης χωρικής ψηφίδας. Ίσως αυτή η πεποίθηση να συνδέεται με την ανακάλυψη ότι οι αρμονικοί ήχοι παράγονται από χορδές που τα μήκη τους αντιστοιχούν σε λόγους ακέραιων αριθμών (Heath, 1981). Έτσι τα κλάσματα επαρκούσαν για τη μέτρηση οποιουδήποτε μεγέθους. Με άλλα λόγια, ένα μέγεθος μπορούσε πάντα να γράφεται ως κλάσμα ενός άλλου μεγέθους, με όρους θετικούς ακέραιους αριθμούς. Είναι παράδοξο και ανεξήγητο να υπάρχουν γεωμετρικά μεγέθη όπως η πλευρά και η διαγώνιος του τετραγώνου τα οποία, ενώ είναι αντιληπτά μέσω της εποπτείας, αρνούνται να υποταχτούν στον αριθμητικό λογισμό. 
Έτσι, μερικά μήκη μπορούν μετρηθούν, αν τοποθετήσουμε πολλά μοναδιαία μήκη το ένα δίπλα στο άλλο, ενώ άλλα όχι. Αν θεωρήσουμε δύο ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ τότε η εμπειρία μάς υποδεικνύει ότι μπορούμε να βρούμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΟΙ τέτοιο, ώστε να χωράει κ φορές στο ΑΒ και λ φορές στο ΓΔ. Πράγματι, στο ακόλουθο σχήμα το ΟΙ χωράει 7 φορές στο ΓΔ και 3 φορές στο ΑΒ. 
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Αν θεωρήσουμε το  ΟΙ  ως μονάδα μέτρησης μηκών, τότε το ΟΙ είναι ένα κοινό μέτρο που μετράει τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. Δηλαδή: 
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 φανερώνει ότι τα ΑΒ και ΓΔ είναι σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα (λόγος του ΑΒ με το ΓΔ). 
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Η απάντηση στο ερώτημα “γιατί;” δεν είναι εύκολη και η απουσία οποιασδήποτε γεωμετρικής ή αριθμητικής διαίσθησης παραπέμπει στην εφεύρεση αφηρημένου συλλογισμού. Ο Αριστοτέλης (Αναλυτικά Πρότερα, 41α26-31) δίνει την παρακάτω ένδειξη χωρίς να παραθέτει την ακριβή απόδειξη. Γράφει:
«ἀσύμμετρος ἡ διάμετρος διὰ τὸ γίνεσθαι τὰ περιττὰ ἴσα τοῖς ἀρτίοις συμμέτρου τεθείσης. τὸ μὲν οὖν ἴσα γίνεσθαι τὰ περιττὰ τοῖς ἀρτίοις συλλογίζεται, τὸ δ᾽ ἀσύμμετρον εἶναι τὴν διάμετρον ἐξ ὑποθέσεως δείκνυσιν, ἐπεὶ ψεῦδος συμβαίνει διὰ τὴν ἀντίφασιν. τοῦτο γὰρ ἦν τὸ διὰ τοῦ ἀδυνάτου συλλογίσασθαι, τὸ δεῖξαί τι ἀδύνατον διὰ τὴν ἐξ ἀρχῆς ὑπόθεσιν.»

Σύμφωνα με το προηγούμενο απόσπασμα, αν υποθέσουμε ότι η διαγώνιος και η πλευρά του τετραγώνου είναι σύμμετρες, τότε καταλήγουμε στην αντίφαση ότι ο ίδιος αριθμός είναι ταυτόχρονα περιττός και άρτιος. Πιθανότατα ο Αριστοτέλης δεν προχωρά σε μια πλήρη απόδειξη, γιατί στο πολιτισμικό πλαίσιο της εποχής του η απόδειξη ήταν γνωστή στους ενδιαφερομένους. Μάλιστα στο έργο του Αριστοτέλη η διατύπωση “η διαγώνιος του τετραγώνου είναι ασύμμετρη προς την πλευρά του” αναφέρεται περισσότερες από 30 φορές.
Έστω ότι η διαγώνιος δ και πλευρά α είναι σύμμετρες με κάποιο κοινό μέτρο ΟΙ, το οποίο χωράει κ φορές στη διαγώνιο δ και λ φορές στην πλευρά α. Τότε:  
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Έστω ότι το κλάσμα κ/λ είναι εκφρασμένο με τους μικρότερους δυνατούς αριθμούς. Τότε οι αριθμοί κ και λ δεν είναι και οι δύο άρτιοι. Από την εφαρμογή του Πυθαγορείου θεωρήματος στο ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ προκύπτει: 
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Από τις (1) και (2) προκύπτει: 
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Ο αριθμός κ2 είναι άρτιος, επομένως ο κ είναι άρτιος. Επομένως 
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Αφού ο λόγος κ/λ δεν επιδέχεται αναγωγή σε μικρότερους όρους, έπεται ότι ο λ θα πρέπει να είναι περιττός αριθμός. Τότε έχουμε: 
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Από την (4) συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός λ2 είναι άρτιος, επομένως ο λ είναι άρτιος: 
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. Άτοπο, αφού ο λ είναι περιττός. 

Το άτοπο δημιουργήθηκε, γιατί υποθέσαμε ότι ο δ/α είναι σύμμετρος (ρητός). Συνεπώς, δεν υπάρχει κοινό μέτρο με το οποίο να μπορεί να εκφραστεί τόσο η πλευρά όσο και η διαγώνιος ενός τετραγώνου. Άρα, η πλευρά και η διαγώνιος του τετραγώνου είναι ασύμμετρα μεγέθη. 

Το γεγονός ότι σε κάθε τετράγωνο η πλευρά και η διαγώνιος είναι ασύμμετρες σημαίνει ότι ανάμεσα στα δύο μήκη δεν υπάρχει κοινή μονάδα μέτρησης. Ο 
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 είναι ο πρώτος άρρητος αριθμός που ανακάλυψαν οι Πυθαγόρειοι (Thuillier 1985). Επίσης είναι πιθανό να απέδειξαν το ομώνυμο θεώρημα για την ειδική περίπτωση του ορθογώνιου και ισοσκελούς τριγώνου με πλευρά ένα (Maor, 2007). Για τον υπολογισμό του 
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 κατασκεύασαν τους πλευρικούς και διαμετρικούς αριθμούς με τη βοήθεια των οποίων μπορούσαν να τον υπολογίζουν με όση προσέγγιση ήθελαν (Εξαρχάκος, 2005). Στα Στοιχεία του Ευκλείδη, για την απόδειξη της ασυμμετρίας ανάμεσα στην πλευρά και τη διαγώνιο του τετραγώνου, εφαρμόζεται η μέθοδος του αρτίου και του περιττού με απαγωγή σε άτοπο που αποδίδεται τον Εύδοξο, (Σταμάτης, 1975). Η θεωρητική μελέτη του 
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, παραπέμπει σε ποικιλία μαθηματικών αποδείξεων (Harris, 1971). 
Προεξάρχουσα θέση για τα ασύμμετρα μεγέθη καταλαμβάνει η έρευνα σπουδαίων μαθηματικών που κυοφορήθηκε στην Ακαδημία του Πλάτωνα (Fowler, 1999). Ανάμεσα σε άλλους ξεχωρίζουν ο Εύδοξος ο Κνίδιος στον οποίο οφείλεται η ιδιοφυής θεωρία των λόγων (V βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη) και ο Θεαίτητος ο Αθηναίος που μαζί με τον Θεόδωρο τον Κυρηναίο ανέπτυξαν τη θεωρία των ασύμμετρων μεγεθών. Οι αρχαίοι Έλληνες παριστάνοντας τους αριθμούς με ευθύγραμμα τμήματα μπορούσαν να χειρίζονται τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς με τον ίδιο τρόπο. Από την πολλαπλασιαστική σύγκριση δύο μεγεθών που μετριούνται με την ίδια μονάδα μέτρησης, προκύπτει η έννοια «λόγος» και είναι κοντινή προς τη σημερινή έννοια του πραγματικού αριθμού, χωρίς να είναι τόσο αφηρημένη αφού διατηρεί το γεωμετρικό της νόημα. Στον πλατωνικό διάλογο Θεαίτητος (147c-148d) βρίσκουμε την πληροφορία ότι ο Θεόδωρος απέδειξε την ασυμμετρία όλων των κατασκευάσιμων άρρητων μέχρι το 
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. Η γεωμετρική θεωρία των ασύμμετρων μεγεθών περιγράφεται σε πλήρη ανάλυση στο βιβλίο Χ των Στοιχείων (Σταμάτης, 1975), που είναι το δυσκολότερο. Στο βιβλίο αυτό εκτίθεται και η μέθοδος της ανθυφαίρεσης που αποτελεί ένα κριτήριο ασυμμετρίας και μια διαδικασία μετάβασης από το συνεχές στο διακριτό (Πατρώνης, 1996). Είναι πιθανό οι Πυθαγόρειοι κατά την κατασκευή του κανονικού πενταγώνου να είχαν ανακαλύψει ότι η ανθυφαίρεση δύο ευθυγράμμων τμημάτων που χωρίζονται σε μέσο και άκρο λόγο (χρυσή τομή) συνεχίζεται επ’ άπειρον. 
Η μελέτη των άρρητων αριθμών προχώρησε σταδιακά αφού πρώτα κατανοήθηκε η δομή των φυσικών, των ακέραιων και των ρητών. Η αποδοχή των άρρητων αριθμών με τη μορφή της τετραγωνικής και κυβικής ρίζας προέκυψε από την ανάγκη λύσης εξισώσεων από τους αλγεβρίστες της Αναγέννησης. Ωστόσο, η φύση των άρρητων αριθμών παρουσιάζει ιδιαιτερότητες  ακόμα και σήμερα. Ενώ οι υπερβατικοί άρρητοι αριθμοί είναι υπεραριθμήσιμοι, ελάχιστους από αυτούς γνωρίζουμε σήμερα. 

Το περίφημο πρόβλημα στον «Μένωνα» και οι διδακτικές διαστάσεις του
Ο πλατωνικός διάλογος Μένων είναι σημαντικός γιατί σε αυτόν υπεισέρχεται το περίφημο πρόβλημα της ασυμμετρίας (συνδέεται με τον άρρητο αριθμό 
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), δηλαδή ότι η πλευρά του τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν είναι ασύμμετρη προς την πλευρά του αρχικού τετραγώνου. Το κίνητρο του Πλάτωνα στον Μένωνα ήταν κατά βάση φιλοσοφικό (θεωρίες των Ιδεών και της Ανάμνησης) και δευτερευόντως μαθηματικό και παιδαγωγικό. Στη συνέχεια θα εστιάσουμε την προσοχή μας σε ορισμένες μαθηματικές και διδακτικές διαστάσεις που απορρέουν από το σωκρατικό διάλογο πάνω στο κλασικό πρόβλημα του διπλασιασμού του τετραγώνου. 

Ο Σωκράτης, μετά την παρουσίαση ενός τετραγώνου με πλευρά δύο πόδια, θέτει στο νεαρό δούλο το ακόλουθο γεωμετρικό πρόβλημα: Ποιο είναι το μήκος της πλευράς ενός τετραγώνου που έχει διπλάσιο εμβαδόν από το εμβαδόν ενός δεδομένου τετραγώνου με πλευρά 2 πόδια; Σύμφωνα με την εκφώνηση, στο διάλογο Μένων, ο στόχος δεν είναι μια ακριβής γεωμετρική κατασκευή (με κανόνα και διαβήτη). Ο Πλάτων θέτει το εν λόγω πρόβλημα μέσα σε ένα αριθμητικό πλαίσιο. Στο διάλογο Μένων, όπως θα εξετάσουμε παρακάτω, ο Σωκράτης βασιζόμενος στο σχήμα, προσπαθεί να υποβάλει στο νεαρό έφηβο τη θεμελιώδη ανακάλυψη ότι, για να διπλασιάσουμε το εμβαδόν ενός τετραγώνου, πρέπει να κατασκευάσουμε ένα τετράγωνο που έχει ως πλευρά τη διαγώνιο του αρχικού τετραγώνου. 
Η παρουσίαση ενός κατάλληλου σχήματος αρκεί να αποκαλύψει εν μέρει τη σωστή απάντηση. Είναι προφανές ότι ο Σωκράτης σχεδιάζει ορισμένα γεωμετρικά σχήματα στη γη. Τα σχήματα είναι απαραίτητα για να μπορέσει να ξυπνήσει τη σκέψη του νεαρού δούλου. Παρουσιάζουμε, πιο συγκεκριμένα τη διαδικασία αλλαγής των εσφαλμένων απαντήσεων προς τις αντίστοιχες σωστές απαντήσεις.
· Πρώτη προσπάθεια διπλασιασμού του τετραγώνου: Η αρχική απάντηση του νεαρού στο γεωμετρικό πρόβλημα είναι «4», δηλαδή αν το μήκος της πλευράς γίνει ίσο με 4 πόδια, τότε το εμβαδόν θα είναι 8 τετραγωνικά πόδια. Είναι προφανές ότι αυτή η απάντηση είναι εσφαλμένη (Πλάτων, 2008,82a-82d ( Fawler, 1990). Χρησιμοποιώντας σύγχρονα μαθηματικά σύμβολα ο συλλογισμός του θα μπορούσε να είναι ο ακόλουθος:
[image: image73.wmf](

)

2

8  

ή  22 (μήκος νέας πλευράς: σωστό)

88                         (

σωστό) 

ì

ï

í

=

ï

î

                                                                        [image: image27.wmf]4


Η αναλογικότητα λειτουργεί για τα μήκη, αλλά δεν είναι εφαρμόσιμη στις επιφάνειες. Αυτό το λάθος στις σύγχρονες έρευνες ονομάζεται «ψευδαίσθηση αναλογικότητας» (De Bock et al., 1998 ( Van Dooren, 2005 ( Modestou & Gagatsis, 2007). Ο νεαρός δούλος, καθώς βλέπει τα 8 τετραγωνικά πόδια μέσα στα 16, ανακαλύπτει ότι έχει κατασκευάσει ένα τετράγωνο τέσσερις φορές μεγαλύτερο και αναγνωρίζει το λάθος του εφόσον 4(4=16. 
Δεύτερη προσπάθεια διπλασιασμού του τετραγώνου: Η δεύτερη απάντηση του δούλου είναι «3». Ο νεαρός σχεδιάζει ένα τετράγωνο του οποίου κάθε πλευρά είναι μιάμιση φορά μεγαλύτερη από την πλευρά του αρχικού τετραγώνου. Γι’ αυτό διορθώνει την αρχική απάντηση λέγοντας ότι η πλευρά του μεγαλύτερου τετραγώνου προς την πλευρά του αρχικού θα πρέπει να έχει λόγο 3:2. Έτσι, η νέα πρότασή του είναι 3 πόδια. Με άλλα λόγια, ισχυρίζεται ότι 32=8 (λάθος), που είναι αριθμητικά ανακριβές (Πλάτων, 2008, 82e-83  – Sharples, 1989 – Taylor, 2001).
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Ο Σωκράτης τον βοηθά να κατανοήσει ότι ο νέος ισχυρισμός του δεν είναι σωστός, εφόσον 3(3=9, δηλαδή ότι το τετράγωνο που κατασκευάζεται θα έχει εμβαδόν 9 τετραγωνικά πόδια και όχι 8. 
Τρίτη προσπάθεια κατασκευής τετραγώνου διπλάσιου εμβαδού: Το ζητούμενο μήκος της πλευράς του τετραγώνου πρέπει να είναι μεγαλύτερο από το μήκος της πλευράς του πρώτου τετραγώνου και μικρότερο από την πλευρά του τετραγώνου που έχει μήκος μιάμιση φορά την πλευρά του αρχικού, δηλαδή: 
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. Ο δούλος δεν μπορεί «να βρει» την απάντηση, γιατί η πλευρά του τετραγώνου είναι άρρητος αριθμός. Τότε ο Σωκράτης τροποποιεί το ερώτημά του: «Εάν δεν μπορείς να μας το πεις ακριβώς, δείξ’το μας» (84a-b). Ο Σωκράτης οδηγεί προοδευτικά το νεαρό δούλο στο «στριφτό» τετράγωνο του ακόλουθου σχήματος. Ο Σωκράτης παραθέτει τέσσερις φορές το αρχικό τετράγωνο και προτείνει μια κατασκευή που συνίσταται στη χάραξη της διαγωνίου με διαφορετικό κάθε φορά προσανατολισμό σε καθένα από αυτά και στο τέλος την απομάκρυνση των τεσσάρων ορθογωνίων τριγώνων που είναι διευθετημένα περιμετρικά. Μετά από μερικές ερωτήσεις ο νεαρός δούλος διαπιστώνει ότι το ζητούμενο ευθύγραμμο τμήμα δεν είναι παρά η διαγώνιος του αρχικού τετραγώνου (Σταμάτης, 1972 –Taylor, 2001, Brumbaugh, 1970). Για να εξασφαλιστεί ότι το τετράγωνο που έχει πλευρά τη διαγώνιο έχει διπλάσιο εμβαδό από το αρχικό τετράγωνο αρκεί με πλευρά τη διαγώνιο του αρχικού τετραγώνου να κατασκευαστεί ένα τετράγωνο που να έχει ως πλευρά την εν λόγω διαγώνιο και να απαριθμηθούν τα ίσα ορθογώνια τρίγωνα που συνθέτουν την επιφάνεια των τετραγώνων (Πλάτων, 2008, 85a-85b  –  Devereux, 1978 – Klein, 1965).
[image: image75.wmf]31281.849

=0,6             =0,33...            2,8

2131...

5399.900

=

3131

                                                        [image: image30.wmf]2

2


Εδώ η γόνιμη ιδέα είναι ο τεμαχισμός του αρχικού τετραγώνου σε 2 ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα και η υιοθέτηση αυτού του τριγώνου ως μονάδα μέτρησης για τη σύγκριση του αρχικού και του νέου «εστιγμένου» τετραγώνου: το πρώτο τετράγωνο αποτελείται από δύο τριγωνάκια και το τελικό από τέσσερα, άρα είναι διπλάσιο σε εμβαδόν. Όπως έχει βρεθεί από σύγχρονη έρευνα σε μαθητές της Α΄ και Β΄ Λυκείου, η χρήση τετραγωνισμένου χαρτιού από τους μαθητές αποτελεί ένα βοηθητικό πλαίσιο, ανάλογο με το προηγούμενο σωκρατικό μοντέλο (Δεληκανλής, 2008). Παρότι το εν λόγω περιβάλλον συνέβαλε στην επιτυχή λύση του προβλήματος, θεωρούμε ότι προδιαγράφει τη δισδιάστατη δομική μονάδα μέτρησης του εμβαδού περιορίζοντας την ελευθερία δράσης των μαθητών. 
Ο νεαρός δούλος στην αρχή απάντησε 4, έπειτα 3 για να διαπιστώσει και τις δύο φορές ότι η απάντησή του είναι ανακριβής. Ο δούλος με έκδηλη απορία ξεκίνησε με τη διατύπωση μιας λανθασμένης απάντησης. Αρχικά, ο Σωκράτης αφήνει το δούλο στο λάθος του. Στη συνέχεια κάνοντας υπολογισμούς, τον βοηθά να αντιληφθεί ότι όταν διπλασιάσουμε την πλευρά του τετραγώνου, το εμβαδόν τετραπλασιάζεται. Με αυτό τον τρόπο, τον οδήγησε να κάνει νέες δοκιμές και να διατυπώσει μια νέα απάντηση που βρίσκεται πιο κοντά στη λύση του προβλήματος (Heath, 1981 –  Φράγκος, 1993). Ο Σωκράτης του έθεσε μια προσεκτικά μελετημένη σειρά ερωτημάτων και χάραξε κάποια γεωμετρικά σχήματα που «υποβάλλουν» στο νεαρό τη λύση του προβλήματος. Η μόνη πληροφορία που ο Σωκράτης έδωσε στο δούλο ήταν η έννοια μιας πλευράς που οι σοφιστές αποκαλούν «διαγώνιο» (διάμετρον). Ο δούλος βρήκε μόνος του όλες τις άλλες ιδέες. Είναι βέβαιο ότι ο νεαρός δούλος, στην αρχή, αγνοούσε κάτι το οποίο γνώρισε μόνο στο τέλος (Πλάτων, 2008, 84a-c, 85c-d  – Vlastos, 1991b  –  Mehamas, 1985).
Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία, δηλαδή την επιβεβαίωση, αναγνώριση και απόδειξη του λάθους (Φράγκος, 1993), φθάνει στη λύση (τη γεωμετρική κατασκευή του 
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, χωρίς ο Σωκράτης να προσδιορίσει αριθμητικά αυτό το μήκος). Η προηγούμενη κατασκευή δε δίνει αριθμητική απάντηση στο ερώτημα «ποιο είναι το μήκος της πλευράς του αρχικού τετραγώνου;» ούτε παραπέμπει στην κατανόηση και αιτιολόγηση της ασυμμετρίας από το νεαρό δούλο. Η σωκρατική προσέγγιση δεν είναι θεωρητική αλλά οπτική, αφού η αιτιολόγηση γίνεται με μετρήσεις πάνω στο γεωμετρικό σχήμα. Επιπλέον, η προηγούμενη διαδικασία περιγράφει μια άμεση και απτή απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήματος με τη βοήθεια του οποίου, οι Πυθαγόρειοι ανακάλυψαν και απέδειξαν την ασυμμετρία της διαγωνίου προς την πλευρά του τετραγώνου. Αυτή είναι η μεγαλύτερη μαθηματική ανακάλυψη στην αρχαιότητα (Νεγρεπόντης, 2009).
ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΗ ΣΚΗΝΟΘΕΣΙΑ
Η επιστημολογική μας θεώρηση: Πρόθεσή μας δεν είναι ούτε να επαινέσουμε ούτε να απορρίψουμε τη σωκρατική μέθοδο ή να παρουσιάσουμε μια θεωρία της ασυμμετρίας. Αντίθετα προς την πλατωνική θεωρία, θεωρούμε ότι τα μαθηματικά, είναι δημιουργήματα της σκέψης που επινοούνται από τον ίδιο άνθρωπο, όχι αυθαίρετα, αλλά  με βάση τα υπάρχοντα μαθηματικά  αντικείμενα  και τις ανάγκες της επιστήμης και της καθημερινής ζωής. Τα μαθηματικά αντικείμενα είναι ένα μέρος του πολιτισμού. Η εν λόγω αντίληψη παραπέμπει στις σύγχρονες κοινωνικο-κονστρουκτιβιστικές επιστημολογίες σύμφωνα με τις οποίες η μαθηματική γνώση είναι μια ανθρώπινη κοινωνική δραστηριότητα, η οποία δεν αποτελείται από αιώνιες, αντικειμενικές και απόλυτες αλήθειες, αλλά είναι προσωρινή, αβέβαιη και αναθεωρήσιμη (Ernest, 1991 ( Davis & Herch, 1980 ( Bauersfeld, 1995 ( Steffe et al., 1996 ( Potari & Jaworski 2002). Στο πλαίσιο αυτής της αντίληψης η εκφώνηση του προβλήματος πρέπει να είναι ανοιχτή, να μη «προδίδει» άμεσα στους μαθητές τη λύση ούτε τα μαθηματικά εργαλεία που θα μπορούσαν να εφαρμοστούν (ΧΧΧ, 2010 ( ΧΧΧ, 1996). 
Στόχος της εργασίας: Κύριος στόχος της εργασίας μας είναι η διερεύνηση των αυθόρμητων αντιλήψεων των δωδεκάχρονων μαθητών που προετοιμάζουν την έννοια του άρρητου αριθμού καθώς και η επισήμανση των αντίστοιχων αναπαραστάσεων, προτού δεχτούν συστηματική διδασκαλία. Ειδικότερα, χρησιμοποιώντας ως διδακτικό ερέθισμα το πρόβλημα του  διπλασιασμού του τετραγώνου, μια μελετημένη δραστηριότητα, πρόσφορη για ένα διαισθητικό πλησίασμα της ασυμμετρίας, επικεντρώνουμε το ενδιαφέρον μας στα λάθη και τις γνωστικές συγκρούσεις μεταξύ των μαθητών και στο είδος των παραγόμενων λύσεων (γεωμετρικές ή αριθμητικές) και τη σύγκρισή τους με τις σχετικές στρατηγικές που περιγράφονται  στον πλατωνικό διάλογο Μένων. Οι μαθητές είναι ελεύθεροι να επιλέξουν τις στρατηγικές που προτιμούν. 

Η ανοιχτή μαθηματική δραστηριότητα: Αξιοποιώντας στοιχεία από την παιδαγωγική της έκπληξης (ΧΧΧ, 2010), οργανώσαμε μια α-διδακτική κατάσταση (Brousseau, 1998), δηλαδή μια κατάσταση προβληματισμού, έρευνας και επικοινωνίας στην τάξη χωρίς την πρόθεση να διδάξουμε, η οποία μπορεί να προκαλέσει τη δέσμευση των μαθητών στη δική τους δραστηριότητα. Η εκφώνηση του προβλήματος που τέθηκε στην τάξη για ομαδοσυνεργατική επίλυση σε σύγχρονη διατύπωση είναι η ακόλουθη: Να κατασκευάσετε ένα τετράγωνο με πλευρά ίση με 2 εκατοστά και έπειτα ένα δεύτερο με διπλάσιο εμβαδόν. Ποιο είναι το μήκος της πλευράς του τετραγώνου που έχει διπλάσιο εμβαδόν από το εμβαδόν ενός δεδομένου τετραγώνου με πλευρά 2 εκατοστά; Χωρίσαμε το διδακτικό σενάριο στην τάξη σε τρεις διαδοχικές χρονικές φάσεις: την ατομική έρευνα, τη συνεργασία στις ομάδες με τη σύνταξη διαφανειών και τη μαθηματική συζήτηση με ολόκληρη την τάξη (Arsac & Mante, 2007 ( Arsac et al., 1992 ( ΧΧΧ, 2011). Πριν από αυτόν τον πειραματισμό, οι μαθητές της συγκεκριμένης τάξης είχαν ασχοληθεί και με άλλα ανοιχτά προβλήματα και ήταν αρκετά εξοικειωμένοι με τις ομαδικές δραστηριότητες στην τάξη.

Πλαίσιο έρευνας και συμμετέχοντες: Ο εν λόγω πειραματισμός πραγματοποιήθηκε στις 21 Ιουνίου 2004 στην πρώτη τάξη του Ευρωπαϊκού Σχολείου Βρυξελλών ΙΙΙ (21 μαθητές ελληνικής καταγωγής, ηλικίας 12 ετών περίπου, χωρισμένοι σε 5 ομάδες). Ο εκπαιδευτικός ήταν καθηγητής μαθηματικών του σχολείου. Οι μαθητές προέρχονταν κατά βάση από τα ανώτερα στρώματα υπαλλήλων των υπηρεσιών της Ευρωπαϊκής Κοινότητας. Χρησιμοποιήθηκαν δύο διαδοχικές διδακτικές ώρες των 50 λεπτών. Η πρώτη διδακτική ώρα αφορούσε την ατομική και συλλογική έρευνα και τη σύνταξη διαφανειών από τους μαθητές. Η δεύτερη αφορούσε την ανοιχτή μαθηματική συζήτηση στην τάξη. 
Συλλογή και ανάλυση δεδομένων: Με βιντεοσκόπηση καταγράφηκε η δίωρη διδακτική παρέμβαση στην τάξη με όλες τις αλληλεπιδράσεις ανάμεσα στον εκπαιδευτικό και τους μαθητές, καθώς και τις αλληλεπιδράσεις στις ομάδες των μαθητών κατά τη διάρκεια της συνεργασίας τους. Επίσης, λήφθηκαν υπόψη οι γραπτές σημειώσεις κάθε μαθητή κατά τη διάρκεια της λύσης του προβλήματος. Η ανάλυση των δεδομένων είναι ποιοτική και αφορά κυρίως την λεπτή παρατήρηση των μαθηματικών αλληλεπιδράσεων δασκάλου-μαθητών και μαθητών-μαθητών. Εξετάζουμε κυρίως την ανάπτυξη της ερμηνείας και του συλλογισμού κατά τη διάρκεια της κοινής δραστηριότητας (Erickson, 1986 ( Cobb et al., 2003 ( Collins et al., 2004 ( Kosyvas, 2005).
ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΚΑΙ ΣΥΖΗΤΗΣΗ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε και θα αναλύσουμε δεδομένα από τους συλλογισμούς των δωδεκάχρονων μαθητών όπως αυτά αποτυπώνονται στις μαθηματικές αλληλεπιδράσεις  της τάξης.
Το κλασικό λάθος στον «Μένωνα» και στους σημερινούς μαθητές: αν διπλασιάσουμε την πλευρά, τότε διπλασιάζεται το εμβαδόν.

Κατά τη διάρκεια της ομαδικής έρευνας του προβλήματος με στόχο τη σύνταξη μιας κοινής διαφάνειας (πρώτη διδακτική ώρα), αρχικά η πλειονότητα των μαθητών της τάξης θεωρούσε ότι εάν διπλασιαστούν οι πλευρές του τετραγώνου, τότε θα διπλασιαστεί και το εμβαδόν του. Οι μαθητές πίστευαν ότι αν η πλευρά των 2 cm γίνει 4 cm, τότε το εμβαδόν των 4 cm2 θα γίνει 8 cm2. Στα πρόχειρα ατομικά φύλλα εργασίας τους, εκδηλώθηκαν μαζικά αυτές οι αυθόρμητες ιδέες. Αυτός ο λανθασμένος συλλογισμός των μαθητών είναι παρόμοιος με αυτόν που περιγράφεται στον Μένωνα. Χρησιμοποιώντας σύγχρονα μαθηματικά σύμβολα, ο συλλογισμός τους θα μπορούσε να παρασταθεί με τον ακόλουθο τρόπο:
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Κατά την πρώτη φάση της έρευνας στις ομάδες, η πλειονότητα των μαθητών είχε την πεποίθηση ότι ο διπλασιασμός του μήκους της πλευράς του τετραγώνου, οδηγεί αυτόματα και στο διπλασιασμό του εμβαδού. Είχαν την τάση να βλέπουν παντού γραμμικές σχέσεις και να εφαρμόζουν τη γραμμικότητα ακόμα και σε καταστάσεις που η χρήση της είναι αναιτιολόγητη. Αυτή η συμπεριφορά στην αρχή φαινόταν αυθόρμητη και σχεδόν ασυνείδητη. Η παρουσία και η επιμονή αυτού του φαινομένου ονομάστηκε «ψευδαίσθηση αναλογικότητας» (De Bock et al. 2002 ( Van Dooren et al. 2005). 
Ένα απόσπασμα διαλόγου από την τάξη είναι το  ακόλουθο: 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  … Θα εξετάσουμε την εργασία της ομάδας Α. Βλέπετε το πρώτο μέρος της διαφάνειας της ομάδας Α. Συζητήστε και σκεφτείτε. Συμφωνείτε ή διαφωνείτε; Είναι σωστή η προτεινομένη λύση; (Η εργασία της ομάδας Α προβάλλεται και όλοι οι μαθητές της τάξης μπορούν να διαβάσουν τη σύνταξη της ομάδας).
Το μέρος της διαφάνειας που προβλήθηκε για να συζητηθεί είναι το ακόλουθο :
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ΜΑΘΗΤΕΣ:        Όχι. Λάθος !

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:      Όχι έτσι. Πρέπει να εξηγήσετε τη γνώμη σας. Συζητήστε και σκεφτείτε. 
ΤΖΕΣΙΚΑ:           Εγώ νομίζω ότι η λύση που βλέπουμε στη διαφάνεια είναι σωστή.          

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:      Δηλαδή;

ΤΖΕΣΙΚΑ:          Κατασκεύασαν το σωστό τετράγωνο και βρήκαν το μήκος της πλευράς του.          

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:     Πόσο είναι το μήκος της πλευράς του τετραγώνου που ψάχνουμε;

ΤΖΕΣΙΚΑ:          Είναι 4 cm.
ΔΑΣΚΑΛΟΣ:     Τι λένε οι μαθητές των άλλων ομάδων;

ΑΛΙΚΗ:              (Ομάδα Δ) Δεν συμφωνώ. Δεν είναι 4 cm η πλευρά του τετραγώνου που ζητάμε. 
ΔΑΣΚΑΛΟΣ:     Δηλαδή;
ΑΛΙΚΗ:        Δεν θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα άλλο τετράγωνο με διπλάσια πλευρά, αλλά με διπλάσιο  εμβαδόν.    
ΔΑΣΚΑΛΟΣ:    Δηλαδή η ομάδα A μάς είπε ότι αν διπλασιάσουμε την πλευρά, τότε θα διπλασιαστεί το εμβαδόν;
ΛΕΩΝΙΔΑΣ :    Όχι! Το 16 είναι το τετραπλάσιο του 4. Αν διπλασιάσουμε την πλευρά, το εμβαδόν δεν διπλασιάζεται. 
ΑΛΕΞΑΝΔΡΑ: (Ομάδα B) Πολλαπλασίασαν τις πλευρές με το 2 για να βρουν το διπλάσιο εμβαδόν. Πρώτα θάπρεπε να βρουν το εμβαδόν και μετά την πλευρά. Έκαναν το αντίθετο. Διπλασίασαν την κάθε πλευρά.  
ΣΤΕΡΓΙΟΣ:       (Εξηγεί την προβαλλόμενη διαφάνεια) Δεν καταλαβαίνω. Πώς βρίσκουν εδώ 16 cm2 , ενώ η πλευρά είναι 2,8 cm. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:     Θα μας το εξηγήσουν. 

ΜΑΘΗΤΕΣ:       (από την ομάδα A) : Δεν βρήκαμε αυτό!

ΜΑΡΙΑ :            Το εμβαδόν του τετραγώνου που πρέπει να κατασκευάσουμε δεν είναι 16, είναι 8.
ΜΙΧΑΛΗΣ:        (από την ομάδα A) : Κύριε δεν είναι αυτή η λύση μας !

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:    Ποιος θα παρουσιάσει τη λύση της ομάδας; 
Ήταν φανερό ότι οι μαθητές θεωρούσαν ότι η προηγούμενη στρατηγική είναι λάθος. Το ακόλουθο απόσπασμα είναι χαρακτηριστικό. 

ΣΤΕΡΓΙΟΣ:     (Σηκώνεται για να εξηγήσει). Στο πρώτο μέρος της διαφάνειας γράφουν το διπλό εμβαδόν και στη δεύτερη το τετραπλό. 
ΜΙΧΑΛΗΣ:      (από την ομάδα Α) Δεν κατάλαβες. Δεν το γράψαμε αυτό για λύση του προβλήματος. Απλώς λέμε ότι αν διπλασιάσουμε τις πλευρές του τετραγώνου, τότε το εμβαδόν τετραπλασιάζεται. Επίσης γράψαμε στη διαφάνεια ότι «το εμβαδόν του δεύτερου τετραγώνου είναι το τετραπλάσιο του πρώτου». Αυτό είναι ένα σωστό συμπέρασμα και όχι η λύση που  γράψαμε στο δεύτερο μέρος της διαφάνειας. (Την παρουσιάζουμε λίγο παρακάτω)
Ο αναλογικός τρόπος συλλογισμού αποδείχθηκε εξαιρετικά ισχυρός κατά την πρώτη φάση της εργασίας στις ομάδες, ενώ σταδιακά εγκαταλείφθηκε. Επίσης στη φάση της ανοιχτής μαθηματικής συζήτησης σε ολόκληρη την τάξη παρατηρήθηκε ελάχιστα. Η συζήτηση στο εσωτερικό των ομάδων βοήθησε ώστε οι μαθητές που είχαν κάνει λάθος να αλλάξουν την άποψή τους. Διαπίστωσαν ότι εάν διπλασιάσουμε τις πλευρές του τετραγώνου, τότε το τετράγωνο δεν διπλασιάζεται αλλά τετραπλασιάζεται, εφόσον 22=4, ενώ 42=16. Το κλασικό λάθος που παρουσιάζεται στον Μένωνα ξεπεράστηκε από τη διαμάχη στις τετραμελείς ομάδες και σε ολόκληρη την τάξη. Η πρόοδος των μαθητών απαιτεί την κατανόηση των αναλογικών και μη αναλογικών σχέσεων και τη διάκριση διδακτικών καταστάσεων που μπορούν να περιγραφούν σύμφωνα με το μοντέλο της γραμμικής συνάρτησης από αυτές που δεν μπορούν. 
Η αριθμητική στρατηγική του προβλήματος: προσεγγιστικά μαθηματικά και απειροψήφια δεκαδική παράσταση του άρρητου 
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Η αριθμητική στρατηγική συνίσταται στο χειρισμό των αριθμητικών δεδομένων του προβλήματος με στόχο την αριθμητικοποίηση του μήκους της πλευράς του τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν. Όταν παραθέσουμε το αρχικό τετράγωνο δίπλα του, τότε σχηματίζουμε ένα ορθογώνιο. Το πρόβλημα του διπλασιασμού του τετραγώνου συνίσταται στην κατασκευή ενός τετραγώνου το οποίο να έχει εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν του ορθογωνίου (παρακάτω σχήμα). Πρέπει επομένως να μετασχηματίσουμε το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο σε ένα τετράγωνο που να έχει το ίδιο εμβαδόν. 
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Οι μαθητές πρέπει να βρουν ένα τετράγωνο διπλάσιου εμβαδού από αυτό που έχει πλευρά 2 cm. Με άλλα λόγια, θέτουμε το ακόλουθο ερώτημα: «Ποια είναι η πλευρά αυτού του νέου τετραγώνου; ».

[image: image36.wmf]4 cm

2

2 cm

8 cm

2

;


Ο αριθμός που βρήκαν οι μαθητές αντιστοιχεί στο μήκος της πλευράς του ζητούμενου τετραγώνου. Αφού οι μαθητές προσδιόρισαν την πλευρά σχεδίασαν το ζητούμενο τετράγωνο. Κατά τη διάρκεια της ατομικής έρευνας οι μαθητές έκαναν τουλάχιστον μια δοκιμή. Μερικοί περίμεναν να βρουν έναν ακέραιο αριθμό. Ίσως να διέθεταν τη διαισθητική αντίληψη ότι όλα τα μήκη είναι σύμμετρα (η υπόθεση που προκάλεσε την κρίση στους Πυθαγόρειους). Εφόσον ήταν αδύνατο να βρουν έναν ακέραιο ή ρητό αριθμό (ο λόγος της διαγωνίου προς την πλευρά είναι άρρητος αριθμός), έβγαλαν το συμπέρασμα ότι το πρόβλημα δεν έχει λύση.

ΜΑΘΗΤΗΣ :     Κύριε ! Δεν μπορούμε να λύσουμε το πρόβλημα. Είναι άλυτο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:    Γιατί;
ΜΑΘΗΤΗΣ :     Γιατί  2×2=4 και  3 ×3=9. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:    Λοιπόν ? 
ΜΑΘΗΤΗΣ :     Δεν βρίσκουμε  8. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:    Γιατί ?
ΜΑΘΗΤΗΣ :     Δεν υπάρχει κανένας αριθμός για να βρούμε 8. Το πρόβλημα δε λύνεται.

Οι μαθητές έπρεπε να βρουν το μήκος της πλευράς του τετραγώνου με εμβαδόν 8. Χρησιμοποιώντας μαθηματικά σύμβολα οι απαντήσεις τους παρέπεμπαν στην τετραγωνική ρίζα του 8, έννοια γνωστή από τον πολιτισμό: 
[image: image37.wmf]8

. Αλλά στην αρχή η πλειονότητα των μαθητών θεωρούσε ότι η λύση έπρεπε να είναι ακέραιος αριθμός, επειδή διακατέχονταν από την πρωτογενή διαισθητική αντίληψη ότι κάθε μήκος μπορεί να μετρηθεί ακριβώς.

Όπως προκύπτει από το Πυθαγόρειο Θεώρημα, η διαγώνιος ενός τετραγώνου πλευράς 2 cm έχει μήκος 
[image: image38.wmf]8

 cm. Για μια αριθμητική λύση του προβλήματος δεν απαιτείται η χρήση του θεωρήματος από τους μαθητές.  Όμως ο 
[image: image39.wmf]8

 δεν είναι ρητός αριθμός υπάρχει μια δυσκολία στην κατανόηση αυτής της ποσότητας (Freudenthal, 1967). Με άλλα λόγια έπρεπε να βρεθεί η θετική λύση της ακόλουθης εξίσωσης: 
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Οι μαθητές έκαναν πολλές αυθόρμητες δοκιμές με δεκαδικούς αριθμούς. Αναφέρουμε μερικά παραδείγματα, τα οποία βρήκαν με μικροϋπολογιστή τσέπης:  
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Ορισμένοι μαθητές, χωρίς να το έχουν διδαχτεί, εσωκλείουν την τετραγωνική ρίζα του 
[image: image46.wmf]8

 ανάμεσα σε δύο τερματιζόμενους δεκαδικούς αριθμούς, ξανά και ξανά (κιβωτισμός) και δείχνουν να αντιλαμβάνονται ότι αυτή η εργασία συνεχίζεται επ’ άπειρον και δεν σταματά ποτέ. Κάνοντας διαδοχικούς αριθμητικούς χειρισμούς, βρήκαν προσεγγίσεις της τετραγωνικής ρίζας του 8 : 2,8,    2,82,   2,828. Δηλαδή : 


[image: image47.wmf]82,8

;

   
[image: image48.wmf]82,83

;

, 
[image: image49.wmf]82,828

;

.

Τρεις από τις 5 ομάδες έγραψαν μια αριθμητική απάντηση στη συλλογική διαφάνεια. Αρκέστηκαν σε μια δεκαδική προσεγγιστική τιμή, επειδή ίσως η εργασία τους έπρεπε να τελειώσει με μια αριθμητική λύση. Δεν γνώριζαν ότι δεν υπάρχει πεπερασμένος δεκαδικός αριθμός του οποίου η τετραγωνική ρίζα να είναι ίση με 8. Η τετραγωνική ρίζα δεν είχε διδαχθεί.

Δεν θεωρούσαν ότι η ακριβής τιμή της πλευράς του τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν είναι η τετραγωνική ρίζα των 8, δηλαδή ο αριθμός 
[image: image50.wmf]8

. Οι περισσότεροι πίστευαν ότι η ακριβής τιμή είναι ένας δεκαδικός αριθμός με πεπερασμένο πλήθος ψηφίων. Ήταν αδύνατο να διακρίνουν τη διαφορά ανάμεσα στις ρητές προσεγγίσεις των άρρητων αριθμών και τους ίδιους τους άρρητους. 
Ωστόσο, έλεγαν ότι πρέπει να βρουν την τετραγωνική ρίζα του 8 για να καταλήξουν στη ζητούμενη πλευρά. Έτσι έκαναν πολλούς πολλαπλασιασμούς. Στις πρόχειρες σημειώσεις των παιδιών, υπήρχαν πολλές δοκιμές με επιτυχίες και  αποτυχίες. Η συζήτηση συνεχίστηκε σε ολόκληρη την τάξη: Τα ακόλουθα επιχειρήματα αναδεικνύουν τις αριθμητικές στρατηγικές των μαθητών. 
ΑΛΙΚΗ :         Το εμβαδόν του πρώτου τετραγώνου είναι 4 cm2 και το εμβαδόν του δεύτερου τετραγώνου είναι 8 cm2. Επομένως πρέπει να βρούμε την τετραγωνική ρίζα του 8, δηλαδή να μαντέψουμε έναν αριθμό που αν το πολλαπλασιάσουμε με τον εαυτό του να βρούμε 8.
ΜΑΡΙΑ :         Το πρώτο τετράγωνο έχει εμβαδόν 2(2=4 cm2 και θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα τετράγωνο με διπλάσιο εμβαδόν, δηλαδή 8 cm2. Πρέπει να βρούμε τις πλευρές του τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν. Υπολογίζουμε την τετραγωνική ρίζα του 8. Κάθε πλευρά του τετραγώνου έχει μήκος 2,8 cm. Αυτή είναι η ακριβής τιμή. 
ΣΤΕΡΓΙΟΣ :    Ο φίλος μας ο Γιάννης βρήκε την απάντηση. Στην αρχή δεν καταλάβαμε καλά πώς το βρήκε. Δοκιμάσαμε πολλούς αριθμούς. Ο αριθμός 2,8 είναι η σωστή λύση. Εφαρμόσαμε μια άλλη μέθοδο. Η τετραγωνική ρίζα του 8 είναι 2,8 εφόσον 2,8(2,8=7,84. Επομένως βρήκαμε την πλευρά και μπορούμε να γράψουμε ότι η τετραγωνική ρίζα του 8 είναι ίση με 2,8. Βρήκαμε το ίδιο αποτέλεσμα με την ομάδα E. 

ΑΛΕΞΑΝΔΡΑ : Βρήκαμε, όπως και οι άλλοι, την τετραγωνική ρίζα του 8. Πρώτα βρήκαμε το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά 2 cm. Πολλαπλασιάσαμε τη μια πλευρά με την άλλη και βρήκαμε 4 cm2. Λοιπόν το εμβαδόν του μεγάλου τετραγώνου είναι 8 cm2. Μετά είπαμε για να βρούμε την πλευρά του τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν, πρέπει να υπολογίσουμε … την τετραγωνική ρίζα του 8. Και το κάναμε  …

                            Είδαμε ότι όταν πολλαπλασιάζαμε 2,8(2,8 υπήρχε μεγάλη διαφορά από το 8, γι’ αυτό βρήκαμε τελικά 2,82 και αυτό το αποτέλεσμα είναι λεπτομερειακό και πιο ακριβές … 

Είναι φανερό ότι οι αριθμητικές στρατηγικές κυριαρχούν στις εργασίες των παιδιών. Οι απαντήσεις των μαθητών διαφέρουν στο πλήθος των δεκαδικών ψηφίων. Επιπλέον οι συλλογισμοί των παιδιών για την προσέγγιση και την έννοια του απείρου είναι ενδιαφέρουσα :

ΡΩΜΑΝΟΣ :      Βρήκαμε 2,8(2,8 =7,84. Αυτό το αποτέλεσμα είναι μια προσέγγιση του 
[image: image51.wmf]8

.  

ΑΛΕΞΑΝΔΡΑ :  Βρήκαμε 2,82 όπου το αποτέλεσμα είναι λεπτομερειακό και πιο ακριβές. Είναι μια καλή προσέγγιση του 
[image: image52.wmf]8

.   
ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΣ : Ορισμένοι έγραψαν  : 
[image: image53.wmf]82,828...
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 Το  2,8 και το 2,82 συνεχίζουν, αλλά ο δεκαδικός  αριθμός αλλάζει λίγο. Τις τελείες δεν τις βρίσκω σωστές.
ΔΩΡΑ :               Κατά τη γνώμη μου το σωστό είναι 
[image: image54.wmf]82,828...
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 γιατί υπάρχουν και άλλα δεκαδικά  

                            ψηφία. Πρέπει  να βρούμε όλα τα ψηφία και να σταματήσει ο δεκαδικός αριθμός. 
Οι δυσκολίες των μαθητών αυτής της ηλικίας είναι αναμενόμενες και αιτιολογημένες. Οι συλλογισμοί των μαθητών πάνω στην απειροψήφια δεκαδική αναπαράσταση και την προσέγγιση του αποτελέσματος διατυπώθηκαν κατά τη γενική συζήτηση στην τάξη. Στη συνέχεια συγκεντρώνουμε τις ιδέες που σταχυολογήσαμε :

ΔΑΣΚΑΛΟΣ :    Τι σημαίνουν οι τελείες στον αριθμό 
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ΦΙΛΟΜΕΝΑ :    Θα μπορούσαμε να πούμε ότι παριστάνουν το “περίπου”. 

ΕΛΛΗ :             Μπορούμε να κάνουμε στρογγυλοποίηση και έτσι να έχουμε μια προσέγγιση του αριθμού.

ΛΕΩΝΙΔΑΣ :      Αν δεν υπήρχαν οι τελείες το αποτέλεσμα θα ήταν ακριβές. 

ΓΙΑΝΝΗΣ :         Οι τελίτσες δηλώνουν κάτι το ασυμπλήρωτο, σημαίνουν κάτι που δεν έχει τελειώσει.  
ΦΙΛΟΜΕΝΑ :    Οι τελίτσες σημαίνουν ότι ο αριθμός δεν είναι τελειωμένος. Συνεχίζεται.

ΣΕΒΙΝΑ :            Ο αριθμός συνεχίζεται.

ΡΩΜΑΝΟΣ :      Όταν γράφουμε 2,82… ο αριθμός είναι ασυμπλήρωτος. Έχει πολλά δεκαδικά ψηφία. Ο αριθμός  είναι άπειρος. Δεν τελειώνει ποτέ. 

ΧΡΙΣΤΙΝΑ :     Χωρίς τελίτσες έχουμε έναν αριθμό τελειωμένο, αλλά με τις τελίτσες το μήκος είναι άπειρο. 
ΜΙΧΑΛΗΣ :    Δεν πρέπει να βάλουμε τις τελίτσες, γιατί το μήκος είναι καθορισμένο, συγκεκριμένο. Είναι η διαγώνιος. Τα σημεία είναι αμελητέα! 
ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΣ: Το 2,82 έχει τα βασικά ψηφία. Τα άλλα ψηφία είναι τα ίδια δηλαδή 2,828282… και δεν είναι τίποτα. Είναι σκόνη ! 

ΓΙΑΝΝΗΣ:          Οι τελίτσες παριστάνουν το άγνωστο. Είναι αυτό που συμπληρώνει τον αριθμό!  
ΧΡΗΣΤΟΣ :     Ο αριθμός συνεχίζεται. Έχει και άλλα ψηφία τα οποία είναι πολυάριθμα, ίσως είναι αμέτρητα…

ΔΩΡΑ :            Αν δεν βάζαμε τις τελείες, θα κάναμε λάθος. Το εμβαδόν του τετραγώνου δεν θα ήταν σωστό. Θα το βρίσκαμε λάθος, χωρίς να ξέραμε το γιατί.
ΔΑΣΚΑΛΟΣ :   Ορισμένοι βρήκαν 2,8, άλλοι 2,82 και άλλοι 2,82…  Κρατάμε αυτά τα αποτελέσματα και συνεχίζουμε.

Μπροστά στην αναγκαιότητα να δώσουν μια αριθμητική απάντηση στην ερώτηση που τέθηκε, οι μαθητές τολμούν και εκφράζουν ποικίλες αυθόρμητες αντιλήψεις για την ισότητα : 
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 Σε ένα ρεαλιστικό πλαίσιο οι τελίτσες θεωρούνται άχρηστες (Οι τελίτσες είναι αμελητέες! Είναι σκόνη!). Οι ιδέες που διατυπώθηκαν είναι πλούσιες και αποκαλύπτουν αποκλίνουσα επιχειρηματολογία για μη τερματιζόμενους αριθμούς (ασυμπλήρωτοι, άπειροι, αμέτρητοι, συνεχίζονται, το άγνωστο, …), υποθέτοντας ότι παραμένουν πεισματικά ανολοκλήρωτοι ότι κι αν συμβεί. Μέσα σε ένα κλίμα σύγχυσης σε ορισμένους μαθητές είναι εμφανής μια διαίσθηση της αρρητότητας του απειροψήφιου δεκαδικού αναπτύγματος, χωρίς να σημαίνει ότι οι μαθητές έχουν κατασκευάσει την έννοια του άρρητου και του πραγματικού αριθμού που εννοούν οι μαθηματικοί (π.χ. ένας απειροψήφιος δεκαδικός ρητός ή άρρητος είναι το μοναδικό κοινό στοιχείο των κλειστών διαστημάτων που ορίζουν οι δεκαδικές προσεγγίσεις του). Θα μπορούσαμε ίσως να υποθέσουμε ότι η απειροψήφια δεκαδική παράσταση 2,828… αποτελεί για τους μαθητές σημαίνον εν αναμονή σημαινομένου. 
Οι δυσκολίες της πλειονότητας των μαθητών προέρχονται από μια καταχρηστική μεταφορά των γνώσεων που διέθεταν για τους ακέραιους αριθμούς (Vamvakoussi & Vosniadou, 2004 ( Yujing & Yong-Di, 2005), αλλά και ένα είδος σύγχυσης που παραπέμπει στην κατανόηση της αδιαφάνειας των σημειωτικών αναπαραστάσεων. Μπορούμε να διπλασιάσουμε, να τριπλασιάσουμε κλπ. το μήκος ενός ευθυγράμμου τμήματος και μπορούμε να το διαιρέσουμε με 2, με 3 κτλ. Ξεκινώντας με τη μονάδα μήκους, βρίσκουμε τμήματα μήκους μ/ν, όπου οι μ, ν είναι φυσικοί αριθμοί. Αυτά τα ευθύγραμμα τμήματα αντιστοιχούν σε ρητούς θετικούς αριθμούς, τα οποία, όπως γνωρίσουμε, σχηματίζουν μια αριθμήσιμη ακολουθία. Παρά την πυκνότητα των ρητών αριθμών, δεν μπορούν να συμπληρώσουν όλα τα σημεία ενός συνεχούς διαστήματος και αυτά τα σημεία σχηματίζουν μια ακολουθία «περισσότερο άπειρη». Το σύμβολο της απειροψήφιας δεκαδικής αναπαράστασης 
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, όπως έχει επισημανθεί προκαλεί σύγχυση στους μαθητές (Πατρώνης, 1996). Αρκεί να σκεφτούμε ότι το σύμβολο 
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 συνιστά ένα «μόρφωμα» το οποίο υιοθετήθηκε μόνο πριν δύο αιώνες. Βεβαίως, αυτή η αναπαράσταση είναι σημαντική για το σχηματισμό της έννοιας του άρρητου αριθμού και απαιτείται να μελετηθεί συστηματικά το νόημα που προσδίδουν σε αυτήν οι μαθητές στις διάφορες ηλικίες. 
Εάν θέλουμε να επιτρέψουμε στους μαθητές να σχηματίσουν μια πιο σαφή ιδέα των δεκαδικών αριθμών, των χαρακτηριστικών τους και των ορίων τους καθώς επίσης και των ρητών και των άρρητων αριθμών, μπορούμε να σχεδιάσουμε κατάλληλες διδακτικές καταστάσεις που εστιάζουν στις δυσκολίες κατανόησης που αποκαλύπτονται από τις αυθόρμητες απαντήσεις των μαθητών κατά τις διάφορες φάσεις χειρισμού του προβλήματος (Sirotic & Zazkis, 2007b). Το ζήτημα της επιλογής κατάλληλων δραστηριοτήτων και μελετημένων ερωτημάτων που προάγουν την κατανόηση της αρρητότητας από τους μαθητές παραμένει ανοιχτό. 
Οι γεωμετρικές στρατηγικές του προβλήματος: ακριβή μαθηματικά.  

Παρακάτω παρουσιάζουμε μια γεωμετρική λύση την οποία βρήκαν δωδεκάχρονοι μαθητές (ομάδα Α). Τόσο το Πυθαγόρειο θεώρημα όσο και άλλες γεωμετρικές αποδείξεις δεν είχαν διδαχθεί στους μαθητές της πρώτης τάξης της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης του Ευρωπαϊκού Σχολείου. Τα παρακάτω σχήματα αποτελούν ένα μέρος της διαφάνειας που προβλήθηκε:
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Πρώτη λύση


Κατά τη φάση της μαθηματικής συζήτησης σε ολόκληρη την τάξη τα μέλη τη ομάδας Α εξηγούν:

ΦΙΛΟΜΕΝΑ:    (Έρχεται και εξηγεί τη λύση της προβαλλόμενης διαφάνειας): Αρχίσαμε με ένα πρώτο τετράγωνο. Μετά, το κόψαμε σε 4 μέρη, πρώτα σε 2 και ύστερα σε 4 και βρήκαμε 4 τρίγωνα. Θέλαμε να βρούμε μια λύση του προβλήματος. Θέλαμε να βρούμε ένα άλλο τετράγωνο που να έχει διπλάσιο εμβαδόν. Λοιπόν, τα προσθέσαμε εδώ… Κατασκευάσαμε τέσσερα ίσα τρίγωνα με κανόνα και διαβήτη. Έτσι κατασκευάσαμε 4 ίσα ισοσκελή τρίγωνα στο εξωτερικό του πρώτου τετραγώνου. Επομένως, κατασκευάσαμε ένα μεγάλο τετράγωνο που έχει 8 ίσα τρίγωνα, δηλαδή με διπλάσιο εμβαδόν. Το μικρό τετράγωνο αποτελείται από 4 τρίγωνα, αλλά το μεγάλο από 8. Επομένως, έχει διπλάσιο εμβαδόν. Η πλευρά είναι 2,8.
ΔΑΣΚΑΛΟΣ :    Καταλάβατε τη λύση; 

ΜΑΡΙΑ :             Δεν κατάλαβα όλη τη λύση. Γιατί πρέπει να κόψουμε το τετράγωνο σε τέσσερα τρίγωνα;
ΦΙΛΟΜΕΝΑ:     Κατά τη γνώμη μου έτσι πρέπει. 
ΜΑΡΙΑ :            Δεν συμφωνώ. Ξέρουμε ότι η μονάδα μέτρησης της επιφάνειας είναι το τετράγωνο και 
                            όχι το τρίγωνο.  
ΦΙΛΟΜΕΝΑ:     Κανονικά είναι το τετράγωνο. Όμως … (σιωπή)
ΜΑΡΙΑ :            Μάθαμε το τετραγωνικό μέτρο, το τετραγωνικό εκατοστό, …
ΦΙΛΟΜΕΝΑ:     Ναι … (σιωπή)
ΔΑΣΚΑΛΟΣ :   Μπορεί κάποιος άλλος μαθητής από την ομάδα να εξηγήσει; 

ΜΙΧΑΛΗΣ :     (Έρχεται και εξηγεί τη λύση της προβαλλόμενης διαφάνειας): Το τετραγωνικό μέτρο και το τετραγωνικό εκατοστό είναι οι συνηθισμένες μονάδες επιφάνειας. Γιατί να μην έχουμε το δικαίωμα να χρησιμοποιήσουμε το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο; Μπορώ να το εξηγήσω περισσότερο;
ΔΑΣΚΑΛΟΣ :    Βεβαίως. 
ΜΙΧΑΛΗΣ :      Χαράξαμε τις διαγώνιους του τετραγώνου και δημιουργήσαμε 4 ισοσκελή και ορθογώνια τρίγωνα. Όλα αυτά τα τρίγωνα είναι ίσα. Μετά κατασκευάσαμε στο εξωτερικό του αρχικού τετραγώνου άλλα 4 ίδια τρίγωνα. Αν μετρήσουμε το εμβαδό του αρχικού τετραγώνου με μονάδα μέτρησης αυτό το τρίγωνο, τότε το εμβαδόν του είναι 4 τρίγωνα. Παρατηρήσαμε ότι αν διπλασιάσουμε το πλήθος των τριγώνων, τότε το εμβαδόν θα διπλασιαστεί. Τοποθετήσαμε πάλι τα 4 τρίγωνα, σε μια άλλη θέση, στο εξωτερικό: εδώ, εδώ, εδώ και εδώ (δείχνει τη διαφάνεια). Το μεγάλο τετράγωνο αποτελείται τώρα από 8 ίσα τρίγωνα, 4 αυτά και άλλα 4 απέξω. Συμφωνείτε; 

ΜΑΘΗΤΗΣ :     Ναι τώρα κατάλαβα! 
ΜΙΧΑΛΗΣ :     Λοιπόν, έχουμε το μεγάλο τετράγωνο με διπλάσιο εμβαδόν από το αρχικό. Η διαγώνιος του μικρού τετραγώνου είναι η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου. Μπορούμε να πάρουμε πλευρά του μεγάλου τετραγώνου τη διαγώνιο του μικρού τετραγώνου. Να αυτήν εδώ. Έτσι δεν είναι; 
ΜΑΘΗΤΕΣ :      Ναι έτσι είναι!
ΔΑΣΚΑΛΟΣ :   Επομένως, τι μπορούμε να συμπεράνουμε ? 

ΜΙΧΑΛΗΣ :    Η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου είναι ίση με τη διαγώνιο του μικρού τετραγώνου. Μετά η κατασκευή είναι εύκολη. Η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου είναι περίπου 2,8 cm. 
ΛΕΩΝΙΔΑΣ :     Στη διαφάνεια πώς το κατασκευάσατε ;  

ΜΙΧΑΛΗΣ :      Πήραμε για ακτίνα το μισό της διαγωνίου του αρχικού τετραγώνου. Να η κατασκευή!
ΛΕΩΝΙΔΑΣ :    Χωρίς να μετρήσετε 2,8 cm ; Πώς γίνεται αυτό!  (Στη συνέχεια ο Μιχάλης εξηγεί στην τάξη τον τρόπο κατασκευής στη διαφάνειά της ομάδας του)
Παρότι στο τέλος η Φιλομένα και ο Μιχάλης τελειώνουν με ένα αριθμητικό επιχείρημα, πρωταρχική σημασία αποδίδεται στη Γεωμετρία. Συνέλαβαν μια κατασκευή, και την εκτέλεσαν με κανόνα και διαβήτη. Στον Μένωνα είχαμε απλή σχεδίαση στην άμμο από τον Σωκράτη, όχι ακριβή γεωμετρική κατασκευή. Επιπλέον αυτή η λύση διαφέρει από τη λύση του Σωκράτη στο πλήθος των τριγώνων στα οποία έχει τεμαχιστεί το αρχικό τετράγωνο: Στο Μένωνα το τετράγωνο διαιρείται στα 2, ενώ σε αυτούς τους μαθητές στα 4. Οι μαθητές αφού χώρισαν το τετράγωνο σε 4 ορθογώνια τρίγωνα, δημιούργησαν ένα τετράγωνο με 8 ορθογώνια τρίγωνα, ίσα με τα προηγούμενα, με δοκιμές, χαράξεις, μετατοπίσεις με γεωμετρικές κατασκευές. Το προηγούμενο σχήμα δείχνει ότι το μεγάλο τετράγωνο έχει συνολικά 8 τρίγωνα (τα 4 του αρχικού τετραγώνου και τα 4 σκιασμένα) και έχει προφανώς διπλάσιο εμβαδόν από το πρώτο τετράγωνο. Για ορισμένα παιδιά, ήταν δύσκολο να δεχτούν ως δομική μονάδα μέτρησης το τρίγωνο, λόγω του διδακτικού συμβολαίου. Είναι φανερό ότι η προηγούμενη στρατηγική είναι μια άριστη ανακάλυψη. Η περιγραφή, η αιτιολόγηση και η συνοχή της επιχειρηματολογίας ήταν έκπληξη για μας. 
Αυτή η επινόηση είχε θεμελιώδη σημασία για την κατανόηση του προβλήματος. Εντούτοις υπάρχουν αντιρρήσεις:

ΣΤΕΡΓΙΟΣ :      Και όμως όλες οι άλλες ομάδες έχουν παρουσιάσει μια άλλη μέθοδο. Γιατί πρέπει να την κάνουμε τόσο πολύπλοκη; Αυτή η λύση της ομάδας Α είναι πολύ πολύπλοκη.  

ΔΑΣΚΑΛΟΣ :   Υπάρχει μια απάντηση σε αυτή την κριτική; 

ΜΙΧΑΛΗΣ :      Όχι ! είναι μια απλή λύση. Δεν είναι απαραίτητο να μετρήσουμε. Αρκεί να φέρουμε τη διαγώνιο. Τώρα έχουμε δύο τρίγωνα. Μπορούμε να κατασκευάσουμε το παρακάτω τετράγωνο που έχει διπλάσιο εμβαδόν.  (Σχεδιάζει τα σχήματα στον πίνακα)
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Μπορούμε να γυρίσουμε και να διπλασιάσουμε αυτό το τρίγωνο. Εδώ έχουμε δύο τρίγωνα και εδώ τέσσερα τρίγωνα, δηλαδή κατασκευάσαμε ένα τετράγωνο με διπλάσιο εμβαδόν. Είναι μια άλλη σωστή εξήγηση. Συμφωνείς; (Συμπληρώνει την σχεδίαση)
ΣΤΕΡΓΙΟΣ :        Ναι κατάλαβα. Αλλά ποιο είναι το μήκος της πλευράς του νέου τετραγώνου;
ΜΙΧΑΛΗΣ :    Είναι το μήκος της διαγωνίου του μικρού τετραγώνου. Μετά, μπορούμε να το μετρήσουμε. Αλλά αυτή η λύση δεν είναι ακριβής. Η γεωμετρική κατασκευή μάς δίνει την καλύτερη  λύση. Ο αριθμός 2,8 δεν είναι η ακριβής τιμή της διαγωνίου. Είναι μια προσέγγιση.
ΣΤΕΡΓΙΟΣ :      Η καλύτερη λύση είναι η δική μας ! Αν μετρήσουμε τη διαγώνιο η λύση θα είναι επίσης     προσεγγιστική. Πρέπει να δώσουμε μια αριθμητική απάντηση στο ερώτημα «ποιο είναι το μήκος της πλευράς του τετραγώνου που έχει διπλάσιο εμβαδόν;». Κατά τη γνώμη μου η σωστή απάντηση είναι η τετραγωνική ρίζα του 8! Δηλαδή ο ακριβής αριθμός 2,8.
ΜΙΧΑΛΗΣ :     Αλλά 2,8 δεν είναι ακριβές, εφόσον ο αριθμός 2,828 – και με στρογγυλοποίηση 2,83- είναι πιο σωστός. Η λύση είναι το μήκος της διαγωνίου. Αυτό εδώ! Κάνουμε πρώτα την κατασκευή και ύστερα μετράμε το μήκος της πλευράς … 

Στην αντιπαράθεση των δύο τελευταίων μαθητών βρίσκουμε το ιστορικό πρόβλημα της διχοτόμησης ανάμεσα διακριτό και το συνεχές, ανάμεσα στην αριθμητική και στη γεωμετρική ποσότητα. Ο Στέργιος επιμένει στην αριθμητική λύση και την προσέγγιση (πιστεύει ότι η ακριβής τιμή είναι 2,8 και ότι 
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). Ο Μιχάλης από τη μια πλευρά μιλά για μέτρηση μηκών: «Κάνουμε πρώτα την κατασκευή και ύστερα μετράμε το μήκος της πλευράς» και «Η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου είναι περίπου 2,8 cm» και από την άλλη βρήκε μια πρωτότυπη γεωμετρική λύση επιμένοντας στην ιδέα: «η λύση είναι το μήκος της διαγωνίου». Στην εν λόγω απάντησή ο Μιχάλης δεν αναφέρεται σε εκατοστά. Εδώ προεξάρχει η έννοια του μεγέθους και όχι του αριθμού ως αποτέλεσμα μέτρησης. Ο αριθμός περιορίζεται σε ένα κλειστό μέγεθος, ένα απτό και καθορισμένο ευθύγραμμο τμήμα με αισθητά άκρα. Θα μπορούσαμε να πούμε ότι αυτή η απάντηση είναι μια πρωτογενής ιδέα η οποία αγγίζει διαισθητικά ένα εντελώς διαφορετικό είδος αριθμού, τον άρρητο αριθμό, προετοιμάζοντας τη μεταγενέστερη απόκτηση του. Ωστόσο η ιδέα του διακριτού είναι πολύ ισχυρή για την πλειονότητα των μαθητών. Τα εμπόδια που συνδέονται με την ασυμμετρία μεγεθών (εδώ των μηκών) και τη μη αριθμησιμότητα των άρρητων παραμένουν δύσκολα για τους μαθητές του Λυκείου, ακόμα και μελλοντικούς μαθηματικούς (Fischbein και al., 1995 ( Arcavi και al.,1987 ( Peled & Hershkovitz, 1999). Ο Μιχάλης για να πείσει ανακαλύπτει μια δεύτερη γεωμετρική λύση που αποτελεί μια απλοποίηση της λύσης που παρουσιάζει ο Σωκράτης στον Μένωνα (Kosyvas & Baralis, 2010). Έχουμε τον τεμαχισμό του αρχικού τετραγώνου σε δύο ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα, τη μετατόπιση του ενός με στροφή 1800 και τη συμπλήρωση του νέου τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν. Για τη γεωμετρική λύση θεωρούμε ότι το πρόβλημα απαιτεί αποδέσμευση από την πρώτη αντίληψη και αλλαγή οπτικής γωνίας. Απαιτεί ακόμα την αναδιοργάνωση του αρχικού σχήματος και την κατασκευή ενός νέου σχήματος (Duval, 2005). Πρόκειται για μια ευρετική προσέγγιση που αποκαλύπτει βαθειά κατανόηση του σχήματος. Τα παιδιά μπορούν να τεμαχίσουν το τετράγωνο σε ορθογώνια και στα ισοσκελή τρίγωνα, να χειρίζονται τις διευθετήσεις, να κάνουν άμεσες συγκρίσεις εμβαδών (με εγκλεισμούς, τεμαχισμούς, αποκοπές). Χωρίζουν το αρχικό τετράγωνο σε τέσσερα ή δύο τρίγωνα, φαντάζονται με γενική οπτική αντίληψη ένα τετράγωνο με διπλάσιο εμβαδόν (τέσσερα ή οκτώ τρίγωνα) αλλάζουν το συνηθισμένο προσανατολισμό του τετραγώνου και σχηματίζουν το ζητούμενο τετράγωνο. 
Κατά τη διάρκεια της συλλογικής έρευνας ένας μαθητής της ομάδας Β αντέγραψε το σχήμα από την ομάδα Α και το μετέφερε στην ομάδα του. Ένα απόσπασμα από την εργασία της ομάδας Β είναι το ακόλουθο:
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Κατά τη διάρκεια της «διαμάχης» υπήρξαν αντιρρήσεις:

ΛΕΩΝΙΔΑΣ :      (Ομάδα B): Ιδού η λύση μας. Κατασκευάσαμε αυτό το σχέδιο. 
                             (Παρουσιάζει τη διαφάνεια)

ΔΩΡΑ:                  (Ομάδα Γ): Η λύση 2,82 είναι σωστή, αλλά το σχέδιο δεν είναι καλό. Σχεδιάσατε ένα
                              αστέρι. Όχι ένα τετράγωνο !
Οι ομάδες Α και Β διαφωνούν για την πατρότητα της εν λόγω λύσης του προβλήματος. 
ΛΕΩΝΙΔΑΣ :   Εσύ ? Δεν ξέρεις ! (Δείχνει τη διαφάνεια) Κανονικά, σχεδιάσαμε ένα μεγάλο τετράγωνο, χωρισμένο σε 8 τρίγωνα, αλλά το δοσμένο τετράγωνο είναι χωρισμένο σε 4. Επομένως το εμβαδόν είναι διπλάσιο. 

ΜΙΧΑΛΗΣ:      (Ομάδα A): Η λύση δεν έχει αιτιολογηθεί καλά στη διαφάνεια. Σχεδιάσατε ένα αστέρι χωρίς να εξηγήσετε τον κατασκευή. Αρχικά δεν είχατε γράψει αυτή τη λύση στη διαφάνεια. Είδες τη δική μας λύση και επαναλαμβάνεις τα συμπεράσματα της προηγούμενης συζήτησης. Αντιγράψατε την ιδέα μας.

ΛΕΩΝΙΔΑΣ :     Όχι ! Τη βρήκαμε πριν από σας! Η ανακάλυψη είναι δική μας. Κύριε είδατε τη δική μας αρχική ιδέα. Είμαστε οι πρώτοι. Όχι εσείς! Η ανακάλυψη μάς ανήκει ! 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ :  Ίσως δεν έχει νόημα να καυγαδίζετε για την πρωτιά. Σημασία έχει ότι η λύση αυτή είναι πλέον κτήμα όλης της τάξης.  Ανήκει σε όλους μας…
Μετά τη συζήτηση η γεωμετρική λύση ήταν σαφής. Με την εποπτεία, στα μάτια των μαθητών οι αφηρημένες μαθηματικές έννοιες φαντάζουν ξεκάθαρες και συγκεκριμένες. Οι αποδείξεις φαίνονται πλέον απτές και χειροπιαστές. Αυτή η αίσθηση εξομάλυνε τις δυσκολίες, διευκόλυνε την κατανόηση των μαθηματικών ιδιοτήτων και όπλισε με μαθηματική αυτοπεποίθηση τους αδύνατους μαθητές. Αναμφίβολα η εικονιστική παράσταση της γεωμετρικής λύσης υπέβαλε στους μαθητές μαθηματικές ιδέες, και βοήθησε στην κατανόηση (Arcavi, 2003).
Ο τεμαχισμός, του αρχικού τετραγώνου σε 4 ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα, φανερώνει ότι το εμβαδόν παραμένει αμετάβλητο. Η ακριβής γεωμετρική λύση απαιτεί το διπλασιασμό και την επανένωση όλων των μερών με άλλο τρόπο, την αναδιευθέτηση ή αναδιοργάνωσή τους. Τέτοια προβλήματα μοιάζουν με πάζλ ή με το κινέζικο τάνγκραμ και δύσκολα μπορούμε να φανταστούμε τη λύση, η οποία μάλλον προκύπτει με μια ξαφνική διαίσθηση. Προβλήματα αυτού του τύπου παραπέμπουν στην ανακάλυψη, που έχει μελετηθεί από τη «μορφολογική ψυχολογία» και προέρχεται από μια στιγμιαία σύλληψη των σχέσεων που συνδέουν τα διάφορα συνθετικά μέρη.

Πράγματι, προβλήματα τεμαχισμού εμβαδών και ανασύστασης μιας ζητούμενης μορφής είναι συνηθισμένα στην καθημερινή ζωή. Ο εργάτης που δεν διαθέτει το απαραίτητο εργαλείο για να κατασκευάσει ένα έργο ή ακόμη ο μαθητής που πρέπει να γράψει μια έκθεση ξεκινώντας από ένα σύνολο ιδεών, που είναι λιγότερο ή περισσότερο οργανωμένες, είναι αντιμέτωποι απέναντι σε αυτόν τον τύπο προβλήματος. Έτσι, έχουμε ποικίλες καταστάσεις που μας ζητούν να βρούμε έναν τρόπο χρήσης ενός συνόλου στοιχείων, να τα χειριστούμε και να τα οργανώσουμε με νέο τρόπο. Πρόκειται για συστατικά όπως η πρωτοτυπία, η ευχέρεια και η ευελιξία που χαρακτηρίζουν τη μαθηματική δημιουργικότητα (Leikin, 2009).
Ο χειρισμός της τάξης
Ακολουθώντας τη σειρά των φάσεων χειρισμού, θα παρουσιάσουμε ορισμένες σκέψεις ου συνδέονται με την πρακτική μας. 
Ο χρόνος της ατομικής έρευνας ήταν αναγκαίος για την ανάγνωση και την κατανόηση του προβλήματος. Κατά τη διάρκεια αυτής της φάσης, οι μαθητές χρησιμοποιώντας τις ενδείξεις που εντόπισαν στην εκφώνηση, σχημάτισαν στο μυαλό τους μια πρώτη παράσταση του προβλήματος. Πραγματοποίησαν δοκιμές, διατύπωσαν υποθέσεις και πιθανές εκδοχές και βρήκαν ορισμένα αποτελέσματα. Όλα αυτά συνιστούσαν το απαραίτητο γόνιμο πρόπλασμα για να προοδεύσουν στη συλλογική έρευνα.  

Η φάση της έρευνας στις ομάδες χαρακτηρίζεται από κοινές αναζητήσεις, γόνιμο διάλογο, συλλογική λήψη αποφάσεων και σύνθεση της λύσης του προβλήματος. Οι παρατηρήσεις μας δείχνουν ότι οι μαθητές ανταλλάσσουν αρχικά ιδέες με πρόθεση να κατανοήσουν καλύτερα τους στόχους τους και να βρουν σημεία επαφής, ενώ αργότερα, συνειδητοποιούν την αναγκαιότητα της συνοχής, ορίζουν ένα άτυπο πλαίσιο κανόνων που προσδιορίζει τις σχέσεις τους, τη λήψη αποφάσεων, την κατανομή των ρόλων και της συμβολής καθενός (ΧΧΧ, 2008). Στον τάξη όπου δοκιμάσαμε τον πειραματισμό μας, διαπιστώσαμε ότι οι μαθητές αναπτύσσουν στο εσωτερικό των ομάδων ικανότητες συνεργασίας, χωρίς όμως να απουσιάζουν οι διενέξεις. 
Οι παρατηρήσεις μας δείχνουν ότι στις ομάδες αναδύθηκαν διάφορες υποθέσεις, ποικίλες στρατηγικές και πλούσια επιχειρήματα που, ίσως, δεν θα εμφανίζονταν εάν κάθε μαθητής εργαζόταν κλεισμένος στον εαυτό του. Η κοινή συνάντηση των ατόμων «έδεσε» τα μέλη μεταξύ τους και τα υποχρέωσε να συμβάλουν στην ομάδα, ενίσχυσε το επίπεδο και το ρυθμό της εργασίας, εξουδετέρωσε τις ασήμαντες ιδέες και υποθέσεις και έτσι το ενδιαφέρον όλων συγκεντρώθηκε στη λύση του προβλήματος και τη σύνταξη της συλλογικής διαφάνειας. 
Η μαθηματική επικοινωνία στις ομάδες πρόσφερε στους μαθητές την ευκαιρία, ανάλογα με το εννοιολογικό τους επίπεδο, να πάρουν πρωτοβουλίες, να διατυπώσουν υποθέσεις και να επιχειρηματολογήσουν πάνω στη λύση του προβλήματος (Brousseau, 1986). Οι παρατηρήσεις μας δείχνουν ότι κατά τη διάρκεια αυτής της φάσης, οι μαθητές, συνεργαζόμενοι επινόησαν μια στρατηγική λύσης του προβλήματος, την οποία εφάρμοσαν και κατέληξαν σε ένα αποτέλεσμα. Τη διαδικασία αυτή κατέγραψαν στη συλλογική διαφάνεια της ομάδας. 

Η δημόσια μαθηματική συζήτηση με ολόκληρη την τάξη αποτέλεσε το ευνοϊκό έδαφος που παρώθησε τους μαθητές να δραστηριοποιηθούν και να αρθρώσουν διάφορους τύπους επιχειρημάτων. Αυτό υπαγορεύθηκε επίσης από την προσωπική ανάγκη για την αναγνώριση της ομάδας αλλά και των ατόμων στην ευρύτερη κοινότητα της τάξης. Οι παρατηρήσεις μας δείχνουν ότι οι διάφορες ομάδες παρουσίασαν διαφορετικές προτάσεις λύσης, προσέγγισαν το πρόβλημα κάτω από διαφορετικές οπτικές γωνίες, ενώ αυτό δεν θα συνέβαινε αν το πρόβλημα ήταν κλειστό. Κατά τη διάρκεια της ανοικτής συζήτησης, οι μαθητές επεξεργάστηκαν πολλές ιδέες, υποχρεώθηκαν να προβάλουν νέα επιχειρήματα πέρα από εκείνα είχαν γράψει στις διαφάνειές τους, να υπερασπίσουν τις λύσεις τους, να ελέγξουν τις λύσεις των άλλων ομάδων και να τις συγκρίνουν με τις δικές τους.  

Ο διάλογος και οι μαθηματικές αλληλεπιδράσεις αποτέλεσαν μια δημιουργική φάση δυναμικής συσχέτισης της εργασίας των ομάδων. Ο μαθηματική συζήτηση ήταν πλούσια και ζωντανή. Η δραστηριότητα κέντρισε το ενδιαφέρον των μαθητών καθιερώνοντας ένα μαθησιογόνο κλίμα εναλλαγών με ενθουσιασμό και απογοήτευση, εξωτερίκευση προβληματισμών και σιωπές, συμμετοχή στη συζήτηση και ακρόαση, απόκλιση και συναποδοχή επιχειρημάτων. Αυτό το κλίμα είχε θετική επίδραση στην ανάπτυξη του μαθηματικού συλλογισμού όλων των μαθητών και στην τροποποίηση των λανθασμένων αντιλήψεων των παιδιών.
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ: ΑΚΡΙΒΗ Ή ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ;

Σε αυτήν την εργασία, με όχημα το πρόβλημα του διπλασιασμού του τετραγώνου διερευνήσαμε τις αυθόρμητες αντιλήψεις δωδεκάχρονων μαθητών που προετοιμάζουν την αρρητότητα. Σχεδιάσαμε και υλοποιήσαμε ένα διδακτικό πείραμα στην τάξη. Συνοψίζοντας και επεκτείνοντας όσα έχουν αναφερθεί θα θέλαμε να σημειώσουμε τα ακόλουθα συμπεράσματα:  
Η παρουσία του φαινομένου που αποκαλείται «ψευδαίσθηση αναλογικότητας» φαίνεται ότι είναι διαχρονική και διαπολιτισμική. Η αναλογία λειτουργεί για τα μήκη, αλλά δεν είναι εφαρμόσιμη στα εμβαδά. Όχι μόνο ο νεαρός δούλος του Μένωνα, αλλά και οι σύγχρονοι μαθητές χρησιμοποιώντας έναν απρόσφορο συλλογισμό, γενικεύουν το διπλασιασμό των μηκών και για τις επιφάνειες δείχνοντας πεπεισμένοι ότι η εν λόγω αύξηση είναι αναλογική. Έχουμε ένα φαινόμενο υπεργενίκευσης της αναλογίας σε μη αναλογικά μοντέλα (Modestou & Gagatsis, 2007).
Η αριθμητική στρατηγική παραπέμπει στο χειρισμό των αριθμητικών δεδομένων του προβλήματος για την αριθμητικοποίηση του μήκους της πλευράς του τετραγώνου με διπλάσιο εμβαδόν. Ορισμένοι εκφράζουν αυθόρμητες αντιλήψεις που αγγίζουν την απειροψήφια δεκαδική παράσταση των άρρητων αριθμών. Για την πλειονότητα των μαθητών η έννοια του διακριτού μεγέθους είναι πολύ ισχυρή και παραπέμπει στις πρότερες εμπειρίες τους για τους φυσικούς αριθμούς. Τα παιδιά στρέφουν την προσοχή τους στην αριθμητική και προσπαθούν να βρουν το μήκος της πλευράς και ύστερα, να χρησιμοποιήσουν την πλευρά για να πραγματοποιήσουν την κατασκευή του τετραγώνου με το διπλάσιο εμβαδόν. Έτσι αποδυναμώνεται και φτωχαίνει το νόημα των αριθμών. Βεβαίως, η αριθμητική σε σύγκριση με τη γεωμετρική κουλτούρα είναι περισσότερο διαδεδομένη στο σύγχρονο κόσμο και κυριαρχεί στις παραστάσεις που οικοδομούν οι μαθητές μέσα από τα σχολικά μαθηματικά βιώματα. Στα μαθηματικά που διδάσκονται, προεξάρχει η αριθμητική και η αλγεβρική σκέψη. Για παράδειγμα, αυτό το φαινόμενο είναι ιδιαίτερα έκδηλο στη διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήματος (Β΄ Γυμνασίου), όπου από θεώρημα της Γεωμετρίας και των γεωμετρικών μεγεθών (ορθή γωνία, μήκη, εμβαδά) μετατρέπεται σε θεώρημα της Άλγεβρας (αλγεβρική ισότητα στην οποία τα γράμματα αντικαθίσταται από ακέραιους αριθμούς). Έχουμε την πεποίθηση ότι η πρόωρη και υπερβολική αριθμητικοποίηση τραυματίζει τη γεωμετρική διαίσθηση. Γενικά, η πλούσια εμπειρία των μαθητών με γεωμετρικές μορφές πριν ακόμη εισαχθούν στην αριθμητικοποίηση και την αναλυτική απόδειξη είναι όχι απλώς χρήσιμη αλλά και αναγκαία (Πατρώνης, 1996). 
Η γεωμετρική στρατηγική συνίσταται στο χωρισμό του αρχικού τετραγώνου σε ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα και την ανασύσταση ενός άλλου τετραγώνου, όπως σε ένα παζλ. Με κατάλληλους χειρισμούς και διευθετήσεις οι σύγχρονοι μαθητές (όπως και ο νεαρός δούλος στον Μένωνα) κατανοούν ότι το τετράγωνο που βρίσκουν είναι διπλάσιο σε μέγεθος από το εμβαδόν του αρχικού τετραγώνου. Βρίσκουν τη λύση χωρίς να βρουν μια αριθμητική προσέγγιση του  μήκους της πλευράς. Εδώ, η λύση απαιτεί τον έξοδο των μαθητών από τη στενότητα και μονομέρεια του πλαισίου της αριθμητικής. Εφόσον τα παιδιά αποδεσμευτούν ριζικά από την πρώτη αντίληψη και επιδείξουν φαντασία και ευελιξία εφευρίσκοντας άμεσες συγκρίσεις εμβαδών, τότε η διαίσθηση και η δημιουργική σκέψη οδηγούν σε πλούτο στρατηγικών. Επί πλέον, δεν περιορίζονται μόνο σε ένα τρόπο σκέψης, αλλά προσπαθούν να προσεγγίσουν τις όψεις της κατάστασης από ποικίλες οπτικές γωνίες, αποκαλύπτοντας τις προαναφερόμενες πρωτογενείς αντιλήψεις που φτάνουν μέχρι την ασυμμετρία. Έτσι η αναγωγή του προβλήματος σε πρόβλημα τεμαχισμού και αναδιοργάνωσης των μερών θέτει το πρόβλημα της αρρητότητας με διαφορετικούς όρους: μέσα σε πολύ απλές καταστάσεις μετασχηματισμού σχημάτων, είναι αδύνατο να αριθμητικοποήσουμε γεωμετρικά μεγέθη όπως το μήκος αν περιοριστούμε στους ρητούς αριθμούς. Αντιθέτως είναι δυνατόν να κατασκευάσουμε σχήματα και να προβούμε σε μια αριθμητικοποίηση μεγεθών (εμβαδών) πάνω στα σχήματα αυτής της κατασκευής, για να βεβαιώσουμε ότι το τετράγωνο που βρίσκουμε είναι τελικά διπλάσιο σε εμβαδόν από το αρχικό τετράγωνο, αποδίδοντας προβάδισμα στη γεωμετρική ακρίβεια. 
Μαθηματικά γεωμετρικής ακρίβειας ή αριθμητικής προσέγγισης; Ή διαφορετικά: εφαρμοσμένα ή καθαρά μαθηματικά; Το κλάσμα 3/7 και η 
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 είναι σύμβολα από τα ακριβή Μαθηματικά, ενώ το 0,43 και το 2,83 από τα προσεγγιστικά Μαθηματικά. Και το 3/7 και η τετραγωνική ρίζα του 8 κατασκευάζονται επακριβώς με κανόνα και διαβήτη. Ασύμμετρα μεγέθη που δεν μπορούν να ειπωθούν με ακρίβεια, κατασκευάζονται γεωμετρικά και η αριθμητικοποίηση των μηκών (και γενικά των μεγεθών) αντικαθίσταται από μια ακριβή γεωμετρική κατασκευή. Τέτοια ευθύγραμμα τμήματα των οποίων το μήκος είναι άρρητο μπορούν να παρασταθούν πάνω στην ευθεία των πραγματικών αριθμών με σημεία. Υπάρχουν βεβαίως ευθύγραμμα τμήματα των οποίων το μήκος είναι άρρητο, τα οποία μπορούν να παρασταθούν στην ευθεία των πραγματικών αριθμών από σημεία (όπως ο αριθμός 
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). Υπάρχουν ακόμα άλλοι άρρητοι αριθμοί οι οποίοι δεν κατασκευάζονται με κανόνα και διαβήτη (όπως ο αλγεβρικός άρρητος αριθμός 
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 που εμφανίζεται στο διπλασιασμό του κύβου και ο υπερβατικός άρρητος αριθμός π), οι οποίοι επίσης παριστάνονται πάνω στην πραγματική ευθεία από ένα μοναδικό σημείο. Βεβαίως, αξιωματικά και χωρίς καμία διαίσθηση από την πλευρά των μαθητών! 
Το γεωμετρικό σχήμα ως υποστηρικτικό διδακτικό πλαίσιο βοηθά στη σύνθεση ιδεών αναπτύσσοντας τη μαθηματική δημιουργικότητα των μαθητών. Έχει πιθανότητες να κινήσει το ενδιαφέρον τους για ακριβείς θεωρητικές προσεγγίσεις που υπερβαίνουν και διαφυλάσσουν το επίπεδο των προσεγγιστικών μαθηματικών. Κατάλληλες γεωμετρικές κατασκευές μπορούν να υποστηρίξουν στη διδασκαλία την κατανόηση των ρητών και των κατασκευάσιμων άρρητων αριθμών. Πώς όμως με ενδιάμεσες δραστηριότητες μπορούν να γεφυρωθούν οι μετρήσεις γεωμετρικών μεγεθών με την αριθμητική των ακεραίων αριθμών; Πώς ακόμα θα μπορούσε η συνειδητοποίηση των περιορισμών στις μετρήσεις να ευνοήσει τη διαίσθηση της πυκνότητας, της ασυμμετρίας και ίσως της συνέχειας; Τα ερωτήματα παραμένουν ανοιχτά. Σε κάθε περίπτωση ο χειρισμός των αρρήτων κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας στο Γυμνάσιο και το Λύκειο απαιτεί πολύ λεπτή προσοχή.
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ABSTRACT
In this paper, findings of a teaching experiment which was carried out on 12-year-old students are presented and discussed. Particularly, strategies and arguments concerning the solution of the “doubling the square problem”, made by students are analysed, a problem which was presented for the first time in the platonic dialogue “Meno”. This research focuses on the cooperative solution of the problem and the qualitative data used. Among the results the following are included: a) the classic error “if we double the side of the square, the area is also doubled” (illusion of linearity), b) the numerical strategy (intuition of the infinite decimal representation of 
[image: image66.wmf]8

 and approximate estimation of the length of the side of the square followed by its  construction) and c) the geometric strategy (cutting the initial square and reconstructing it, mental representation of a new square that has double its initial area and geometric construction of the shape). Geometry (in comparison with arithmetic) reveals spontaneous perceptions made by the students, that lead to irrationality. In today's world, geometric culture is on the decline, while excessive standardisation and arithmetisation could hurt the intuition. However, the geometric figure, as in ancient Greece, is a dynamic context, where the exactness of the length could support the comprehension of irrationality.
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Όμως συμβαίνει αυτό για κάθε ζεύγος τμημάτων; Η απάντηση, όπως προαναφέρθηκε, είναι όχι. Για τη διαγώνιο και την πλευρά ενός τετραγώνου δεν υπάρχει κοινό μέτρο, δεν μπορούμε δηλαδή να βρούμε ένα τμήμα ΟΙ (μονάδα μέτρησης) με το οποίο να εκφράσουμε ακριβώς τη σχέση δ/α. Γιατί όμως η πλευρά και η διαγώνιος του τετραγώνου είναι ασύμμετρες;
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Το εμβαδόν του δεύτερου 


τετραγώνου είναι το 


τετραπλάσιο του πρώτου.








Σχεδιάσαμε ένα τετράγωνο με πλευρά 2 cm και το χωρίσαμε σε τέσσερα ίσα  ισοσκελή τρίγωνα. Μετά προσθέσαμε στις τέσσερις πλευρές, 4 ίσα ορθογώνια ισοσκελή τρίγωνα. Η κατασκευή έγινε με κανόνα και διαβήτη. Η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου είναι η διαγώνιος του μικρού. 





Εφόσον το εμβαδόν του πρώτου τετραγώνου είναι 4 cm2, το εμβαδόν του δεύτερου τετραγώνου είναι 4∙2=8 cm2. Η πλευρά του δευτέρου τετραγώνου θα είναι η τετραγωνική ρίζα του 8, γιατί x∙x=8 και x=2,82 cm. x∙x=8 και 2,82∙2,82≈8 cm2.
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