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Κεφάλαιο 8

Βάσεις Groebner ενός
ιδεώδους. Επανάληψη

8.1 Ξανά το σύστημα

Ας επανέλθουμε τώρα στον αρχικό μας στόχο: Να λύσουμε το σύστημα 2.1

Βασικός σκοπός μας είναι να μετασχηματίσουμε το αρχικό σύστημα (Σ) και να

οδηγηθούμε σε ένα άλλο σύστημα (Σ?), το οποίο να είναι πιο εύκολο να λυθεί.
Το εύκολο αρχικό συστημα ήταν:

(Σ1)


f1(x) = 0
f2(x) = 0
· · · · · ·
fµ(x) = 0


όπου τα πολυώνυμα f1(x), f2(x), · · · , fµ(x) είναι πολυώνυμα μιας μεταβλητής με
συντελεστές από το σώμα F1

1. ΄Εχοντας τα προηγούμενα πολυώνυμα f1(x), f2(x), · · · , fµ(x), για κάθε επιλο-
γή πολυωνύμων h1(x), h2(x), · · · , hµ(x) ∈ F[x] κατασκευάζουμε το πολυώνυ-
μο:

h1(x) · f1(x) + h2(x) · f2(x) + · · ·+ hµ(x) · fµ(x)

2. Κάθε πολυώνυμο, όπως το προηγούμενο λέγεται

πολυωνυμικός συνδυασμός των f1(x), f2(x), · · · , fµ(x).

3. Θυμηθείτε εδώ ότι αν έχουμε ένα διανυσματικό χώρο V με συντελεστές από
το σώμα F και v1, v2, · · · , vκ ένα σύνολο διανυσμάτων, κάθε διάνυσμα της

1
΄Οπως ήδη έχουμε αναφέρει, συνήθως ως σώμα συντελεστών θα θεωρούμε το σώμα R των

πραγματικών αριθμών ή το σώμα C των μιγαδικών αριθμών
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μορφής λ · v1 +λ2 · v2 + · · ·+λκ · vκ το λέμε γραμμικό συνδυασμό των
διανυσμάτων v1, v2, · · · , vκ και επίσης το σύνολο των γραμμικών συνδυα-
σμών σχηματίζει ένα υπόχωρο του διανυσματικού χώρου, ο οποίος λέγεται

υπόχωρος παραγόμενος από τα παραπάνω διανύσματα

4. Ονομάζουμε Λ(Σ1) το σύνολο λύσεων του συστήματος (Σ1), δηλαδή το σύ-
νολο

Λ(Σ1) = {ξ ∈ F : f1(ξ) = 0, f2(ξ) = 0, · · · , fµ(ξ) = 0}

5. Το Λ(Σ1) προφανώς είναι ένα πεπερασμένο σύνολο, διότι ένα πολυώνυμο μιας
μεταβλητής έχει πεπερασμένο σύνολο λύσεων. Επίσης είναι δυνατόν τοΛ(Σ1)
να είναι το κενό σύνολο, Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σύστημα είναι

αδύνατο

6. Σημαντική παρατήρηση Ι: Αν ξ ∈ Λ(Σ1), τότε

h1(ξ) · f1(ξ) + h2(ξ) · f2(ξ) + · · ·+ hµ(ξ) · fµ(ξ) = 0

δηλαδή κάθε στοιχείο του Λ(Σ1) μηδενίζει κάθε πολυωνυμικό συνδυασμό των
πολυωνύμων του συστήματος.

7. Σημαντική παρατήρηση ΙΙ: Αν ένα από τα πολυώνυμα του συστήματος

είναι πολυωνυμικός συνδυασμός των υπολοίπων, για παράδειγμα αν

f1(x) = φ2(x) · f2(x) + φ3(x) · f3(x) + · · · + φµ(x) · fµ(x), τότε το σύνολο
λύσεων Λ(Σ1) του αρχικού συστήματος είναι ίσο με το σύνολο λύσεων Λ(Σ?)
του συστήματος

(Σ?)

 f2(x) = 0
· · · · · ·
fµ(x) = 0


το οποίο προκύπτει δια διαγραφής του πολυωνύμου f1(x)
Απόδειξη: ΄Εστω ξ ∈ Λ(Σ). Τότε f1(ξ) = 0, f2(ξ) = 0, · · · , fµ(ξ) = 0,
οπότε και f2(ξ) = 0, · · · , fµ(ξ) = 0, άρα ξ ∈ Λ(Σ?) και έτσι Λ(Σ) v Λ(Σ?)
Αντίστροφα έστω ρ ∈ Λ(Σ?). ΄Εχουμε ότι f2(ρ) = 0, · · · , fµ(ρ) = 0 και
f1(ρ) = φ2(ρ) · f2(ρ) + φ3(ρ) · f3(ρ) + · · · + φµ(ρ) · fµ(ρ) = 0 και έτσι
Λ(Σ?) v Λ(Σ). Τελικά

Λ(Σ?) = Λ(Σ)

8.

Πρόταση 8.1.1. ΄Εστω (Σ1)


f1(x) = 0
f2(x) = 0
· · · · · ·
fµ(x) = 0
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ένα σύστημα πολυωνυμικών εξισώσεων μιας μεταβλητής, όπως παραπάνω και

g(x) = h1(x) · f1(x) + h2(x) · f2(x) + · · ·+ hµ(x) · fµ(x) ένας πολυωνυμικός
συνδυασμός των πολυωνύμων του συστήματος. Τότε το σύνολο λύσεων Λ(Σ)
του συστήματος είναι υποσύνολο του συνόλου λύσεων Λ(g) του g(x)

Απόδειξη: ΄Αμεση από το σημείο 6 (Σημαντική παρατήρηση Ι)

9. Το παραπάνω μας λέει ότι αν έχουμε ένα σύστημα μ-πολυωνυμικών εξισώσε-

ων μιας μεταβλητής και ψάχνουμε για το σύνολο λύσεων αυτού, μπορούμε

να ψάχνουμε για το σύνολο λύσεων ενός πολυωνύμου, ενός πολυωνυμικού

συνδυασμού.

10. Σημαντικό ερώτημα Ι Αφού για το σύνολο λύσεων Λ(Σ1) ενός συστή-
ματος μ πολυωνυμικών εξισώσεων αρκεί να ψάχνουμε σε ένα πολυωνυμικό

συνδυασμό, ποιός είναι ο πιο κατάλληλος πολυωνυμικός συνδυασμός;

Υπόδειξη για σκέψη: Σκεφθείτε τον Μέγιστο Κοινό Διαιρέτη

11. Δίνουμε και τον παρακάτω ορισμό:

Ορισμός 8.1.2. ΄Εστω f1(x), f2(x), · · · , fµ(x) πολυώνυμα του δακτυλίου
F[x], δηλαδή πολυώνυμα μιας μεταβλητής με συντελεστές από το σώμα F. Το
σύνολο των πολυωνυμικών συνδυασμών των f1(x), f2(x), · · · , fµ(x), δηλαδή
πολυωνύμων της μορφής h1(x) · f1(x) + h2(x) · f2(x) + · · ·+ hµ(x) · fµ(x) με
hi(x) ∈ F[x], λέγεται ιδεώδες παραγόμενο από τα πολυώνυμα

f1(x), f2(x), · · · , fµ(x)

12. Σημαντικό ερώτημα ΙΙ Ποιός είναι ο καλύτερος τρόπος να περιγράψει

κανείς ένα ιδεώδες;

8.2 Ευρύτερη μελέτη

1. Μελετήστε τα σχετικά με τα ιδεώδη στη σελίδα εδώ

2. Μελετήστε επίσης τα αναγραφόμενα στη σελίδα εδώ

1. Θεωρούμε το ιδεώδες

I =< f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , fµ(x1, x2, · · · , xν) > .
Το Ι είναι το ιδεώδες που παράγεται από τα πολυώνυμα του συστήματος

στον δακτύλιο των πολυωνύμων F[x1, x2, · · · , xν ].
Το Ι αποτελείται από όλους τους πολυωνυμικούς συνδυασμούς των πολυωνύμων

f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , fµ(x1, x2, · · · , xν)

2. Παρατηρούμε ότι το ιδεώδες Ι, περιέχει όλες τις πληροφορίες για το σύνολο

λύσεων του συστήματος.

http://en.wikipedia.org/wiki/Ideal_%28ring_theory%29 
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial#History 
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Πράγματι αν Λ το σύνολο λύσεων του αρχικού συστήματος (Σ)

2.1 και Λ(Ι), το σύνολο λύσεων του συστήματος, που λαμβά-

νεται, αν πάρουμε τα (άπειρα) πολυώνυμα του Ι, τότε Λ=Λ(Ι).

Απόδειξη ΄Εστω (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ∈ Λ, τότε f1(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0,
f2(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0, · · · , fµ(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0.
΄Ενα τυχαίο στοιχείο του Ι είναι της μορφής:

g(x1, x2, · · · , xν) = h1(x1, x2, · · · , xν)·f1(x1, x2, · · · , xν)+h2(x1, x2, · · · , xν)·
f2(x1, x2, · · · , xν) + · · ·hµ(x1, x2, · · · , xν) · fµ(x1, x2, · · · , xν) για κάποια αυ-
θαίρετα πολυώνυμα

h1(x1, x2, · · · , xν), h2(x1, x2, · · · , xν), · · · , hµ(x1, x2, · · · , xν) ∈ F[x1, x2, · · · , xν ]

Παρατηρούμε ότι g(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0, άρα το (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ανήκει στο Λ(Ι),
αφού μηδενίζει κάθε πολυώνυμο του Ι και άρα Λ ⊆ Λ(I).
Αντίστροφα έστω ότι (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ανήκει στο Λ(Ι), άρα θα μηδενίζει κάθε
πολυωνυμικό συνδυασμό g(x1, x2, · · · , xν) = h1(x1, x2, · · · , xν)·f1(x1, x2, · · · , xν)+
h2(x1, x2, · · · , xν)·f2(x1, x2, · · · , xν)+· · ·hµ(x1, x2, · · · , xν)·fµ(x1, x2, · · · , xν)
Τώρα αν διαλέξουμε h1(x1, x2, · · · , xν) = 1 και hi(x1, x2, · · · , xν) = 0, i =
2, 3, · · ·µ, έχουμε ότι το πολυώνυμο f1(x1, x2, · · · , xν) είναι πολυωνυμικός
συνδυασμός και ομοίως και τα άλλα πολυώνυμα, άρα και τα πολυώνυμα του

συστήματος είναι πολυωνυμικοί συνδυασμοί, άρα στοιχεία του ιδεώδους Ι, άρα

(ξ1, ξ2, · · · , ξν) ανήκει στο Ι και τελικά Ι=Λ(Ι).

3. Δείτε εδώ το βίντεο. Το βίντεο αυτό συζητάει τις ιδέες που θα δείτε παρακάτω.

4. Στην πραγματικότητα δεν μας ενδιαφέρουν τα πολυώνυμα του συστήματος,

αλλά το σύνολο λύσεων του συστήματος αυτού. Η βασική ιδέα, λοιπόν εί-

ναι να χρησιμοποιήσουμε το ιδεώδες, που παράγεται από τα πολυώνυμα του

συστήματος, αφού ισχύει ότι Λ=Λ(Ι). ΄Ομως εδώ θα παρατηρούσε κανείς

ότι είναι σαν να αντικαθιστούμε το σύστημα μ-πολυωνυμικών εξισώσεων με

ένα σύστημα απείρων πολυωνυμικών εξισώσεων, διότι το ιδεώδες έχει άπειρα

πολυώνυμα. Αυτό είναι ένα πρόβλημα. Το μόνο που κερδίζουμε από τη μετά-

βαση αυτή είναι ότι το ιδεώδες είναι ένα οργανωμένο σύνολο, έχει δηλαδή όπως

λέμε στην άλγεβρα μία δομή. Ας θυμηθούμε εδώ τον ορισμό του ιδεώδους

Ορισμός 8.2.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Το υποσύνολο Ι του R,
λέγεται ιδεώδες του R και συμβολίζουμε I C R εάν

i. Το μηδενικό στοιχείο του δακτυλίου R ανήκει στο Ι, δηλαδή 0 ∈ I
ii. Αν α, β ∈ I, τότε α− β ∈ I
iii. Αν α ∈ I, x ∈ R τότε2 x · α ∈ I και α · x ∈ I

2
Αν ο δακτύλιος είναι μεταθετικός, όπως ο δακτύλιος των πολυωνύμων, τότε στην τελευταία

απαίτηση στον ορισμό του ιδεώδους,μπορούμε να έχουμε μόνο α · x ∈ I

http://www.youtube.com/watch?v=Mcww_K0I0_A&feature=PlayList&p=F33C638933237478&index=4


8.2. ΕΥΡ�ΥΤΕΡΗ ΜΕΛ�ΕΤΗ 61

5. Βήματα στο βυθό του ιδεώδους : Αυτό που θα κάνουμε στα επόμενα

είναι να επιλέξουμε ένα σύνολο πολυωνύμων

G = {g1(x1, x2, · · · , xν), g2(x1, x2, · · · , xν), · · · , gκ(x1, x2, · · · , xν)} ⊆ I

με τις παρακάτω απαιτήσεις:

(αʹ) Τα πολυώνυμα αυτά να ανήκουν στο ιδεώδες Ι το παραγόμενο από τα

πολυώνυμα f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , fµ(x1, x2, · · · , xν)

(βʹ) Το νέο σύστημα

(Σ?)


g1(x1, x2, ..., xν) = 0
g2(x1, x2, ..., xν) = 0

...

gκ(x1, x2, ..., xν) = 0


έχει ως σύνολο λύσεων το Λ(Ι)=Λ, άρα αν λύσουμε το σύστημα (Σ?)
λύσαμε και το αρχικό

(γʹ) Το σύστημα (Σ?) είναι πιο εύκολο να λυθεί και οι ιδιότητες του συνόλου
λύσεων Λ είναι πιο διάφανείς.

6. Το σύνολοG = {g1(x1, x2, · · · , xν), g2(x1, x2, · · · , xν), · · · , gκ(x1, x2, · · · , xν)}
με τις ιδιότητες που περιγράψαμε θα το λέμε Βάση Groebner του ιδεώ-
δους Ι

7. Αν Ι ένα ιδεώδες του δακτυλίου των πολυωνύμων F[x], διαφορετικό του μηδε-
νικού ιδεώδους {0}, τότε το Ι έχει πολλές βάσεις Groebner.3 Μία όμως βάση
Groebner, όπως θα δούμε έχει τις πιο κατάλληλες ιδιότητες και επίσης είναι
μοναδική. Την μοναδική αυτή βάση Groebner θα τη λέμε ανηγμένη βάση
Groebner

8. Δείτε γενικές πληροφορίες για τις βάσεις Groebner εδώ

9. Δείτε εδώ επίσης μία σύντομη εισαγωγή από τον καθηγητή B. Buchberger ,
που ανακάλυψε το 1965 τις βάσεις Groebner

10. Στα επόμενα μαθήματα θα κάνουμε πλήρεις αποδείξεις και για την ύπαρξη

βάσεων Groebner και για τη σχέση μεταξύ τους και για την μοναδικότητα
της ανηγμένης βάσης Groebner.

3
Συνδυάστε το αντίστοιχο γνωστό αποτέλεσμα από τη Γραμμική άλγεβρα : Αν V είναι ένας

διανυσματικός χώρος και Ι ένας μη-μηδενικός υπόχωρος τότε ο Ι έχει πολλές βάσεις

http://en.wikipedia.org/wiki/Groebner_basis
http://www.risc.uni-linz.ac.at/people/buchberg/papers/2001-02-19-A.pdf
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8.3 Ασκήσεις

Τα α,β,γ είναι τα τρία τελευταία ψηφία του Αριθμού Μητρώου σας, αρχίζοντας από

το τέλος.

1. Να αποδείξετε λεπτομερώς χωρίς χρήση κάποιου υπολογιστικού πακέτου ότι

μία βάση Groebner του ιδεώδους

I =< f(x, y) = x2 +(α+1)xy+x, g(x, y) = (β+1)x2−x, h(x, y) = y−x >
του δακτυλίου R[x, y] είναι ένα πεπερασμένο σύνολο πολυωνύμων

2. Να βρείτε μία βάση Groebner G του παραπάνω ιδεώδους Ι. Εδώ μπορείτε να
κάνετε χρήση κάποιου υπολογιστικού πακέτου, αρκεί να γράψετε ποιο είναι

αυτό, ποιες εντολές δώσατε και τι σας επέστρεψε το πακέτο

3. Εξετάστε εάν ισχύει η πρόταση : Το πολυώνυμο ω(x, y) ∈ R[x, y] ανήκει στο
ιδεώδες Ι, εάν και μόνο εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης του ω(x, y) με την βάση
Groebner G είναι μηδέν. Οι αποδείξεις σας να είναι λεπτομερείς

Τέλος του τετάρτου μαθήματος
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