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Κεφάλαιο 3

Πολυώνυμα τρίτου βαθμού

3.1 Μάθημα 2, συνέχεια

3.1.1 ΄Ερευνα στο διαδίκτυο

Πριν αρχίσετε την μελέτη ρίξτε μία ματιά εδώ

3.1.2 Εξίσωση τρίτου βαθμού-μέθοδος Cardano

Ας θεωρήσουμε την εξίσωση τρίτου βαθμού:

(3.1) f(x) = α · x3 + β · x2 + γ · x+ δ = 0, α, β, γ, δ ∈ R, α 6= 0

Σκοπός μας είναι να βρούμε τις τιμές (τις ρίζες δηλαδή) που μηδενίζουν το

παραπάνω πολυώνυμο και επίσης να βρούμε ιδιότητες αυτών.

1. Αφού το α είναι διαφορετικό από το μηδέν μπορούμε να διαιρέσουμε το f(x)

με το α, να βρούμε το f ?(x) = f(x)
α
και να έχουμε την εξίσωση

(3.2) f ?(x) =
f(x)

α
= x3 +

β

α
· x2 +

γ

α
· x+

δ

α
= 0, α, β, γ, δ ∈ R, α 6= 0

2. Προφανώς οι ρίζες του f(x) είναι ίδιες με τις ρίζες του f ?(x)

3. Επειδή το πολυώνυμο f ?(x) είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού με πραγματικούς
συντελεστές, θα υπάρχει τουλάχιστον μία ριζα πραγματική

1
. Επίσης ή θα

έχουμε ακόμη δύο ρίζες πραγματικές ή δύο ρίζες συζυγείς μιγαδικές

4. Ας υποθέσουμε, λοιπόν, ότι έχουμε να λύσουμε την παρακάτω εξίσωση:

(3.3) x3 + Ax2 +Bx+ Γ = 0

1
Να βρείτε μία πειστική εξήγηση για αυτό
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http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_function
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5. Κάνουμε τον μετασχηματισμό

(3.4) x = t− A

3

6. Καταλήγουμε στην εξίσωση:

(3.5) t3 + tp+ q = 0

με

(3.6) p = B − A2

3
, q = Γ +

2A3 − 9AB

27

7. Θέλοντας να λύσουμε την εξίσωση 3.5 εργαζόμαστε ως εξής:

Θεωρούμε ξ, ω με

(3.7) ξ3 − ω3 = q, ξ · ω =
p

3

8. ΄Εχουμε τώρα τα εξής:

(3.8) ξ3 − ω3 = q, (ξ · ω)3 = ξ3 · ω3 =
p3

27

9. Οι παραπάνω εξισώσεις μας λένε ότι γνωρίζουμε τη διαφορά ξ3 − ω3 = q και

το γινόμενο ξ3 ·ω3 = p3

27
δύο ποσοτήτων. Εύκολο είναι να τις βρούμε οδηγού-

μενοι σε ένα δευτεροβάθμιο τριώνυμο. Βρίσκουμε, λοιπόν, τα παρακάτω:

(3.9) ξ3 =
q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
, ω3 = −q

2
+

√
q2

4
+
p3

27

10. Ας θεωρήσουμε την ταυτότητα:

(3.10) (ω−ξ)3 = ω3−3ω2 ·ξ+3ω ·ξ2−ξ3 ⇒ (ω−ξ)3 = ω3−3ωξ(ω−ξ)−ξ3

11. Η τελευταία σχέση γράφεται

(3.11) (ω − ξ)3 + (ξ3 − ω3) + 3ωξ(ω − ξ) = 0

Και αντικαθιστώντας τις σχέσεις από 2.7 έχουμε

12.

(3.12) (ω − ξ)3 + q + p(ω − ξ) = 0

13. Παρατηρούμε από την τελευταία σχέση ότι οι ρίζες που ψάχνουμε είναι της

μορφής ω−ξ, αλλά τις τιμές των ω, ξ τις έχουμε ήδη υπολογίσει. Παρατηρούμε
επίσης, ότι από τις σχέσεις 3.9, οδηγούμαστε σε τρείς τιμές για το ξ και τρεις
τιμές για το ω. ΄Ομως το πολυώνυμο έχει ακριβώς τρείς ρίζες2 στο σύνολο C

2
όχι κατ ανάγκη διακεκριμένες
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των μιγαδικών αριθμών. Συνεχίζουμε ως εξής:

(αʹ) Οι τρείς ρίζες της μονάδας, δηλαδή του πολυωνύμου x3 − 1 στο σύνολο
C των μιγαδικών αριθμών είναι οι
{z0 = 1, z1 = −1

2
+ i·

√
3

2
, z2 = −1

2
− i·

√
3

2
}

(βʹ) Από τις σχέσεις 3.9 έχουμε για το ξ τρεις τιμές τις:

ξ0 =
3

√
q
2

+
√

q2

4
+ p3

27
, ξ1 = z1 · 3

√
q
2

+
√

q2

4
+ p3

27
,

ξ2 = z2 · 3

√
q
2

+
√

q2

4
+ p3

27

(γʹ) Επίσης για το ω έχουμε άλλες τρείς τιμές τις:

ω0 =
3

√
− q

2
+
√

q2

4
+ p3

27
, ω1 = z1 · 3

√
− q

2
+
√

q2

4
+ p3

27
,

ω2 = z2 · 3

√
− q

2
+
√

q2

4
+ p3

27

(δʹ) Οι εξισώσεις 3.7 μας λένε τελικά ότι οι τρεις ρίζες του πολυωνύμου, που

ψάχνουμε είναι:

ω0 − ξ0, ω2 − ξ1, ω1 − ξ2

3.2 Ασκήσεις και προβληματισμοί

1. Να θεωρήσετε το πολυώνυμο f(x) = (α+7)x3+(β+5)x2+(γ+2)x+2 ∈ Q[x]
και να βρείτε τις τρείς ρίζες του με ριζικά

2. Να μελετήσετε την έννοια της Διακρίνουσας πολυωνύμων τρίτου βαθμού

από τη διεύθυνση Διακρίνουσα και μετά να κάνετε εφαρμογή στο παραπάνω

πολυώνυμο f(x)

3. Μελετήστε σε βάθος την έννοια του Δακτυλίου-πηλίκο. Μετά να μελετήσετε

τον δακτύλιο-πηλίκο Q[x]/I και R[x]/I, όπου Ι είναι το ιδεώδες που παράγεται
από το πολυώνυμο f(x)

4. Να μελετήσετε τον δακτύλιο-πηλίκο Z[x]/I όπου Ι είναι το ιδεώδες που πα-
ράγεται από το πολυώνυμο f(x)

5. Να λυθεί το σύστημα

(α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x+ (γ + 13) = 0
(α + 9)x3 + 12x2 + (16 + β)x+ (2γ + 13) = 0

6. Ελεύθερο θέμα Πείτε τρόπους διδασκαλίας των παραπάνω «δύσκολων»

εννοιών για τον δακτύλιο-πηλίκο

http://en.wikipedia.org/wiki/Discriminant
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3.3 Σκέψεις για επίλυση ενός συστήματος με

δύο εξισώσεις τρίτου βαθμού

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε το παρακάτω πρόβλημα:

Πρόβλημα

Να λυθεί το σύστημα

(α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x+ (γ + 13) = 0
(α + 9)x3 + 12x2 + (16 + β)x+ (2γ + 13) = 0

1. Η πρώτη σκέψη μας είναι να βρούμε τις ρίζες και του πρώτου πολυωνύμου και

του δεύτερου, σύμφωνα με αυτά που περιγράψαμε παραπάνω και να βρούμε τις

κοινές ρίζες. Να κάνετε αυτή τη διαδικασία και σκεφθείτε τις δυσκολίες, οι

οποίες είναι μεγάλες (δείτε γιατί).

2. Μία άλλη προσέγγιση πιο καλή είναι αυτή που προκύπτει από την εξής ιδέα:

Αν έχουμε γενικά να λύσουμε το σύστημα {f(x) = 0, g(x) = 0}, όπου τα
f(x), g(x) είναι πολυώνυμα μίας μεταβλητής, εκτελούμε τον αλγόριθμο της
διαίρεσης του f(x) διά του g(x) (ή αντίστροφα ανάλογα με τον βαθμό των
πολυωνύμων). Αν,λοιπόν, f(x) = g(x)π(x)+υ(x), είναι εύκολο να διαπιστώ-
σουμε ότι το σύνολο λύσεων του συστήματος {f(x) = 0, g(x) = 0} είναι ίσο
με το σύνολο λύσεων του συστήματος {υ(x) = 0, g(x) = 0}. Εδώ σκεφθείτε
μία πιθανή γενίκευση και κατασκευή αλγορίθμου

3. Παρακολουθήστε επίσης το βίντεο
3
εδώ και σκεφθείτε νέες μεθόδους.

Τέλος του δευτέρου μαθήματος

3
΄Οποιος βρεί την μουσική υπόκρουση θα τον παραδεχθώ

http://www.youtube.com/watch?v=qC6BNpUQroQ
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