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Κεφάλαιο 2

Πολυωνυμικές σχέσεις και

ταυτότητες, μέρος ΙΙ

Μάθημα 2, Τετάρτη 30 Απριλίου 2014

2.1 Τα συστήματα

Οι παραπάνω προβληματισμοί μας οδηγούν να ασχοληθούμε με τις μεθόδους λύσεων

συστημάτων

μ εξισώσεων με ν αγνώστους (μεταβλητές) της μορφής


f1(x1, x2, ..., xν) = 0
f2(x1, x2, ..., xν) = 0

...

fµ(x1, x2, ..., xν) = 0


(Σ),

όπου fi(x1, x2, ..., xν) είναι πολυώνυμα με ν αγνώστους (μεταβλητές) και συ-
ντελεστές από το F ( όπου το F είναι ένα σώμα)1.

1. Δείτε στο σημείο αυτό της μελέτης σας ένα σχετικό βίντεο. Το βίντεο θα το

δείτε κάνοντας κλίκ εδώ

2. Αν το παραπάνω σύστημα είναι γραμμικό, δηλαδή αποτελείται από γραμμικά

πολυώνυμα
2
, τότε η Γραμμική ΄Αλγεβρα είναι η κατάλληλη μαθηματική θεωρία

1
Συνήθως στα παραδείγματα και στις ασκήσεις θα χρησιμοποιούμε το σώμα των πραγματικών

αριθμών R , το σώμα των μιγαδικών C, το σώμα των ρητών Q και σπανιότερα το σώμα των
ακεραίων modp όπου p ακέραιος πρώτος)
2
΄Ενα γραμμικό πολυώνυμο με ν μεταβλητές είναι της μορφής α1x1 + α2x2 + · · ·+ ανxν + β,

όπου αi, β ∈ F

13

http://www.youtube.com/watch?v=ONvwTDRdq7I
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για την εύρεση των λύσεων αυτού
3
.

3. Αν το παραπάνω σύστημα έχει μόνο μία μεταβλητή και μία μόνο εξίσωση,

δηλαδή ν=1 και μ=1, τότε ουσιαστικά έχουμε να βρούμε τις ρίζες ενός πο-

λυωνύμου. Σημειώνεται εδώ ότι μεταξύ άλλων κατάλληλη θεωρία για την

μελέτη των ριζών του είναι η θεωρία Galois.

΄Ετσι σχηματικά και για λόγους αναφοράς παρακάτω αυτό που θα μας απασχολήσει

είναι το

Πρόβλημα 2.1.1. Να λυθεί ένα σύστημα μ πολυωνυμικών εξισώσεων

με ν μεταβλητές και συντελεστές από το σώμα F
Δύο είναι κυρίως οι μέθοδοι επίλυσης του παραπάνω προβλήματος :

1. Αλγεβρικές, μελέτη δηλαδή της δομής του δακτυλίου πολυωνύμων F[x1, x2, ..., xν ].
Εδώ θα συναντήσουμε και θα ασχοληθούμε με τα θεωρήματα Hilbert

2. Γεωμετρικές, μελέτη δηλαδή της δομής του συνόλου λύσεων πολυωνυμικών

συστημάτων π.χ μελέτη επιφανειών, γραμμών, σημείων τομής. Υπενθυμίζου-

με εδώ ότι το σύνολο λύσεων ενός ομογενούς γραμμικού συστήματος είναι

ένας υπόχωρος. Το τελευταίο είναι ένα αρκετά σημαντικό αποτέλεσμα, διότι

μπορούμε έτσι, βρίσκοντας μία βάση να κατανοήσουμε πλήρως τη δομή του

συνόλου των λύσεων.

Σκοπός μας επίσης είναι η μελέτη και η κατασκευή αλγορίθμων οι οποίοι θα μας

δίνουν τις λύσεις των συστημάτων. Η χρήση των μαθηματικών υπολογιστικών

πακέτων γίνεται έτσι αναγκαία.

Θα χρησιμοποιούμε το υπολογιστικό πακέτο wolframalpha. Δείτε στην διεύ-
θυνση εδώ

2.1.1 Υποδείξεις για ερύτερη μελέτη

1. Να μελετήσετε τα αναγραφόμενα για τα πολυώνυμα στην σελίδα εδώ

2. Να μελετήσετε τα αναγραφόμενα για τις πολυωνυμικές εξισώσεις και τα συ-

στήματα εξισώσεων στη σελίδα εδώ

2.1.2 ΄Ασκηση

Προαιρετική άσκηση για σκέψη και μελέτη

3
Για καλή κατανόηση των θεμάτων που διαπραγματεύεται το βιβλίο αυτό είναι αναγκαίο ο

αναγνώστης να έχει αρκετές γνώσεις από την Γραμμική άλγεβρα

http://www.wolframalpha.com/
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_equations
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1. Να μελετήσετε και να βρείτε πληροφορίες για το σύνολο λύσεων στο R του
παρακάτω συστήματος

xα+7 + yβ+5 = 1
xγ+6 +yα+10 = 1, όπου α,β,γ είναι τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου
σας, αρχίζοντας από το τέλος.

Εξετάστε εάν το παραπάνω σύστημα έχει πεπερασμένο ή άπειρο σύνολο λύσεων

2. Να λυθεί το σύστημα

(α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x+ (γ + 13) = 0
(α + 9)x7 + 12x3 + (16 + β)x+ (2γ + 13) = 0
όπου α,β,γ είναι τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου σας, αρχίζοντας

από το τέλος.

2.1.3 Υποδείξεις για την παραπάνω άσκηση

1. Εδώ έχουμε ένα σύστημα δύο πολυωνυμικών εξισώσεων με πραγματικούς

συντελεστές. Το σύστημα αυτό έχει λύσεις, για παράδειγμα x = 1, y = 0
είναι μία λύση Αυτό είναι προφανές και έτσι με την παρατήρηση αυτή δεν

χρειάζεται να χάσουμε χρόνο να εξετάσουμε αν το σύνολο λύσεων Λ είναι

μη-κενό. Παραμένει όμως το σημαντικό ερώτημα:

Πότε ένα σύστημα πολυωνυμικών εξισώσεων έχει μή-κενό

σύνολο λύσεων;

Δείτε στην αρχή το σύστημα ποιοτικά. Αν ήταν γραμμικό, τότε θα ήταν γνω-

στής μορφής και το σύνολο λύσεων θα ήταν εύκολο να περιγραφεί. Σκεφθείτε

γιατί.

Αν ήταν επίσης της μορφής:

x2 + y2 = 1
x2 − y2 = 1

θα θέσουμε x2 = X, y2 = Y και θα το λύσουμε ως γραμμικό. Η δυσκολία
επίλυσης βρίσκεται στους εκθέτες λοιπόν. Προσπαθήστε να ανακαλύψετε

δικές σας μεθόδους ή χρησιμοποιείστε και το ΑΧΙΟΜ αλλά να ερμηνεύσετε

το αποτέλεσμα

2. Γιατί το σύστημα του ερωτήματος 1 έχει πεπερασμένο σύνολο

λύσεων

Σκεφθείτε πάνω στο ερώτημα αυτό
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