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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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4 Ο Αλγόριθµος του Buchberger

4.1 Ο Αλγόριθµος του Buchberger

Ως τώρα έχουµε συζητήσει και αποδείξει την ύπαρξη ϐάσης Groebner ενός ιδεώδους I . Παρακάτω ϑα δια-

τυπώσουµε έναν αλγόριθµο εύρεσης ϐάσης Groebner, που οφείλεται στον Buchberger, µαθητή του Gro-

ebner. Υπενθυµίζουµε ότι ϐάση Groebner ενός ιδεώδους I του δακτυλίου πολυωνύµων F[x1, x2, · · · , xν]
είναι ένα πεπερασµένο σύνολο πολυωνύµων του I .

Μία ϐάση Groebner του ιδεώδους I έχει πολλές χρήσιµες ιδιότητες, µεταξύ άλλων και την ιδιότητα να

παράγουν το I . Οι ϐάσεις Groebner ορίσθηκαν αρχικά το 1965 από τον µαθητή του W. Groebner (1899-

1980), τον B.Buchberger. Επίσης ο H.Hironaka το 1965 µελετώντας δακτυλίους δυναµοσειρών ανακάλυψε

ανεξάρτητα από τον B.Buchberger την ίδια έννοια της ϐάσης Groebner. Χρειάσθηκαν µερικά χρόνια για

να αναπτυχθούν και οι υπολογιστές, ώστε η ϑεωρία και οι εφαρµογές των ϐάσεων να λάβουν τη σηµερινή

µορφή.

1. ΄Εστω f1(x1, x2, · · · , xν) και f2(x1, x2, · · · , xν) δύο πολυώνυµα του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν].
Υποθέτουµε ότι οι µεγιστοβάθµιοι όροι των παραπάνω πολυωνύµων (µαζί µε τους συντελεστές τους

) είναι :

α · xκ11 xκ22 · · · x
κν
ν του f1(x1, x2, · · · , xν) και

β · xλ1
1 xλ2

2 · · · x
λν
ν του f2(x1, x2, · · · , xν)

Υπενθυµίζουµε ότι πρέπει α , 0, β , 0, κi ≥ 0, λi ≥ 0, i = 1,2, · · · , ν

Ορισµός 4.1.1. Ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των µονωνύµων xκ11 xκ22 · · · x
κν
ν και xλ1

1 xλ2
2 · · · x

λν
ν είναι

το xξ11 xξ22 · · · x
ξν
ν όπου ξi = max(κi, λi), i = 1,2,3, · · · , ν

2. Συνεχίζουµε µε ακόµη ένα ορισµό:

Ορισµός 4.1.2. ΄Εστω f1(x1, x2, · · · , xν) και f2(x1, x2, · · · , xν) δύο πολυώνυµα, όπως παραπάνω.

S-πολυώνυµο των f1, f2 είναι το πολυώνυµο

S( f1, f2) =
xξ11 xξ22 · · · x

ξν
ν

α · xκ11 xκ22 · · · x
κν
ν

· f1 −
xξ11 xξ22 · · · x

ξν
ν

β · xλ1
1 xλ2

2 · · · x
λν
ν

· f2

3. ΄Ενα σηµαντικό ϑεώρηµα εδώ είναι το παρακάτω:

Θεώρηµα 4.1.3. ΄Εστω F[x1, x2, · · · , xν] ο δακτύλιος των πολυωνύµων και I =< f1, f2, · · · , f µ >
ένα ιδεώδες αυτού. Το σύνολο G = { f1, f2, · · · , f µ} είναι ϐάση Groebner του ιδεώδους I , εάν

και µόνο εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης του S( fi, f j ) διά του G είναι µηδέν για κάθε Ϲεύγος

i, j, i , j,1, j = 1,2, · · · , ν.

Απόδειξη Για την απόδειξη του ϐασικού αυτού ϑεωρήµατος, το οποίο ϑα γίνει προσεχώς, χρειαζό-

µαστε µερικές προτάσεις και λήµµατα:

Το παραπάνω ϑεώρηµα οδηγεί στον αλγόριθµο του Buchberger.

Για τη Ϲωή και το έργο του Buchberger δείτε εδώ.
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4. Αλγόριθµος του Buchberger

Βήµα 1 Τοποθετούµε σε µία σειρά τα πολυώνυµα f1, f2, · · · , f µ.

Βήµα 2 Υπολογίζουµε το πολυώνυµο S( f1, f2).

Βήµα 3 Υπολογίζουµε το υπόλοιπο της διαίρεσης του S( f1, f2) διά του συνόλου { f1, f2, · · · , f µ}.

Βήµα 4 Εάν το προηγούµενο υπόλοιπο είναι µηδέν, τότε συνεχίζουµε µε το S( f1, f3) διαιρώντας το µε

το σύνολο { f1, f2, · · · , f µ}.
Εάν όµως δεν είναι µηδέν ϑεωρούµε το νέο σύνολο { f1, f2, · · · , f µ,υ(S( f1, f2))}1 στη ϑέση

του παλαιού.

Βήµα 5 Συνεχίζουµε τον αλγόριθµο ελέγχοντας όλα τα S( fi, f j ) (τα υπόλοιπά τους) και προσθέτοντας

στο αρχικό σύνολο και τα πολυώνυµα υ(S( fi, f j )) αν χρειάζεται.

Βήµα 6 Ο αλγόριθµος τερµατίζει αν σε όλους τους ελέγχους που περιγράψαµε όλα τα υπόλοιπα είναι

µηδέν.

∆είτε στο internet τα παρακάτω για ευρύτερη µελέτη :

1. Στη διεύθυνση εδώ για σχόλια και παραδείγµατα πάνω στον αλγόριθµο.

2. Στη διεύθυνση εδώ εξαιρετική εργασία για τον αλγόριθµο Buchberger από τους Κωνσταντίνα Ρουφι-

κτού και ΄Αγγελο Μαντζαφλάρη.

3. Στη διεύθυνση εδώ για ένα αρκετά κατατοπιστικό άρθρο.

4. Στη διεύθυνση εδώ το άρθρο από την εγκυκλοπαίδεια Wikipedia.

5. Στη διεύθυνση εδώ µελέτη για την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου από δύο µαθητές µου, τον

Γ.Πήλιουρα και τον ∆.∆ιώχνο.

5 Εφαρµογές στη Γεωµετρία

5.1 Τεχνητή Νοηµοσύνη

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε τη γενική µαθηµατική ιδέα της τεχνητής νοηµοσύνης.

5.2 Το Θεώρηµα βάσης του Hilbert

Θεώρηµα 5.2.1. ΄Εστω I ένα ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµων F[x1, x2, · · · , xν]. Υπάρχει πεπερασµέ-

νο πλήθος πολυωνύµων του F[x1, x2, · · · , xν], το οποίο παράγει το I .

Απόδειξη: Αν το I είναι το µηδενικό ιδεώδες, δηλαδή I = {0}, τότε µπορούµε να πούµε ότι το µηδενικό

πολυώνυµο του F[x1, x2, · · · , xν] παράγει το I και έτσι το ϑεώρηµα ισχύει.

1Με υ(S( f1, f2))} ϑα συµβολίζουµε το υπόλοιπο της διαίρεσης του S( f1, f2) µε τα υπόλοιπα πολυώνυµα.
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΄Εστω τώρα ότι I , {0}. ΄Οπως έχουµε αποδείξει το I έχει (τουλάχιστον) µία ϐάση Groebner, έστω

B = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν),g3(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)}.

Θα αποδείξουµε ότι το B παράγει το I , δηλαδή το σύνολο των πολυωνυµικών συνδυασµών του B είναι ίσο

µε το I .

΄Εστω f (x1, x2, · · · , xν) ένα πολυώνυµο του ιδεώδους I . Κάνουµε τη διαίρεση του f (x1, x2, · · · , xν) διά

του συνόλου B. ΄Εχουµε:

f (x1, x2, · · · , xν) = h1(x1, x2, · · · , xν) · g1(x1, x2, · · · , xν) + · · · +
hκ (x1, x2, · · · , xν) · gκ (x1, x2, · · · , xν) + Υ(x1, x2, · · · , xν)

όπου Υ(x1, x2, · · · , xν) το υπόλοιπο της διαίρεσης.

Την τελευταία σχέση µπορούµε να την γράψουµε:

Υ(x1, x2, · · · , xν) = f (x1, x2, · · · , xν) − h1(x1, x2, · · · , xν) · g1(x1, x2, · · · , xν) − · · · −
hκ (x1, x2, · · · , xν) · gκ (x1, x2, · · · , xν)

Επειδή τα πολυώνυµα f (x1, x2, · · · , xν),g1(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν) ανήκουν στο ιδεώδες

I ϑα ανήκει επίσης στο ιδεώδες και το πολυώνυµο Υ(x1, x2, · · · , xν).

΄Οµως το σύνολο B = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν),g3(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)}
είναι µία ϐάση Groebner του I , άρα ο µεγιστοβάθµιος όρος του Υ(x1, x2, · · · , xν) ϑα ανήκει στο ιδεώ-

δες που παράγουν οι µεγιστοβάθµιοι όροι των πολυωνύµων του συνόλου B (δες τον ορισµό της ϐάσης

Groebner ).

Υπάρχουν τώρα δύο περιπτώσεις :

1. Το πολυώνυµοΥ(x1, x2, · · · , xν) να είναι το µηδενικό πολυώνυµο, οπότε έχουµε ότι το f (x1, x2, · · · , xν)
ανήκει στο ιδεώδες που παράγεται από το σύνολο Β, κάτι στο οποίο ϑέλαµε να καταλήξουµε.

2. Το πολυώνυµο Υ(x1, x2, · · · , xν) να µήν είναι το µηδενικό πολυώνυµο, οπότε έχει κάποιον µη-

µηδενικό µεγιστοβάθµιο όρο. Ο τελευταίος ϑα διαιρείται από κάποιον µεγιστοβάθµιο όρο κάποιου

πολυωνύµου του Β. Για να δείτε ότι ισχύει ο τελευταίος ισχυρισµός, δείτε το ϐίντεο εδώ ή εδώ. ΄Οµως

αν συνέβαινε κάτι τέτοιο η αρχική διαίρεση ϑα είχε προχωρήσει και δεν ϑα είχαµε αυτό το υπόλοιπο.

Καταλήγουµε έτσι σε άτοπο.

Πόρισµα 5.2.2. ΄Ενα πολυώνυµο f (x1, x2, · · · , xν) ∈ F[x1, x2, · · · , xν],ανήκει στο ιδεώδες I εάν και µόνο

εάν το υπόλοιπό του από τη διαίρεση µε µία ϐάση Groebner του I είναι µηδέν.

Απόδειξη : ΄Αµεση από τα προηγούµενα.

Η πρώτη εφαρµογή σχετίζεται µε το ερώτηµα:

Ερώτηµα 1. Μπορεί ο υπολογιστής να αποδεικνύει µαθηµατικά ϑεωρήµατα;

5.3 Αυτόµατη απόδειξη Γεωµετρικών Θεωρηµάτων

Η ιδέα της αυτόµατης απόδειξης είναι η παρακάτω:
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Εάν οι υποθέσεις και τα συµπεράσµατα ενός ϑεωρήµατος µπορούν να διατυπωθούν µε πολυώνυµα, τότε

η απόδειξη του ϑεωρήµατος συνίσταται στην εξέταση εάν κάποια πολυώνυµα ϐρίσκονται σε ένα ιδεώδες

ή όχι.

∆είτε πληροφορίες για τον επιστηµονικό κλάδο Automated theorem proving εδώ.

Παρακάτω δίνουµε ένα παράδειγµα για να ϕανεί η ιδέα:

Παράδειγµα 5.3.1. ΄Εστω Α,Β,∆,Γ οι κορυφές ενός παραλληλογράµµου (µε τη σειρά που δίδονται). Να

δειχθεί ότι οι διαγώνιες Α∆ και ΒΓ διχοτοµούνται.

Αυτόµατη γεωµετρική απόδειξη

1. Θεωρούµε ένα παραλληλόγραµµο ΑΒ∆Γ µε ΑΒ παράλληλο του ∆Γ και Β∆ παράλληλο του ΑΓ.

2. Οι ιδιότητες των σχηµάτων στην Ευκλείδεια Γεωµετρία παραµένουν οι ίδιες αν εφαρµόσουµε σε

αυτά στροφές ή µεταφορές. ΄Ετσι µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η κορυφή Α είναι στην αρχή των

αξόνων (0,0) και η ακµή ΑΒ στον οριζόντιο άξονα µε Β= (u1,0) για κάποιο u1 , 0.

3. Μπορούµε να ϑεωρούµε το u1 ως ανεξάρτητη µεταβλητή.

4. Η κορυφή Γ= (u2,u3) εισάγει δύο νέες µεταβλητές u2 και u3. Η κορυφή ∆ δεν εισάγει νέες

ανεξάρτητες µεταβλητές, διότι η δήλωση ότι το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, σηµαίνει, µεταξύ

άλλων, ότι η ϑέση του ∆ προσδιορίζεται πλήρως από τη ϑέση των Α,Β και Γ.

5. Ας συµβολίσουµε µε ∆= (x1, x2) τις συντεταγµένες του ∆.

6. ΄Εχουµε ότι ΑΒ παράλληλος της ∆Γ, άρα x2 − u3 = 0.

7. ΄Εχουµε ΑΓ παράλληλος της Β∆, άρα
u3
u2
=

x2
x1−u1

8. Θεωρούµε δύο πολυώνυµα

h1(u1,u2,u3, x1, x2) = x2 − u3 και

h2(u1,u2,u3, x1, x2) = (x1 − u1)u3 − x2u2

Τα πολυώνυµα αυτά ανήκουν στον δακτύλιο R[u1,u2,u3, x1, x2] των πολυωνύµων πέντε µεταβλητών

µε συντελεστές πραγµατικούς αριθµούς. Από τα παραπάνω έχουµε ότι :

Το ΑΒ∆Γ είναι παραλληλόγραµµο εάν και µόνο εάν

h1(u1,u2,u3, x1, x2) = 0 και h1(u1,u2,u3, x1, x2) = 0

9. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το σηµείο τοµής των διαγωνίων είναι το Ν= (x3, x4). Η δήλωση ότι το Ν

είναι το σηµείο τοµής των διαγωνίων είναι ισοδύναµη µε τη δήλωση ότι οι τριάδες σηµείων (Α,Ν,∆)

και (Β,Ν,Γ) αποτελούνται από συγγραµµικά σηµεία.

10. ΄Εχουµε:

(i) Τα Α,Ν,∆ συγγραµµικά εάν και µόνο εάν
x4
x3
=

u3
x1

(ii) Τα Β,Ν,Γ συγγραµµικά εάν και µόνο εάν
x4

x3−u1
=

u3
u2−u1
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11. Θεωρούµε τα πολυώνυµα

h3(u1,u2,u3, x1, x2) = x4x1 − x3u3 και

h4(u1,u2,u3, x1, x2) = x4(u2 − u1) − (x3 − u1)u3

12. Μπορούµε εδώ να σκεφθούµε και να αποδείξουµε εύκολα ότι οι υποθέσεις ισχύουν εάν και µόνο

εάν h1(u1,u2,u3, x1, x2) = 0,h2(u1,u2,u3, x1, x2) = 0,h3(u1,u2,u3, x1, x2) = 0,h4(u1,u2,u3, x1, x2) =
0, δηλαδή µετατρέψαµε τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος σε σχέσεις πολυωνύµων.

13. Τώρα σκεφτόµαστε σχετικά µε τα Ϲητούµενα, δηλαδή την διερεύνηση του ερωτήµατος εάν οι δια-

γώνιοι διχοτοµούνται. ΄Εχουµε ότι

Οι διαγώνιοι διχοτοµούνται εάν και µόνο εάν AN = N∆ και BN = NΓ.

Το παραπάνω είναι ισοδύναµο µε τα εξής:

(i) AN = N∆ εάν και µόνο εάν x2
3 + x2

4 = (x3 − x1)2 + (x4 − x2)2

(ii) BN = NΓ εάν και µόνο εάν (x3 − u1)2 + x2
4 = (x3 − u2)2 + (x4 − u3)2

14. Θεωρούµε τα πολυώνυµα:

g1(u1,u2,u3, x1, x2) = −x2
3 − x2

4 + (x3 − x1)2 + (x4 − x2)2 και

g2(u1,u2,u3, x1, x2) = (x3 − u2)2 + (x4 − u3)2 − (x3 − u1)2 − x2
4

15. Προφανώς τα συµπεράσµατα που ϑέλουµε να αποδείξουµε κωδικοποιούνται στα πολυώνυµα

g1(u1,u2,u3, x1, x2) και g2(u1,u2,u3, x1, x2) µε

g1(u1,u2,u3, x1, x2) = x2
1 − 2x1x3 − 2x4x2 + x2

2 και

g2(u1,u2,u3, x1, x2) = 2x3u1 − 2x3u2 − 2x4u3 − u2
1 + u2

2 + u2
3

16. Αναλύουµε λίγο περισσότερο τα παραπάνω: Οι υποθέσεις µας είναι ότι το σχήµα ΑΒ∆Γ είναι

παραληλλόγραµµο και ότι οι ευθείες Α∆ και ΒΓ τέµνονται στο Ν. Οι υποθέσεις αυτές ισοδυναµούν

µε τον µηδενισµό των πολυωνύµων

h1(u1,u2,u3, x1, x2)
h2(u1,u2,u3, x1, x2)
h3(u1,u2,u3, x1, x2)
h4(u1,u2,u3, x1, x2)

Εµείς ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι οι διαγώνιες διχοτοµούνται. Αυτό είναι ισοδύναµο µε τον µη-

δενισµό των πολυωνύµων g1(u1,u2,u3, x1, x2) και g2(u1,u2,u3, x1, x2) Αν τα πολυώνυµα g1 και g2
ανήκουν στο ιδεώδες < h1,h2,h3,h4 >, τότε τα g1 και g2 είναι πολυωνυµικοί συνδυασµοί των

{h1,h2,h3,h4}. Αν για παράδειγµα έχουµε

g1(u1,u2,u3, x1, x2) = ξ1(u1,u2,u3, x1, x2) · h1(u1,u2,u3, x1, x2) + · · · +
ξ4(u1,u2,u3, x1, x2) · h4(u1,u2,u3, x1, x2)

τότε ο µηδενισµός των {h1,h2,h3,h4} συνεπάγεται τον µηδενισµό του g1.

17. Ο υπολογιστής µας, λοιπόν, προκειµένου να αποδείξει το ϑεώρηµα, ϑα υπολογίσει µία ϐάση Groeb-

ner του ιδεώδους I =< h1,h2,h3,h4 >, και µετά το υπόλοιπο της διαίρεσης των g1 και g2 µε τη ϐάση

αυτή. Γνωρίζουµε ότι τα υπόλοιπα της διαίρεσης µε ϐάση Groebner είναι µοναδικά και τα πολυώνυµα

ανήκουν στο Ϲητούµενο ιδεώδες εάν και µόνο εάν το υπόλοιπο είναι το µηδενικό πολυώνυµο. (Να
κάνετε εσείς τον έλεγχο).
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΄Αλγεβρα

5.4 ΄Ασκηση

Να ϑεωρήσετε ένα γεωµετρικό ϑεώρηµα της επίπεδης γεωµετρίας και να εξετάσετε εάν ένας υπολογι-

στής µπορεί να το αποδείξει.
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