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9.1 Αβελιανές ΄Αλγεβρες von Neumann

9.1.1 ΄Αλγεβρες von Neumann

Ορισµός 9.1.1. Αν H είναι χώρος Hilbert και S ⊆ B(H), ορίζουµε τον µεταθέτη S′ του S ως εξής

S′ = {T ∈ B(H) : T S = ST για κάθε S ∈ S}.

Ελέγχεται άµεσα ότι το σύνολο S′ είναι πάντα άλγεβρα µε µονάδα. Επίσης είναι norm κλειστό, γιατί αν

∥An − A∥ → 0 και AnS = SAn για κάθε n ∈ N και S ∈ S τότε

AS = lim
n

AnS = lim
n

SAn = SA

άρα A ∈ S′.

Εποµένως αν το σύνολο S είναι αυτοσυζυγές1 τότε το S′ είναι C∗-άλγεβρα.

Παρατηρούµε όµως ότι η άλγεβρα S′ είναι κλειστή και ως προς την (ασθενέστερη) τοπολογία WOT:
Πράγµατι, αν ένα δίκτυο (Ai) µε Ai ∈ S

′ έχει την ιδιότητα lim
i
⟨Ai x, y⟩ = ⟨Ax, y⟩ για κάθε x, y ∈ H , τότε,

για κάθε S ∈ S

⟨ASx, y⟩ = lim
i
⟨AiSx, y⟩ = lim

i
⟨SAi x, y⟩ = lim

i

〈
Ai x, S∗y

〉
=
〈
Ax, S∗y

〉
= ⟨SAx, y⟩

για κάθε x, y ∈ H , άρα AS = SA.

Είναι προφανές ότι S ⊆ S′′.

΄Ενα σύνολο τελεστών S είναι µεταθετικό σύνολο αν και µόνον αν S ⊆ S
′
. Αν S είναι µεταθετικό σύνολο,

τότε για κάθε A ∈ S′, το σύνολο S ∪ {A} ⊆ S′ είναι µεταθετικό και περιέχει το S. Εποµένως ένα σύνολο

τελεστών S είναι µεγιστικό µεταθετικό σύνολο αν και µόνον αν S′ = S.

Υπενθυµίζουµε τον ορισµό:

Ορισµός 9.1.2. ΄Εστω (X, µ) χώρος µέτρου. Η πολλαπλασιαστική άλγεβραMµ του (X, µ) είναι η

Mµ = {M f : f ∈ L∞(X, µ)}.

ΗMµ είναι αβελιανή C∗-υπάλγεβρα της B(L2(X, µ)).

Πρόταση 9.1.3. Αν ο (X, µ) είναι σ-πεπερασµένος, τότε (Mµ)′ =Mµ. Ισοδύναµα, ηMµ είναι µεγιστική
αβελιανή αυτοσυζυγής υπάλγεβρα (maximal abelian selfadjoint algebra - masa) του B(L2(X, µ)).

Απόδειξη. Η Mµ είναι αβελιανή, άρα Mµ ⊆ (Mµ)′. ΄Εστω λοιπόν T ∈ (Mµ)′. Πρέπει να ϐρούµε

g ∈ L∞(X, µ) ώστε T = Mg.

(i) Υποθέτουµε πρώτα ότι µ(X ) < ∞. Τότε η σταθερή συνάρτηση 1 ανήκει στον L2(X, µ).
΄Εστω g = T1 ∈ L2(X, µ). Τότε για κάθε f ∈ L∞(X, µ) έχουµε g f ∈ L2(X, µ) και

(*) T ( f ) = T ( f 1) = T (M f (1)) = M f (T (1)) = M f (g) = f g = g f .

1δηλαδή S∗ ∈ S για κάθε S ∈ S
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Αν δείξουµε ότι g ∈ L∞(X, µ), οπότε η g ορίζει ϕραγµένο τελεστή Mg ∈ B(L2(X, µ)), τότε η

προηγούµενη ισότητα γράφεται

T ( f ) = Mg ( f ) για κάθε f ∈ L∞(X, µ) ,

δηλαδή οι ϕραγµένοι τελεστές T και Mg ϑα ταυτίζονται στον πυκνό υπόχωρο L∞(X, µ) του L2(X, µ), άρα

ϑα είναι ίσοι. Μένει λοιπόν να δειχθεί ότι g ∈ L∞(X, µ).

Πράγµατι, έστω a > 0 ώστε το µέτρο του Ya = {t ∈ X : |g(t) | > a} να είναι µη µηδενικό. Αν fa
είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του Ya τότε ∥ fa∥

2
2 = µ(Ya). Αλλά επίσης fa ∈ L∞(X, µ) οπότε η (*)

εφαρµόζεται και δείχνει ότι T ( fa) = fag, άρα

∥T ∥2∥ fa∥
2
2 ≥ ∥T ( fa)∥22 =

∫
| fag |

2dµ =
∫
Ya

|g |2dµ ≥ a2µ(Ya) = a2∥ fa∥
2
2

εποµένως a ≤ ∥T ∥. ΄Επεται ότι ∥g∥∞ ≤ ∥T ∥ και τώρα η (*) δείχνει ότι T = Mg.

(ii) Για την γενική (σ-πεπερασµένη) περίπτωση, γράφουµε τον X ως ένωση αριθµήσιµης οικογένειας ξένων

ανά δύο υποσυνόλων Xn πεπερασµένου µέτρου. ΄Εστω en ∈ L2(X, µ) η χαρακτηριστική συνάρτηση του

Xn και gn = T (en). ΄Οπως προηγουµένως, για κάθε f ∈ L∞(X, µ) ∩ L2(X, µ) και κάθε n ∈ N έχουµε

T Men ( f ) = T ( f en) = T (M f (en)) = M f (T (en)) = M f (gn) = f gn.

Συµπεραίνουµε όπως πριν ότι ο Mgn είναι ϕραγµένος τελεστής και ότι Mgn = T Men , άρα ∥gn∥∞ =

∥Mgn ∥ ≤ ∥T ∥ για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι αν ορίσουµε την g στο X από την σχέση g |Xn = gn |Xn για κάθε

n ∈ N, τότε η g είναι µ-µετρήσιµη και ∥g∥∞ ≤ sup
n
∥gn∥∞ ≤ ∥T ∥, άρα g ∈ L∞(X, µ) και

MgMen = Mgen = Mgn = T Men

για κάθε n ∈ N. Αφού ο τελεστής Men είναι η προβολή στον υπόχωρο L2(Xn, µ) του L2(X, µ), οι

ϕραγµένοι τελεστές Mg και T συµπίπτουν σε καθένα από τους υποχώρους αυτούς, άρα (αφού είναι

γραµµικοί και συνεχείς) συµπίπτουν και στην κλειστή γραµµική ϑήκη της ένωσής τους, που είναι2 όλος ο

L2(X, µ). □

Ορισµός 9.1.4. ΄Εστω H χώρος Hilbert . Μία άλγεβρα von Neumann M στον H είναι ένα αυτοσυζυγές

υποσύνολο του B(H) που ικανοποιεί

M =M′′.

Παρατήρηση 9.1.5. ( i) Κάθε άλγεβρα von Neumann είναι C∗-άλγεβρα µε µονάδα. Επιπλέον όµως είναι

WOT -κλειστή.

( ii) Αν S ⊆ B(H), τότε το σύνολο (S ∪ S∗)′′ είναι η µικρότερη άλγεβρα von Neumann που περιέχει το

S, και ονοµάζεται η άλγεβρα von Neumann που παράγεται από το S.

( iii) Κάθε άλγεβρα von Neumann M στον H είναι της µορφής S′ για κάποιο αυτοσυζυγές σύνολο

S ⊆ B(H) (π.χ. S =M′).

Παραδείγµατα 9.1.6. ( i) Ο χώρος B(H) είναι άλγεβρα von Neumann.

2 Αν η h ∈ L2(X, µ) είναι κάθετη σε κάθε L2(Xn, µ), τότε για κάθε n και f ∈ L2(Xn, µ) έχουµε
∫
Xn

h f̄ dµ = 0, άρα

(ϑέτοντας f = hen)
∫
Xn

|h|2dµ = 0, άρα ∥h∥22 =
∫
X

|h|2dµ =
∑
n

∫
Xn

|h|2dµ = 0, δηλαδή h = 0.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 5



Θεωρία Τελεστών

( ii) Το σύνολο K (H) όλων των συµπαγών τελεστών στον H είναι C∗-άλγεβρα, όχι όµως άλγεβρα von

Neumann εκτός αν dim H < ∞. Παράγεται (ως C∗-άλγεβρα) από τις προβολές της.

( iii) ΄Εστω (X, µ) σ-πεπερασµένος χώρος µέτρου. Τότε ηMµ είναι αβελιανή άλγεβρα von Neumann στον

L2(X, µ). Είναι µάλιστα µεγιστική αβελιανή.

( iv) Το σύνολοA = {M f : f ∈ C([0, 1])} είναι C∗-άλγεβρα στον L2([0, 1], λ) (όπου λ το µέτρο Lebesgue),

αλλά δεν είναι άλγεβρα von Neumann. Ισχύει ότι A′′ = A′ = Mλ . Η A δεν περιέχει προβολές εκτός

των 0 και I .

΄Ενα από τα πιο ϑεµελιώδη αποτελέσµατα στην ϑεωρία των αλγεβρών von Neumann είναι ο συσχετισµός

της αλγεβρικής συνθήκηςM =M′′ µε µία τοπολογική συνθήκη:

Θεώρηµα 9.1.7 (von Neumann ). ΄Εστω A µία αυτοσυζυγής υπάλγεβρα του B(H) που περιέχει τον

ταυτοτικό τελεστή. Τότε

A′′ = A
SOT
= A

WOT
.

Ειδικότερα, η A είναι άλγεβρα von Neumann αν και µόνον αν είναι SOT -κλειστή, αν και µόνον αν είναι

WOT -κλειστή.

Θα χρησιµοποιήσουµε το

Λήµµα 9.1.8. ΄Εστω A ⊆ B(H) αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή. Τότε

A′′ ⊆ RefA.

Απόδειξη. ΄Εστω T ∈ A′′ και x ∈ H . Ονοµάζουµε P την προβολή στον υπόχωρο [Ax] του H . Εφόσον ο

[Ax] είναι A-αναλλοίωτος (η A είναι άλγεβρα), ισχύει AP = PAP για κάθε A ∈ A. Αλλά A∗ ∈ A, άρα

A∗P = PA∗P, εποµένως PA = PAP. ΄Επεται ότι AP = PA για κάθε A ∈ A, δηλαδή P ∈ A′. Εποµένως

T P = PT . Αλλά I ∈ A, άρα x = I x ∈ [Ax] και συνεπώς T x = T Px = PT x ∈ [Ax]. Αφού το x ∈ H
είναι αυθαίρετο, δείξαµε ότι T ∈ RefA.

Εποµένως A′′ ⊆ RefA. □

Θα δείξουµε σε λίγο (Πόρισµα 9.1.11) ότι στην πραγµατικότητα, ισχύει η ισότητα RefA = A′′.

Απόδειξη του Θεωρήµατος του von Neumann :

ΕπειδήA ⊆ A′′ και ηA′′ είναι SOT-κλειστή, έχουµεA
SOT
⊆ A′′. Αλλά ηA είναι γραµµικός χώρος, άρα

(Πρόταση 8.1.13) A
SOT
= A

WOT
.

Μένει να δειχθεί ότι A′′ ⊆ A
SOT

.

Από την Πρόταση 8.1.17, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε n ∈ N έχουµε (A′′)(n) ⊆ RefA (n) . Από

το Λήµµα, εφόσον η A (n) είναι αυτοσυζυγής άλγεβρα και περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή, ξέρουµε ότι

(A (n))′′ ⊆ RefA (n) . Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι (A′′)(n) ⊆ (A (n))′′.

΄Εστω T ∈ A′′. Αρκεί να δείξουµε ότι T (n) ∈ (A (n))′′, δηλαδή ότι T (n)Q = QT (n) για κάθε Q ∈ (A (n))′.
Ας γράψουµε τον Q ως n× n πίνακα [Qi, j] µε τιµές Qi, j ∈ B(H). 3 Για κάθε τελεστή X ∈ B(H), ο QX (n)

αντιστοιχεί στον πίνακα [Qi, j X] και ο X (n)Q αντιστοιχεί στον πίνακα [XQi, j]. Αφού λοιπόν ο τελεστής Q

3Οι Qi, j ∈ B(H) ορίζονται από τις σχέσεις

〈
Qi, j x, y

〉
H
=
〈
Qx⃗ j, y⃗i

〉
H (n) για κάθε x, y ∈ H , όπου x⃗ j ∈ H (n) είναι το

διάνυσµα - στήλη που έχει x στη ϑέση j και 0 στις άλλες ϑέσεις.
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µετατίθεται µε τον διαγώνιο πίνακα τελεστών A(n) για κάθε A ∈ A, κάθε Qi, j ϑα ανήκει στον A′. ΄Οµως

από την υπόθεση έχουµε T ∈ (A′)′ οπότε ο T µετατίθεται µε κάθε Qi, j . ΄Επεται ότι ο διαγώνιος T (n)

µετατίθεται µε τον Q = [Qi, j], άρα T (n) ∈ (A (n))′′. □

Παρατήρηση 9.1.9. ΄Εστω A αυτοσυζυγής τελεστής. Γράφουµε A =
∫
λdEλ από το Φασµατικό Θεώρη-

µα. Οι ϕασµατικές προβολές E(Ω) µπορεί να µην ανήκουν στην C∗-άλγεβρα που παράγεται από τον

A (παράδειγµα: ο τελεστής M του πολλαπλασιασµού επί x στον L2([0, 1]) παράγει την C∗-άλγεβρα

{M f : f ∈ C([0, 1])}, που δεν περιέχει προβολές). ΄Οµως, όπως δείξαµε στην Παρατήρηση 7.1.13, οι

προβολές αυτές ανήκουν στην άλγεβρα von Neumann {A}′′ που παράγει ο A).

Πόρισµα 9.1.10. Κάθε άλγεβρα von Neumann είναι η norm-κλειστή γραµµική ϑήκη των προβολών που

περιέχει. (Παράβαλε: µία C∗-άλγεβρα µπορεί να µην έχει µη τετριµµένες προβολές.)

Απόδειξη. ΄Εστω M άλγεβρα von Neumann. Αφού η M είναι αυτοσυζυγής, κάθε A ∈ M γράφεται

A = A1+ iA2 όπου Ai αυτοσυζυγής. Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι κάθε αυτοσυζυγής A ∈ M προσεγγίζεται

στην τοπολογία της νόρµας από (πεπερασµένους) γραµµικούς συνδυασµούς προβολών που ανήκουν

στηνM.

Από το Φασµατικό Θεώρηµα έχουµε A =
∫
λdEλ , όπου το ολοκλήρωµα συγκλίνει στην τοπολογία της

νόρµας. ΄Αρα ο A ανήκει στην norm-κλειστή γραµµική ϑήκη των ϕασµατικών του προβολών E(Ω) (όπου

Ω είναι Borel υποσύνολο του ϕάσµατος σ(A) του A). ΄Οµως, όπως µόλις παρατηρήσαµε, οι ϕασµατικές

προβολές του A ανήκουν στον {A}′′, άρα στηνM . □

Πόρισµα 9.1.11. ΄Εστω A ⊆ B(H) αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή. Τότε

A′′ = RefA (= A
SOT

).

Απόδειξη. Από το Λήµµα 9.1.8 έπεται ότιA′′ ⊆ RefA. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι, αν T ∈ RefA, τότε

T ∈ A′′, δηλαδή TQ = QT για κάθε Q ∈ A′. Επειδή όµως η A′ είναι άλγεβρα von Neumann , άρα

παράγεται από τις προβολές της, αρκεί να υποθέσουµε ότι η Q είναι προβολή.

Αν Ho = Q(H), ϑα δείξουµε ότι ο Ho είναι T -αναλλοίωτος. ΄Εστω x ∈ Ho. Τότε T x ∈ Ax (γιατί T ∈ RefA).

Αλλά ο υπόχωρος Ho είναι A-αναλλοίωτος, εφόσον Q ∈ A′. Εποµένως Ax ⊆ Ho, άρα και Ax ⊆ Ho
αφού ο Ho είναι κλειστός. Εποµένως τελικά T x ∈ Ho, δηλαδή T (Ho) ⊆ Ho. Αλλά η προβολή στον H⊥o ,

δηλαδή η I −Q, ανήκει επίσης στηνA′. Το ίδιο επιχείρηµα λοιπόν δείχνει ότι T (H⊥o ) ⊆ H⊥o , άρα τελικά ο

Ho ανάγει τον T , πράγµα που σηµαίνει ότι QT = TQ (Λήµµα 2.2.1). □

Υπενθυµίζουµε (δες το Παράδειγµα στην Παρατήρηση 8.1.15 ότι υπάρχει άλγεβρα A ⊆ B(H) (ϐεβαίως

µη αυτοσυζυγής) που περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή τέτοια ώστε RefA , A
SOT

.

Πόρισµα 9.1.12. Αν A είναι άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο Hilbert, τότε υπάρχει

αριθµήσιµο σύνολο E ⊆ A προβολών που παράγει την A ως άλγεβρα von Neumann, δηλαδή τέτοιο

ώστε E′′ = A.

Απόδειξη. Από τη Πρόταση 8.1.24, η µοναδιαία µπάλα του B(H) εφοδιασµένη µε την τοπολογία WOT

είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος, συνεπώς το ίδιο ισχύει για την µοναδιαία µπάλα τηςA. Υπάρχει λοιπόν

αριθµήσιµο σύνολο {An : n ∈ N} που είναι WOT-πυκνό υποσύνολο της µοναδιαίας µπάλας τηςA. Από το

προηγούµενο Πόρισµα κάθε An ανήκει στην norm-κλειστή γραµµική ϑήκη του συνόλου των προβολών της

A. Εποµένως για κάθε m ∈ N υπάρχει πεπερασµένο σύνολο En,m = {E1, . . . , Ek } από προβολές της A

και αριθµοί {λ1, . . . , λk } ώστε ∥An −
∑
λiEi∥ <

1
m . ΄Αρα ο An ανήκει στην norm-κλειστή γραµµική ϑήκη

του αριθµήσιµου συνόλου En = ∪mEn,m.
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΄Εστω E =
⋃
n
En. Τότε E ⊆ A άρα E′′ ⊆ A. Αντίστροφα αν ο T µετατίθεται µε το E τότε µετατίθεται µε

κάθε En και άρα µε κάθε An. Αφού το σύνολο {An : n ∈ N} είναι WOT-πυκνό στην µοναδιαία µπάλα του

A, έπεται ότι ο T µετατίθεται µε τη µοναδιαία µπάλα, άρα και µε όλην την A. Εποµένως E′ ⊆ A′, άρα

A = A′′ ⊆ E′′. □

Παρατήρηση 9.1.13. Ας σηµειωθεί η διαφορά ανάµεσα στα δύο τελευταία Πορίσµατα: µία άλγεβρα

von Neumann δεν είναι ποτέ ίση µε την norm-κλειστή άλγεβρα που παράγεται από αριθµήσιµο σύνολο

προβολών, εκτός αν έχει πεπερασµένη διάσταση.

Απόδειξη. ΄Ασκηση: ∆είξτε ότι µία απειροδιάστατη άλγεβρα von Neumann δεν είναι διαχωρίσιµος χώρος

στην τοπολογία της νόρµας, διότι περιέχει µία άπειρη ακολουθία κάθετων ανά δύο προβολών, και εποµένως

περιέχει µία ισοµετρική εικόνα του ℓ∞(N), που δεν είναι διαχωρίσιµος.

9.1.2 Κάθε masa είναι πολλαπλασιαστική άλγεβρα

Ορισµός 9.1.14. Αν H, K είναι χώροι Hilbert, δύο υποσύνολα S ⊆ B(H), T ⊆ B(K ) λέγονται

ορθοµοναδιαία ισοδύναµα (unitarily equivalent) αν υπάρχει ορθοµοναδιαίος τελεστής U : H → K
ώστε η απεικόνιση

adU : B(H) → B(K ) : A→ U AU∗

να απεικονίζει το S επί του T .

Παρατήρηση 9.1.15. ( i) Είναι ϕανερό ότι η απεικόνιση adU είναι ισοµετρικός *-ισοµορφισµός. Εποµένως

αν δύο C∗-άλγεβρες A ⊆ B(H), B ⊆ B(K ) είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµες, τότε είναι *-ισόµορφες.

Το αντίστροφο δεν ισχύει : ϐλ.( iii).

( ii) Αποδεικνύεται ότι κάθε *-ισοµορφισµός του B(H) επί του B(K ) είναι ορθοµοναδιαία ισοδυναµία.

Εποµένως, αν A ⊆ B(H), B ⊆ B(K ) είναι C∗-άλγεβρες και ϕ : A → B είναι *-ισοµορφισµός, τότε ο ϕ
είναι ορθοµοναδιαία ισοδυναµία αν και µόνον αν επεκτείνεται σε *-ισοµορφισµό του B(H) επί του B(K ).

( iii) Μία ορθοµοναδιαία ισοδυναµία δεν διατηρεί µόνον την C∗-αλγεβρική δοµή, διατηρεί επιπλέον και την

δράση στους αντίστοιχους χώρους Hilbert : Αν δύο C∗-άλγεβρες είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµες, τότε

δρούν (σε ισοµετρικά ισόµορφους χώρους) «κατά τον ίδιο τρόπο». Παραδείγµατος χάριν, δύο άλγεβρες

von Neumann είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµες αν και µόνον αν οι µεταθέτες τους είναι ορθοµοναδιαία

ισοδύναµοι (Απόδειξη : άσκηση). ΄Επεται ότι αν µία άλγεβρα τελεστών είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµη µε

µία masa, τότε και η ίδια είναι masa.

Εποµένως, ανM είναι µια masa, τότε ηM είναι ϐεβαίως ισοµετρικά ισόµορφη µε τηνM (2) (µέσω της

απεικόνισης A → A ⊕ A), αλλά οι µεταθέτες M′ = M και (M (2))′ = M2(M) δεν είναι ισόµορφοι.

Συνεπώς οιM καιM (2) δεν µπορεί να είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµες.

Επίσης, αν ϕ = adU είναι ορθοµοναδιαία ισοδυναµία, τότε η ϕ και η ϕ−1 είναι SOT -SOT συνεχείς (Απόδειξη :

άσκηση).

Τα κεντρικά αποτελέσµατα αυτής της παραγράφου είναι

Θεώρηµα 9.1.16. Κάθε αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο είναι ισοµετρικά

*-ισοµορφική µε τον L∞([0, 1], µ) για κάποιο Borel µέτρο πιθανότητας µ.

Θεώρηµα 9.1.17. Κάθε µεγιστική αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο Hilbert

είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµη µε την πολλαπλασιαστική άλγεβρα του χώρου µέτρου ([0, 1], µ), για κάποιο

Borel µέτρο πιθανότητας µ.
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Για τις αποδείξεις, ϑα χρειασθούν µερικά προκαταρκτικά αποτελέσµατα.

Ορισµός 9.1.18. ΄Εστω S ⊆ B(H) γραµµικός υπόχωρος. ΄Ενα διάνυσµα ξ ∈ H διαχωρίζει τον S αν

Sξ , 0 για κάθε S ∈ S\{0}. Το ξ είναι κυκλικό για τον S αν ο [Sξ] είναι πυκνός στον H .

Λήµµα 9.1.19. ( i) Αν το ξ είναι κυκλικό για το S τότε διαχωρίζει τον S′.

( ii) Αν ηM είναι άλγεβρα von Neumann και το ξ διαχωρίζει τηνM τότε είναι κυκλικό για τηνM′.

Συνεπώς ένα διάνυσµα είναι κυκλικό για µια άλγεβρα von Neumann αν και µόνον αν διαχωρίζει τον

µεταθέτη της.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω T ∈ S′ ώστε Tξ = 0. Τότε T Sξ = S(Tξ) = 0 για κάθε S ∈ S, και συνεπώς T (Sξ) = 0.

Αλλά ο [Sξ] είναι πυκνός στον H και συνεπώς T = 0.

(ii) ΄Εστω P η προβολή στον υπόχωρο M′ξ . Ο υπόχωρος αυτός είναι M′-αναλλοίωτος, άρα

P ∈ (M′)′ = M. Αλλά Pξ = ξ , δηλαδή (I − P)ξ = 0 άρα I − P = 0 αφού η I − P ανήκει στην

M την οποία το ξ διαχωρίζει. ΄Αρα P = I , πράγµα που σηµαίνει ότι ο υπόχωροςM′ξ είναι πυκνός στο

H . □

Λήµµα 9.1.20. Κάθε αβελιανή άλγεβρα von NeumannM που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο H έχει διαχω-

ϱίζον διάνυσµα ξ . Αν ηM είναι masa, τότε το ξ είναι και κυκλικό.

Απόδειξη. Από το Λήµµα του Zorn, υπάρχει µία masa N που περιέχει την M (αν η M είναι masa τότε

N =M). Θα κατασκευάσουµε ένα µοναδιαίο διάνυσµα ξ ∈ H κυκλικό για τηνN . Τότε το ξ ϑα διαχωρίζει

την N ′ = N . ΄Επεται ότι το ξ ϑα διαχωρίζει και τηνM.

Ονοµάζουµε δύο διανύσµατα ξ, η ∈ H πολύ κάθετα αν οι υπόχωροι N ξ και Nη είναι κάθετοι. Από το

Λήµµα του Zorn, υπάρχει µία µεγιστική οικογένεια Ξ ⊆ H από πολύ κάθετα µοναδιαία διανύσµατα. Αφου ο

H είναι διαχωρίσιµος, η Ξ είναι αριθµήσιµη, έστω Ξ = {ξn : n ∈ N}. ΄Εστω Pn η ορθή προβολή στονN ξn.

Επειδή ο υπόχωρος αυτός είναι αναλλοίωτος από τηνN , ϑα έχουµε Pn ∈ N
′ = N (δες την απόδειξη του

9.1.8).

΄Εστω ξ =
∑

n

1
2n ξn. Ισχυριζόµαστε ότι το ξ είναι κυκλικό για τηνN . Αν όχι, ϑα υπήρχε µοναδιαίο διάνυσµα

η ∈ H κάθετο στον N ξ . Τότε για κάθε n ∈ N και A, B ∈ N ϑα είχαµε

⟨Aη, Bξn⟩ = ⟨η, A∗B(2nPnξ)⟩ = 0

αφού A∗BPn ∈ N και η ⊥ N ξ . Τότε όµως ο Nη ϑα ήταν κάθετος σε κάθε N ξn, πράγµα που αντιβαίνει

στην µεγιστικότητα της Ξ. □

Λήµµα 9.1.21. ΄ΕστωM αβελιανή άλγεβρα von Neumann σε διαχωρίσιµο χώρο Hilbert H . Τότε υπάρχει

αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ M ώστε {A}′′ =M. Μπορούµε µάλιστα να επιλέξουµε τον A ώστε 0 ≤ A ≤ I .

Απόδειξη. ΄Εστω E = {En} αριθµήσιµο σύνολο προβολών τηςM ώστε E′′ =M (Πόρισµα 9.1.12). ΄Εστω

Sn = 2En − I . Παρατηρούµε ότι S2
n = 4E2

n − 4En + I = I , άρα ∥Sn∥
2 = S∗nSn =

S2
n
 = 1 για κάθε

n ∈ N, Ορίζουµε

B =
∑

n

1
4n (2En − I) =

∑
n

1
4n Sn

(η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα). Θα δείξουµε ότι {B}′′ = M = E′′. Αρκεί να δείξουµε ότι αν ένας

τελεστής T ∈ B(H) µετατίθεται µε τον B, τότε µετατίθεται µε κάθε En.
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΄Εστω ότι ο T µετατίθεται µε τον B και µε τις E1, E2, ..., En−1. Θα δείξουµε ότι ο T µετατίθεται µε την En.

Παρατηρούµε ότι ο T µετατίθεται µε τον τελεστή

4n(B −
n−1∑
k=1

1
4k Sk ) = 4n

∞∑
k=n

1
4k Sk = Sn + B1

όπου
B1 =

∞∑
k=1

1
4k Sk+n.

΄Επεται ότι ο T µετατίθεται µε τον

1
2

(3(Sn + B1) − (Sn + B1)3) = Sn + B2

όπου
B2 = −

3
2

SnB2
1 −

1
2

B3
1

(χρησιµοποιήσαµε ότι S2
n = I). Παρατηρούµε ότι ∥B2∥ ≤

3
2 ∥B1∥

2 + 1
2 ∥B1∥

3 ≤ 5
9 ∥B1∥, γιατί ∥B1∥ ≤

1
3 .

Επαναλαµβάνοντας τον ίδιο συλλογισµό µε τον B2 στη ϑέση του B1, συµπεραίνουµε ότι ο T µετατίθεται µε

τον Sn+B3 όπου ∥B3∥ ≤ ( 5
9 )2∥B1∥ και συνεχίζουµε επαγωγικά. ΄Επεται ότι για κάθε k ∈ N, ο T µετατίθεται

µε τον Sn + Bk όπου ∥Bk ∥ ≤ ( 5
9 )k−1∥B1∥. Αλλά limk (Sn + Bk ) = Sn, άρα δείξαµε ότι ο T µετατίθεται µε

τον Sn και άρα µε την En.

Για να δείξουµε ότι ο T µετατίθεται µε την E1 (ισοδύναµα µε τον S1), γράφουµε 4B = S1 + A1 όπου

A1 =
∞∑

k=1

1
4k Sk+1 και συνεχίζουµε όπως στην προηγούµενη παράγραφο. Η επαγωγή είναι τώρα πλήρης.

Παρατηρούµε ότι ο τελεστής B που κατασκευάσαµε ικανοποιεί −1
3 I ≤ B ≤ 1

3 I . Αν λοιπόν τον αντικατα-

στήσουµε µε τον B + 1
3 I , ϐρίσκουµε έναν τελεστή A µε τον ίδιο µεταθέτη που ικανοποιεί 0 ≤ A ≤ I . □

Πόρισµα 9.1.22. Αν M είναι αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο H , τότε

υπάρχει ϕασµατικό µέτρο E(·) ορισµένο στα Borel υποσύνολα του [0, 1] ώστε

M = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 9.1.21, υπάρχει αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ M µε 0 ≤ A ≤ I ώστε A′′ =M.

Επειδή 0 ≤ A ≤ I , το ϕάσµα του A περιέχεται στο [0, 1]. Εποµένως το ϕασµατικό του µέτρο ϑα ϕέρεται

από το [0, 1].

΄Εχουµε όµως δείξει (Θεώρηµα 7.1.21) ότι {A}′′ = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′, και συνεπώς

M = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′. □

Παρατήρηση 9.1.23. Το σύνολοP (M) των προβολών µιας άλγεβρας von NeumannM ⊆ B(H) ταυτίζεται

µε το σύνολο των κλειστών υποχώρων του H που είναι M′-αναλλοίωτοι (µέσω της απεικόνισης που

αντιστοιχεί σε κάθε (ορθή) προβολή P τον υπόχωρο P(H)). Εποµένως το P (M) αποτελεί σύνδεσµο αν

ονοµάσουµε P ∨ Q την προβολή στον υπόχωρο [P(H) +Q(H)] και P ∧ Q την προβολή στον υπόχωρο

P(H) ∩ Q(H). ΄Οταν η M είναι µεταθετική, ο σύνδεσµος αυτός είναι επιµεριστικός, εποµένως είναι

σύνδεσµος Boole. Ο λόγος είναι ότι, όταν δύο προβολές P,Q µετατίθενται, τότε P∨Q = P +Q − PQ και

P ∧Q = PQ, και ϕυσικά η πρόσθεση επιµερίζεται ως προς τον πολλαπλασιασµό.

Πρόταση 9.1.24. ΄Εστω (K,S) µετρήσιµος χώρος και E = {E(Ω) : Ω ∈ S} ϕασµατικό µέτρο σε διαχωρί-

σιµο χώρο Hilbert H . Υπάρχει µέτρο πιθανότητας µ στον K ώστε η αβελιανή άλγεβρα von NeumannM

που παράγεται από το E να είναι ισοµετρικά *-ισοµορφική µε τον L∞(K, µ).
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Απόδειξη. Εφόσον ο H είναι διαχωρίσιµος, υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα, έστω ξ ∈ H , που διαχωρίζει την

αβελιανή άλγεβρα von NeumannM (Λήµµα 9.1.20). Θέτουµε

µ(Ω) = µξ,ξ (Ω) = ⟨E(Ω)ξ, ξ⟩ (Ω ∈ S).

Από τον ορισµό του ϕασµατικού µέτρου, το µ είναι µέτρο πιθανότητας στον K . Αν E(Ω) = 0, τότε ϐεβαίως

µ(Ω) = 0. Αλλά και αντίστροφα, αν µ(Ω) = 0 τότε ∥E(Ω)ξ∥2 = ⟨E(Ω)ξ, E(Ω)ξ⟩ = ⟨E(Ω)ξ, ξ⟩ = 0,

οπότε E(Ω) = 0 αφού το ξ διαχωρίζει τηνM. ∆ηλαδή τα µέτρα µ και E(.) είναι «ισοδύναµα» (έχουν τα

ίδια µηδενικά σύνολα).

Στην παράγραφο 7.1.2, ορίσαµε έναν συνεχή *-µορφισµό

f → θo( f ) =
∫
K

f dE

από την άλγεβρα L∞(K ) των ϕραγµένων µετρήσιµων συναρτήσεων f : K → C µε τιµές στον B(H ). Αν

f =
∑

ci χΩi ∈ L
∞(K ) είναι απλή, τότε

θo( f ) =
∑

i

ciE(Ωi) ∈ M

και συνεπώς, αφού οι απλές συναρτήσεις είναι πυκνές στην L∞(K ), έχουµε θo( f ) ∈ M για κάθε

L∞(K ).

Ισχυρισµός : Η θo επάγει µια καλά ορισµένη απεικόνιση

θ : L∞(K, µ) →M

που είναι ισοµετρικός *-µορφισµός.

Απόδειξη. ΄Εστω πρώτα ότι η f είναι απλή µετρήσιµη. ∆είχνουµε ότι ∥θo( f )∥ = esssup| f | όταν η f είναι

απλή.

Αν f =
∑

ci χΩi όπου {Ωi} είναι µια µετρήσιµη διαµέριση του K τότε το ουσιώδες supremum της f είναι

∥ f ∥∞ = max{|ci | : µ(Ωi) , 0}. Αλλά

∥θo( f )∥ = 
∑

ciE(Ωi)
 = max

i
∥ciE(Ωi)∥ = max{|ci | : E(Ωi) , 0} = ∥ f ∥∞

αφού οι E(Ωi) είναι κάθετες ανά δύο προβολές και E(Ω) , 0 αν και µόνον αν µ(Ω) , 0. Εφόσον

οι απλές συναρτήσεις είναι ∥·∥∞-πυκνές στον L∞(K, µ), η ισότητα ∥θ( f )∥ = esssup| f | ισχύει για κάθε

ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση. Ο ισχυρισµός αποδείχθηκε. □

Μένει τώρα να αποδειχθεί ο

Ισχυρισµός : Η θo απεικονίζει την L∞(K, µ) επί τηςM. ∆ηλαδή αν

Mo ≡ {θ( f ) : f ∈ L∞(K, µ)}

έχουµεMo =M.
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Απόδειξη. (J.A. Erdos) Ας παρατηρήσουµε ότι η Mo, ως ισοµετρικά *-ισοµορφική µε την C∗-άλγεβρα

L∞(K, µ), είναι C∗-άλγεβρα. Επιπλέον επειδή E ⊆ Mo και E′′ = M, έπεται ότι M′′o = M. Από το

Θεώρηµα von Neumann (9.1.7) συµπεραίνουµε ότι ηMo είναι SOT-πυκνή στηνM. Ειδικότερα για κάθε

η ∈ H , ο υπόχωροςMoη είναι πυκνός στονMη.

΄Εστω B ∈ M. Θα ϐρούµε µια f ∈ L∞(K, µ) ώστε B = θ( f ).

Επειδή κάθε στοιχείο τηςM είναι γραµµικός συνδυασµός ϑετικών στοιχείων τηςM, µπορούµε να υποθέ-

σουµε ότι ο B είναι ϑετικός τελεστής.

Παρατηρούµε ότι για κάθε Ω ∈ S έχουµε E(Ω)B = BE(Ω) αφού η M είναι µεταθετική και άρα

E(Ω)BE(Ω) = E(Ω)2B = E(Ω)B.

Ορίζουµε ένα νέο µέτρο ν στον (K,S) από την σχέση

ν(Ω) = µBξ,ξ (Ω) = ⟨E(Ω)Bξ, ξ⟩ = ⟨E(Ω)BE(Ω)ξ, ξ⟩ = ⟨BE(Ω)ξ, E(Ω)ξ⟩ .

΄Εχουµε 0 ≤ ν(Ω) ≤ ∥B∥µ(Ω) για κάθε Ω ∈ S γιατί 0 ≤ B ≤ ∥B∥I . ΄Επεται ότι το ν είναι πεπερασµένο

και µ-απόλυτα συνεχές. Από το ϑεώρηµα Radon -Nikodym (δες Γ. Κουµουλλής, Σ. Νεγρεπόντης, Θεωρία

Μέτρου, Εκδ. Συµµετρία, 1988, 10.12), υπάρχει f ∈ L1(K, µ) ώστε

ν(Ω) =
∫
Ω

f dµ (Ω ∈ S).

Το ν είναι ϑετικό µέτρο, άρα η f είναι µη αρνητική. Ισχυρίζοµαι ότι f ≤ ∥B∥ µ-σχεδόν παντού. Πράγµατι,

αν ϵ > 0 και Ωϵ = {t ∈ K : f (t) > ∥B∥ + ϵ } τότε

(∥B∥ + ϵ )µ(Ωϵ ) =
∫
Ωϵ

(∥B∥ + ϵ )dµ ≤
∫
Ωϵ

f dµ = ν(Ωϵ ) ≤ ∥B∥µ(Ωϵ )

άρα µ(Ωϵ ) = 0. Εποµένως f ∈ L∞(K, µ).

Θα ολοκληρώσουµε την απόδειξη δείχνοντας ότι B = θ( f ).

Για κάθε Ω ∈ S,

⟨(B − θ( f ))ξ, E(Ω)ξ⟩ = ⟨Bξ, E(Ω)ξ⟩ − ⟨θ( f )ξ, E(Ω)ξ⟩
= ν(Ω) − ⟨E(Ω)θ( f )ξ, ξ⟩.

Αλλά E(Ω)θ( f ) = θ( χΩ)θ( f ) = θ( χΩ f ), οπότε

⟨(B − θ( f ))ξ, E(Ω)ξ⟩ = ν(Ω) − ⟨θ( χΩ f )ξ, ξ⟩ =
∫
Ω

f dµ −
∫

χΩ f dµ = 0.

΄Επεται ότι το (B− θ( f ))ξ είναι κάθετο σε κάθε E(Ω)ξ , άρα και στην γραµµική ϑήκη του {E(Ω)ξ : Ω ∈ S},
δηλαδή στον χώροMoξ . Αλλά ηMo είναι SOT-πυκνή στηνM, εποµένως το (B − θ( f ))ξ είναι κάθετο

στοMξ . Από την άλλη µεριά όµως ο B − θ( f ) ανήκει στηνM, άρα είναι κάθετο και στον εαυτό του, άρα

(B − θ( f ))ξ = 0 και συνεπώς B − θ( f ) = 0 αφού το ξ διαχωρίζει τηνM . □

΄Αµεση είναι τώρα η απόδειξη του Θεωρήµατος 9.1.16 : αρκεί να συνδυάσουµε την Πρόταση 9.1.22 και

την Πρόταση 9.1.24.

Επίσης στην απόδειξη της Πρότασης 9.1.24 εµπεριέχεται ουσιαστικά η απόδειξη του εποµένου Πορίσµατος.
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Πόρισµα 9.1.25. Αν A είναι ϕυσιολογικός τελεστής σε διαχωρίσιµο χώρο Hilbert, η (αβελιανή) άλγεβρα

von Neumann {A}′′ που παράγεται από τον A ισούται µε το σύνολο

{ f (A) : f ∈ L∞(σ(A))}

όπου L∞(σ(A)) είναι το σύνολο των Borel ϕραγµένων συναρτήσεων f :σ(A)→C.

Πρόταση 9.1.26. ΄ΕστωM ⊆ B(H) αβελιανή άλγεβρα von Neumann που έχει κυκλικό διάνυσµα ξ ∈ H
και (K,S, µ) χώρος µέτρου πιθανότητας. Τότε σε κάθε (αλγεβρικό) *-ισοµορφισµό θ : L∞(K, µ) →
M αντιστοιχεί ένας ορθοµοναδιαίος τελεστής U : H → L2(K, µ) ώστε Uθ( f )U−1 = M f για κάθε

f ∈ L∞(K, µ). Εποµένως η M είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµη µε την πολλαπλασιαστική άλγεβρα

Mµ ⊆ B(L2(K, µ)).

Ο ορθοµοναδιαίος τελεστής U λέγεται ότι υλοποιεί (implements) τον ισοµορφισµόM →Mµ : θ( f ) →
M f .

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι, επειδή οι L∞(K, µ) καιM είναι C*-άλγεβρες, η θ : L∞(K, µ) →M
είναι κατ’ανάγκην ισοµετρία. Πράγµατι, όπως ϕαίνεται από την απόδειξη του Λήµµατος 7.1.9, η θ είναι

συστολή. Με το ίδιο όµως επιχείρηµα,4 η θ−1 είναι συστολή. Από την ίδια απόδειξη ϕαίνεται ότι η θ
διατηρεί την διάταξη (συνεπώς και η θ−1 την διατηρεί).

Αν Lo(K,S) είναι η *-άλγεβρα των απλών µετρήσιµων συναρτήσεων f : K → C και

Mo = {θ( f ) : f ∈ Lo(K,S)}, ϑέτουµε

Ho =Moξ = {θ( f )ξ : f ∈ Lo(K,S)}.

Ισχυριζόµαστε ότι ο υπόχωρος Ho είναι πυκνός στον H . Πράγµατι, αφού η θ είναι ισοµετρία, ηMo είναι

∥·∥-πυκνή στηνM. Εποµένως, αν ένα η ∈ H είναι κάθετο στον Ho, ϑα είναι κάθετο και στονMξ , που

είναι πυκνός υπόχωρος του H , αφού το ξ είναι κυκλικό διάνυσµα. Εποµένως η = 0.

Κατασκευάζουµε τώρα ένα νέο µέτρο ν στην S ως εξής:

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το ξ είναι µοναδιαίο διάνυσµα. Για κάθε Ω ∈ S ϑέτουµε

ν(Ω) = ⟨θ( χΩ)ξ, ξ⟩ = ∥θ( χΩ)ξ∥2.

Παρατηρούµε ότι ν(Ω) = 0 αν και µόνον αν θ( χΩ) = 0 (γιατί το ξ διαχωρίζει τηνM, αφού διαχωρίζει την

M′ - Λήµµα 9.1.19) αν και µόνον αν χΩ = 0 στον L∞(K, µ) (γιατί η θ είναι 1-1) αν και µόνον αν µ(Ω) = 0.

Θα δείξουµε ότι το ν είναι σ-προσθετικό µέτρο πιθανότητας. Είναι ϕανερό ότι 0 ≤ ν(Ω) ≤ 1. Επίσης

είναι ϕανερό ότι το ν είναι πεπερασµένα προσθετικό. Για να δείξουµε ότι είναι σ-προσθετικό, αρκεί να

δείξουµε ότι ν(Ωn) → 0 για κάθε ακολουθία (Ωn) στην S που ϕθίνει προς το ∅. Κάθε θ( χΩn ) := Pn ∈ M

είναι αυτοσυζυγής και ταυτοδύναµος, άρα προβολή. Αν ϑέσουµε Hn = Pn(H), τότε ο υπόχωρος Hn είναι

M′-αναλλοίωτος οπότε ο H∞ :=
⋂
n

Hn είναιM′-αναλλοίωτος. ΄Επεται ότι η προβολή P στον H∞ ανήκει

5 στην M′′ = M. Εποµένως υπάρχει Ω ∈ S ώστε P = θ( χΩ). ΄Εχουµε P ≤ Pn γιατί H∞ ⊆ Hn, άρα

χΩ ≤ χΩn (εφόσον η θ−1 διατηρεί τη διάταξη) και συνεπώς µ(Ω) ≤ µ(Ωn). Αλλά Ωn → ∅ και το µ είναι

σ-προσθετικό, άρα µ(Ω) = 0, οπότε, όπως παρατηρήσαµε προηγουµένως, ν(Ω) = 0.

4χρησιµοποιώντας ότι κάθε ϑετικό στοιχείο τηςM έχει ϑετική τετραγωνική ϱίζα
5 Γράφουµε P = ∧nPn . Παρεµπιπτόντως ας σηµειώσουµε ότι µε την ίδια µέθοδο αποδεικνύεται ότι το σύνολο P (M) των

προβολών µιας άλγεβρας von NeumannM (µεταθετικής ή όχι) αποκτά τη δοµή πλήρους συνδέσµου.
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Εποµένως το ν είναι µέτρο στον (K,S), και είναι ισοδύναµο µε το µ (όπως δείξαµε στην προηγούµενη

παράγραφο). Από το Θεώρηµα Radon - Nikodym έπεται ότι υπάρχει µη αρνητική µετρήσιµη h : K → R
ώστε ν(Ω) =

∫
Ω

hdµ για κάθε Ω ∈ S. Επίσης h(t) > 0 για µ-σχεδόν κάθε t ∈ K γιατί ν ∼ µ.

Αφού
∫

hdµ = ν(K ) < ∞, η h ανήκει στον L1(K, µ). Θέτουµε go = h1/2 ∈ L2(K, µ) και ορίζουµε µια

απεικόνιση από τον Ho στον L2(K, µ) από τον τύπο:

Uo : Ho −→ L2(K, µ) : θ( f )ξ −→ f go

όπου f απλή µετρήσιµη. Η Uo είναι καλά ορισµένη, γιατί αν f go = ggo τότε f = g αφού η go είναι µ-

σχεδόν παντού διαφορετική από το 0. Είναι ϕανερό ότι η Uo είναι γραµµική. Επίσης, η Uo είναι ισοµετρία,

γιατί αν f =
n∑

k=1
λk χΩk

µε τα Ωi ξένα ανά δύο τότε

∥ f go∥
2
2 =

∫
K

| f go |
2dµ =

∫
K

n∑
k=1

|λk |
2 χΩk

hdµ

=

n∑
k=1

|λk |
2
∫
K

χΩk
dν =

n∑
k=1

|λk |
2ν(Ωk )

=

n∑
k=1

|λk |
2∥θ( χΩk

)ξ∥2 =


n∑
k=1

λkθ( χΩk
)ξ


2

= ∥θ( f )ξ∥2

(χρησιµοποιήσαµε ότι Ωi ∩Ω j =∅ για i, j άρα χΩi χΩ j =0 και θ( χΩi )ξ⊥θ( χΩ j )ξ).

Συνεπώς η Uo επεκτείνεται σε µια ισοµετρική απεικόνιση U µε πεδίο ορισµού την κλειστή ϑήκη του Ho,

που είναι ο H . Ισχυριζόµαστε ότι το πεδίο τιµών της U είναι όλος ο L2(K, µ). Πράγµατι, είναι κλειστός

υπόχωρός του και, αν µια f ∈ L2(K, µ) είναι κάθετη στην χΩgo για κάθε Ω ∈ S τότε∫
Ω

f godµ = 0

για κάθε Ω ∈ S άρα f go = 0 µ-σχεδόν παντού και συνεπώς f = 0 µ-σχεδόν παντού γιατί η go είναι

µ-σχεδόν παντού διαφορετική από το 0.

΄Αρα η U είναι ορθοµοναδιαίος τελεστής.

Ισχυρισµός : Για κάθε απλή συνάρτηση f ∈ L∞(K, µ), ισχύει

Uθ( f )U−1 = M f .

Απόδειξη. Αν η g : K → C είναι απλή, τότε

U (θ( f )(θ(g)ξ)) = U (θ( f g)ξ) = f ggo = M f (ggo) = M f (U (θ(g)ξ))

και συνεπώς οι φραγµένοι τελεστές Uθ( f ) και M f U ταυτίζονται στον πυκνό υπόχωρο

{θ(g)ξ : g ∈ Lo(K )} = Ho, άρα παντού. □

Εφόσον οι απεικονίσεις f → M f και f → Uθ( f )U−1 είναι ∥·∥-συνεχείς (µάλιστα ισοµετρίες) η ισότητα

Uθ( f )U−1 = M f ϑα ισχύει για κάθε f ∈ L∞(K, µ). Αλλά {θ( f ) : f ∈ L∞(K, µ)} = M. Εποµένως η

απεικόνιση A −→ U AU−1 είναι ορθοµοναδιαία ισοδυναµία από τηνM επί τηςMµ. □
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Παρατήρηση 9.1.27. Στην τελευταία Πρόταση αρκεί να υποθέσει κανείς ότι η θ είναι αλγεβρικός

ισοµορφισµός, γιατί τότε αυτοµάτως ϑα διατηρεί την ενέλιξη. Πράγµατι, αφού η εικόνα της θ είναι

άλγεβρα von Neumann, που παράγεται από τις προβολές της, αρκεί να δειχθεί ότι η θ απεικονίζει (ορθές)

προβολές σε (ορθές) προβολές. Για κάθε χΩ, η θ( χΩ) είναι ταυτοδύναµη. Είναι όµως και ϕυσιολογικός

τελεστής, γιατί ηM είναι µεταθετική άλγεβρα. Αυτό συνεπάγεται ότι η θ( χΩ) είναι ορθή προβολή (δες

π.χ. Α. Κατάβολος, Εισαγωγή στη Θεωρία Τελεστών, Πανεπιστήµιο Αθηνών, 2006).

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 9.1.17 είναι τώρα άµεση. Μάλιστα, έχουµε τον ακόλουθο χαρακτηρισµό:

Θεώρηµα 9.1.28. ΄ΕστωM αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο H . Τα εξής

είναι ισοδύναµα:

( i) ΗM είναι µεγιστική.

( ii) ΗM έχει κυκλικό διάνυσµα.

( iii) ΗM είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµη µε την πολλαπλασιαστική άλγεβρα του ([0, 1], µ), όπου µ µέτρο

Borel πιθανότητας στο [0, 1].

( iv) ΗM είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµη µε την πολλαπλασιαστική άλγεβρα κάποιου χώρου (σ-πεπερασµένου)

µέτρου.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) Κάθε masa που δρα σε διαχωρίσιµο χώρο έχει κυκλικό διάνυσµα (Λήµµα 9.1.20).

(ii)⇒(iii) Από το Θεώρηµα 9.1.16, η M είναι ισόµορφη µε κάποια L∞([0, 1], µ). Αφού έχει κυκλικό

διάνυσµα, από την Πρόταση 9.1.26, ο ισοµορφισµός αυτός επάγει ορθοµοναδιαία ισοδυναµία τηςM µε

την αντίστοιχη πολλαπλασιαστική άλγεβραMµ.

(iii)⇒(iv) Προφανές.

(iv)⇒(i) Πρόταση 9.1.3. □

Πόρισµα 9.1.29. Αν Mi ⊆ B(Hi) (i = 1, 2) είναι δύο µεγιστικές αβελιανές άλγεβρες von Neumann

σε διαχωρίσιµους χώρους, τότε κάθε αλγεβρικός *-ισοµορφισµός ϕ : M1 → M2 υλοποιείται από

ορθοµοναδιαίο τελεστή U : H1 → H2.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 9.1.16, υπάρχει µέτρο Borel µστο [0, 1] και *-ισοµορφισµός θ1 : L∞([0, 1], µ) →
M1. Τότε όµως η απεικόνιση θ2 ≡ ϕ ◦ θ1 : L∞([0, 1], µ) →M2 είναι *-ισοµορφισµός. Από την Πρόταση

9.1.26, οι *-ισοµορφισµοί ψ1 : M f → θ1( f ) και ψ2 : M f → θ2( f ) υλοποιούνται από ορθοµοναδιαίους

τελεστές, συνεπώς και η σύνθεση

ψ2 ◦ ψ
−1
1 :M1 →M2 : θ1( f ) → M f → θ2( f ) ,

δηλαδή η ϕ, υλοποιείται από ορθοµοναδιαίο τελεστή. Συγκεκριµένα, υπάρχουν ορθοµοναδιαίοι τελεστές

Vi : Hi → L2([0, 1], µ) ώστε Viθi ( f )V−1
i = M f (i = 1, 2) για κάθε f ∈ L∞([0, 1], µ). ΄Εχουµε λοιπόν

V1θ1( f )V−1
1 = M f = V2θ2( f )V−1

2 = V2ϕ(θ1( f ))V−1
2

για κάθε f ∈ L∞([0, 1], µ), δηλαδή

V1 AV−1
1 = V2ϕ(A)V−1

2 ⇒ ϕ(A) = V−1
2 V1 AV−1

1 V2

για κάθε A ∈ M1. Αρκεί λοιπόν να ϑέσουµε U = V−1
2 V1. □

Η πρώτη µορφή του Φασµατικού Θεωρήµατος για ϕυσιολογικούς τελεστές είναι άµεση συνέπεια των

προηγούµενων:
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Θεώρηµα 9.1.30 (Φασµατικό ϑεώρηµα). ΄Εστω T ∈ B(H) ϕυσιολογικός τελεστής που δρα σε

διαχωρίσιµο χώρο H . Τότε υπάρχει χώρος µέτρου (K, µ) και συνάρτηση f ∈ L∞(K, µ) ώστε ο T
να είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε τον πολλαπλασιαστικό τελεστή M f ∈ B(L2(K, µ)). Μάλιστα,

µπορούµε να επιλέξουµε K = [0, 1] και µ κανονικό µέτρο Borel πιθανότητας.

Απόδειξη. Ονοµάζουµε A ⊆ B(H) την άλγεβρα von Neumann που παράγει ο T . Αφού ο T είναι

ϕυσιολογικός, η A είναι µεταθετική. Από το Λήµµα Zorn, η A περιέχεται σε µια µεγιστική αυτοσυζυγή

αβελιανή άλγεβραM ⊆ B(H).

Από το Θεώρηµα 9.1.17, η M είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµη µε κάποιαν Mµ ⊆ B(L2(K, µ)). Α-

ϕού T ∈ M, υπάρχει f ∈ L∞(K, µ) ώστε ο T να είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε τον τελεστή

M f ∈ Mµ. □

Παρατήρηση 9.1.31. Το ϑεώρηµα αληθεύει ακόµη και αν ο H δεν είναι διαχωρίσιµος. Τότε όµως (όπως

είδαµε και στο Κεφάλαιο 8) ο K δεν µπορεί εν γένει να επιλεγεί συµπαγής µετρικός και το µ δεν είναι

κατ’ανάγκην πεπερασµένο ή σ-πεπερασµένο.
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