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Θεωρία Τελεστών

5.1 Συνεχείς συναρτήσεις αυτοσυζυγούς τελεστή

5.1.1 Ο συναρτησιακός λογισµός

Σταθεροποιούµε έναν τελεστή A ∈ B(H ). Για κάθε µιγαδικό πολυώνυµο p της µορφής p(t) =
n∑

k=0
aktk ,

ϑέτουµε p(A) =
n∑

k=0
ak Ak (όπου A0 = I).

Στόχος µας είναι να ορίσουµε τελεστές της µορφής f (A) για άλλες κλάσεις συναρτήσεων f .

Πρόταση 5.1.1. Αν A ∈ B(H ) και p είναι πολυώνυµο, τότε

σ(p(A)) = {p(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Απόδειξη. Αν το p είναι σταθερό, ο p(A) είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού τελεστή, οπότε το συµπέρασµα

αληθεύει. Υποθέτουµε λοιπόν ότι το p δεν είναι σταθερό.

Αν µ ∈ C, το πολυώνυµο q(z) ≡ p(z) − µ παραγοντοποιείται :

q(z) = c(z − λ1)(z − λ2) . . . (z − λn) (όπου c , 0).

Τότε

p(A) − µI = c(A − λ1I)(A − λ2I) . . . (A − λnI).

Αν κάθε A−λk I είναι αντιστρέψιµος, τότε ϐέβαια το γινόµενό τους, άρα και το p(A)−µI , είναι αντιστρέψιµο.

Αντίστροφα αν το q(A) = p(A) − µI είναι αντιστρέψιµο, επειδή οι A − λk I µετατίθενται, ϑα είναι όλοι

αντιστρέψιµοι.1 Εποµένως µ ∈ σ(p(A)) αν και µόνον αν λk ∈ σ(A) για κάποιο k = 1, . . . , n. Αλλά τα λk
είναι οι ϱίζες του q, δηλαδή είναι ακριβώς οι µιγαδικοί αριθµοί λ που ικανοποιούν p(λ) = µ.

∆είξαµε λοιπόν ότι µ ∈ σ(p(A)) αν και µόνον αν µ = p(λ) για κάποιο λ ∈ σ(A), δηλαδή αν και µόνον αν

µ ∈ {p(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι το κρίσιµο ϐήµα για να επεκτείνουµε την απεικόνιση p → p(A) από τα

πολυώνυµα σε συναρτήσεις που είναι κατάλληλα όρια πολυωνύµων. Ας σηµειώσουµε µόνο ότι (σε

αντίθεση µε την προηγούµενη Πρόταση) το Θεώρηµα δεν ισχύει για µη ϕυσιολογικούς τελεστές. Αν για

παράδειγµα A =
(

1 1
0 1

)
και p(t) = t2, τότε σ(A) = {0, 1} οπότε ∥p∥σ(A) = 1 ενώ ∥p(A)∥ > 2 γιατί

π.χ.
p(A)

(
0
1

) = √5.

Θεώρηµα 5.1.2. Αν A ∈ B(H ) και A = A∗ τότε

∥p(A)∥ = sup{|p(λ) | : λ ∈ σ(A)} ≡ ∥p∥σ(A) .

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι το p έχει πραγµατικούς συντελεστές. Τότε ο τελεστής p(A) είναι

αυτοσυζυγής, άρα από την Πρόταση 4.1.24 η νόρµα του ισούται µε την ϕασµατική ακτίνα, εποµένως

∥p(A)∥ = sup{|µ| : µ ∈ σ(p(A))}.

Αλλά σ(p(A)) = p(σ(A)) από την Πρόταση 5.1.1, και η Ϲητούµενη ισότητα έπεται.

1Το q(A) µπορεί να γραφεί q(A) = (A − λk I)B = B(A − λk I). Πολλαπλασιάζοντας δεξιά και αριστερά µε (q(A))−1,

συµπεραίνουµε ότι το A − λk I έχει αριστερό και δεξί αντίστροφο, άρα είναι αντιστρέψιµο.
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Για την γενική περίπτωση, παρατηρούµε ότι αν p(t) =
n∑

k=0
aktk , τότε

p(A)∗p(A) = *
,

n∑
k=0

ak Ak+
-

∗

*
,

n∑
r=0

ar Ar+
-
= *
,

n∑
k=0

āk Ak+
-
*
,

n∑
r=0

ar Ar+
-
= q(A)

(εφόσον A = A∗) όπου q είναι το πολυώνυµο q(t) = p̄(t)p(t) που έχει πραγµατικούς συντελεστές. Από

την προηγούµενη παράγραφο λοιπόν έχουµε

∥q(A)∥ = sup{|q(λ) | : λ ∈ σ(A)}.

΄Οµως ∥p(A)∥2 = ∥p(A)∗p(A)∥ = ∥q(A)∥ από την ιδιότητα C∗ και εποµένως

∥p(A)∥2 = ∥q(A)∥ = sup{|q(λ) | : λ ∈ σ(A)}

= sup{| p̄(λ)p(λ) | : λ ∈ σ(A)} = (sup{|p(λ) | : λ ∈ σ(A)})2.

Η απόδειξη είναι πλήρης. □

Θα επεκτείνουµε την απεικόνιση p→ p(A) από τα πολυώνυµα στις συνεχείς συναρτήσεις. Ας ϑυµηθούµε

ότι η υπάλγεβρα P (σ(A)) ⊆ C(σ(A)) των πολυωνυµικών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το σ(A)
είναι πυκνή στην άλγεβρα C(σ(A))C(σ(A)) των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων στο σ(A) ως προς

την νόρµα supremum. Αυτό έπεται είτε απευθείας από το Θεώρηµα Stone-Weierstrass, είτε από το ϐασικό

Θεώρηµα Weierstrass, αν παρατηρήσουµε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : σ(A) → C, επεκτείνεται

µε την ίδια νόρµα σε µία συνεχή συνάρτηση ορισµένη π.χ. στο [−∥A∥, ∥A∥], η οποία προσεγγίζεται από

πολυώνυµα οµοιόµορφα στο [−∥A∥, ∥A∥], άρα και στο σ(A).

Θεώρηµα 5.1.3 (Συναρτησιακός λογισµός (functional calculus)).

Αν A = A∗ ∈ B(H ), υπάρχει µοναδικός ισοµετρικός αλγεβρικός *-µορφισµός

Φc : (C(σ(A)), ∥ · ∥σ(A)) → (B(H ), ∥ · ∥) : f → f (A)

που απεικονίζει το σταθερό πολυώνυµο p0(t) = 1 στον ταυτοτικό τελεστή και το ταυτοτικό πολυώνυµο

p1(t) = t στον τελεστή A.

Επίσης ισχύει Φc(p) = p(A) για κάθε πολυώνυµο p.

Απόδειξη. ΄Υπαρξη: Από το προηγούµενο Θεώρηµα έπεται ότι αν δύο πολυώνυµα p, q ταυτίζονται στο

σ(A), τότε p(A) = q(A) (πράγµατι, ∥p(A) − q(A)∥ = sup{|p(λ) − q(λ) | : λ ∈ σ(A)} = 0). Εποµένως

το p(A) εξαρτάται µόνον από τις τιµές του p στο σ(A). ∆ηλαδή η απεικόνιση

Φo : (P (σ(A)), ∥ · ∥σ(A)) → (B(H ), ∥ · ∥) : p→ p(A)

είναι καλά ορισµένη. Είναι ϕανερό ότι είναι µορφισµός αλγεβρών:

(p + q)(A) = p(A) + q(A) και (pq)(A) = p(A)q(A)

όταν τα p και q είναι πολυώνυµα, και ότι διατηρεί την ενέλιξη :

Αν p(t) =
n∑

k=0
aktk , τότε

(p(A))∗ = *
,

n∑
k=0

ak Ak+
-

∗

=

n∑
k=0

ak Ak = p(A)

(αφού A = A∗). Αλλά από το προηγούµενο Θεώρηµα προκύπτει ότι ∥Φo(p)∥ = ∥p(A)∥ = ∥p∥σ(A) για

κάθε πολυώνυµο p, δηλαδή η Φo είναι ισοµετρία χώρων µε νόρµα. Εφόσον η P (σ(A)) είναι πυκνή στην
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C(σ(A)), έπεται ότι η Φo έχει µοναδική συνεχή επέκταση (η οποία ϑα είναι ισοµετρική) Φc : C(σ(A)) →
B(H ).

Μοναδικότητα: Αν Ψ είναι ένας συνεχής *-µορφισµός C(σ(A)) → B(H ) που ταυτίζεται µε τον Φc στα

p0 και p1 τότε, αφού και οι δύο είναι µορφισµοί, ϑα ταυτίζονται σε δυνάµεις και γραµµικούς συνδυασµούς,

δηλαδή σε κάθε πολυώνυµο. Εφόσον οι Φc και Ψ είναι συνεχείς, ϑα ταυτίζονται και στα (οµοιόµορφα)

όρια πολυωνύµων, δηλαδή σε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις.

Ορισµός 5.1.4. ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H ). Ο συναρτησιακός λογισµός για συνεχείς συναρτήσεις

(continuous functional calculus) είναι η απεικόνιση Φc : C(σ(A)) → B(H ). Συνήθως γράφουµε

f (A) αντί για Φc( f ).

∆ηλαδή αν η f είναι συνεχής στο σ(A), ο τελεστής f (A) ∈ B(H ) ορίζεται µοναδικά από το όριο

f (A) = lim pn(A) όπου (pn) πολυώνυµα µε ∥pn − f ∥σ(A) → 0.

(i) Ο ορισµός του συναρτησιακού λογισµού για συνεχείς συναρτήσεις Φc είναι αλγεβρο-τοπολογικός και

στηρίζεται στο Θεώρηµα 5.1.2. Εποµένως ο Φc δεν ορίζεται για οποιονδήποτε τελεστή A.

Παραδείγµατος χάριν, αν A =
(

0 1
0 0

)
, τότε σ(A) = {0} αλλά, παρόλο που η συνάρτηση f (t) =

√
t

είναι συνεχής στο σ(A), δεν ορίζεται τελεστής f (A). Μάλιστα, δεν υπάρχει τελεστής B ώστε B2 = A
(απόδειξη : άσκηση!).

Αποδεικνύεται ότι ο συναρτησιακός λογισµός ορίζεται και όταν ο A είναι ϕυσιολογικός τελεστής2.

(ii) Αν K είναι συµπαγής χώρος Hausdorff (π.χ. συµπαγής µετρικός χώρος), κάθε αλγεβρικός *-µορφισµός

Φ : C(K ) → B(H ) είναι αυτοµάτως συνεχής.

[Απόδειξη : Πρώτα παρατηρούµε ότι αν f ≥ 0 τότε Φ( f ) ≥ 0. Πράγµατι, αν g =
√

f έχουµε Φ( f ) =
Φ(g∗g) = (Φ(g))∗Φ(g) ≥ 0.

Εποµένως, για κάθε f ∈ C(K ), η σχέση f ∗ f ≤ ∥ f ∥2 δηλαδή ∥ f ∥2po − f ∗ f ≥ 0 (όπου po(t) = 1)

δείχνει ότι Φ(∥ f ∥2po − f ∗ f ) ≥ 0, δηλαδή Φ( f ∗ f ) ≤ Φ(∥ f ∥2po) = ∥ f ∥2I , άρα 0 ≤ Φ( f ∗ f ) ≤ ∥ f ∥2I
και συνεπώς ∥Φ( f )∥2 = ∥Φ( f )∗Φ( f )∥ ≤ ∥ f ∥2.]

Εποµένως, ο Φc είναι ο µοναδικός *-µορφισµός C(σ(A)) → B(H ) που στέλνει την µονάδα στον I και

το ταυτοτικό πολυώνυµο στον A.

Είναι ϕανερό ότι για κάθε πολυώνυµο p ο τελεστής p(A) µετατίθεται µε τον A. Το ίδιο εποµένως ισχύει

και για τον f (A), αν f ∈ C(σ(A)).

Πιο ενδιαφέρον όµως, όπως ϑα δούµε, είναι το γεγονός ότι ο f (A) µετατίθεται µε κάθε τελεστή που

µετατίθεται µε τον A. Πράγµατι, αν AT = T A τότε A2T = AT A = T A2 και επαγωγικά AnT = T An για

κάθε n ∈ N. Εποµένως p(A)T = T p(A) για κάθε πολυώνυµο p, άρα και f (A)T = T f (A) για κάθε

f ∈ C(σ(A)), λόγω συνέχειας. ∆είξαµε λοιπόν ότι

Παρατήρηση 5.1.5. Αν f ∈ C(σ(A)), ο f (A) µετατίθεται µε κάθε τελεστή που µετατίθεται µε τον A.

∆ηλαδή ο συναρτησιακός λογισµός παίρνει τιµές στον δεύτερο µεταθέτη {A}′′ του A, όπου

2∆ες π.χ. :

• J.B. Conway, A course in Functional Analysis, Springer-Verlag, 1985.

• R.V. Kadison & J.R. Ringrose, Fundamentals of the Theory of Operator Algebras (2 Vols), Academic Press, 1983.
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Ο µεταθέτης (commutant) ενός υποσυνόλου S ⊆ B(H ) είναι το σύνολο των τελεστών που µετατίθενται

µε κάθε στοιχείο του S:

S′ = {T ∈ B(H ) : T S = ST για κάθε S ∈ S}.

Θεώρηµα 5.1.6 (Θεώρηµα Φασµατικής Απεικόνισης). Αν A ∈ B(H ) είναι αυτοσυζυγής τελεστής και

f ∈ C(σ(A)),
σ( f (A)) = { f (λ) : λ ∈ σ(A)}.

Απόδειξη. Αν µ < { f (λ) : λ ∈ σ(A)} τότε η συνάρτηση g(λ) = f (λ) − µ δεν µηδενίζεται πουθενά στο

σ(A), άρα η συνάρτηση h := 1/g ανήκει στο C(σ(A)) και hg = 1. Τότε όµωςΦc(h)Φc(g) = Φc(hg) = I
και Φc(g)Φc(h) = Φc(gh) = I , δηλαδή h(A)g(A) = I = g(A)h(A), άρα ο f (A) − µI έχει αντίστροφο,

τον h(A). Συνεπώς µ < σ( f (A)).

[Παρατηρούµε ότι αυτό το µέρος της απόδειξης είναι καθαρά αλγεβρικό: εξαρτάται µόνον από το γεγο-

νός ότι η απεικόνιση f → f (A) είναι µορφισµός αλγεβρών που διατηρεί την µονάδα, άρα απεικονίζει

αντιστρέψιµα στοιχεία σε αντιστρέψιµα στοιχεία.]

΄Εστω τώρα µ ∈ { f (λ) : λ ∈ σ(A)}, οπότε µ = f (λo) για κάποιο λo ∈ σ(A). Θα δείξουµε ότι ο τελεστής

f (A) − µI δεν είναι αντιστρέψιµος.

Ισχυριζόµαστε ότι

f (A) − µI = lim
n

qn(A),

όπου (qn) ακολουθία πολυωνύµων µε qn(λo) = 0 για κάθε n. Πράγµατι, υπάρχει µία ακολουθία πολυωνύ-

µων (pn) ώστε pn(t) → f (t)−µ = g(t) οµοιόµορφα στοσ(A), άρα και pn(λo) → g(λo) = 0. Αν ϑέσουµε

qn(t) = pn(t) − pn(λo), έχουµε qn(λo) = 0 και ∥qn − g∥σ(A) → 0, άρα qn(A) → g(A) = f (A) − µI
(Θεώρηµα 5.1.2) και ο ισχυρισµός αποδείχθηκε.

Εφόσον λo ∈ σ(A), έπεται ότι 0 = qn(λo) ∈ qn(σ(A)). Αλλά qn(σ(A)) = σ(qn(A)) από την Πρόταση

5.1.1, άρα οι τελεστές qn(A) δεν είναι αντιστρέψιµοι. Εφόσον το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων του

B(H ) είναι ανοικτό (Πόρισµα 4.1.10), έπεται ότι ο f (A) − µI = lim qn(A) δεν είναι αντιστρέψιµος. □

Πόρισµα 5.1.7. ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H ). Αν f ∈ C(σ(A)), ο τελεστής f (A) είναι ϕυσιολογικός. Ο f (A)
είναι αυτοσυζυγής αν και µόνον αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές στο σ(A). Επίσης, f (A) ≥ 0 αν και

µόνον αν f (σ(A)) ⊆ R+.

Απόδειξη. Εφόσον ο συναρτησιακός λογισµός Φc διατηρεί την ενέλιξη (Θεώρηµα 5.1.3), για κάθε f
ισχύει (Φc( f ))∗ = Φc( f̄ ) δηλαδή ( f (A))∗ = f̄ (A). Εποµένως ( f (A))∗ f (A) = ( f̄ f )(A) = ( f f̄ )(A) =
f (A) f (A)∗, δηλαδή κάθε f (A) είναι ϕυσιολογικός. Επίσης η ισότητα f (A) = f (A)∗ ισχύει αν και µόνον

αν η f είναι πραγµατική συνάρτηση.

5.1.2 Η τετραγωνική ρίζα αυτοσυζυγούς τελεστή

Ως εφαρµογή του συναρτησιακού λογισµού για συνεχείς συναρτήσεις, ϑα δείξουµε ότι ένας ϑετικός

τελεστής έχει (µοναδική ϑετική) τετραγωνική ϱίζα. Θυµίζουµε ότι ένας A ∈ B(H ) λέγεται ϑετικός αν

⟨Ax, x⟩ ≥ 0 για κάθε x ∈ H , και ότι ένας ϑετικός τελεστής είναι πάντα αυτοσυζυγής.

Πρόταση 5.1.8. ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H ). Αν σ(A) ⊆ R+ τότε υπάρχει µοναδικός αυτοσυζυγής B ∈ B(H )
µε σ(B) ⊆ R+ ώστε B2 = A. Γράφουµε B = A1/2.

Απόδειξη. Η συνάρτηση f (t) =
√

t είναι καλά ορισµένη (πραγµατική) και συνεχής στο σ(A). Εποµένως

αν ϑέσουµε B = f (A), έχουµε B = B∗, σ(B) = f (σ(A)) ⊆ R+ και B2 = A.
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Η µοναδικότητα αφήνεται ως (ενδιαφέρουσα!) άσκηση για τον αναγνώστη.

Λήµµα 5.1.9. ΄Ενας αυτοσυζυγής τελεστής A στονH είναι ϑετικός αν και µόνον αν σ(A) ⊆ R+.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι σ(A) ⊆ R+. Τότε ορίζεται ο B = A1/2. Για κάθε x ∈ H ,

⟨Ax, x⟩ = ⟨B2x, x⟩ = ⟨Bx, Bx⟩ = ∥Bx∥2 ≥ 0

άρα ο A είναι ϑετικός.

Αντίστροφα έστω ότι ο A είναι ϑετικός. Τότε ο A είναι ϕυσιολογικός, και συνεπώς κάθε λ ∈ σ(A)
είναι προσεγγιστική ιδιοτιµή (Πρόταση 4.1.22), άρα υπάρχει ακολουθία (xn) στον H µε ∥xn∥ = 1 και

∥(A − λI)xn∥ → 0. Τότε όµως

|⟨Axn, xn⟩ − λ | = |⟨(A − λI)xn, xn⟩| ≤ ∥(A − λI)xn∥.∥xn∥ → 0.

Εφόσον ⟨Axn, xn⟩ ≥ 0 για κάθε n, έπεται ότι λ = lim⟨Axn, xn⟩ ≥ 0. □

Σηµειώνουµε ότι η υπόθεση A = A∗ δεν µπορεί να παραλειφθεί. Για παράδειγµα, ο A =
(

0 1
0 0

)
έχει µη

αρνητικό ϕάσµα (σ(A) = {0}) αλλά δεν είναι ϑετικός: ⟨Ax, x⟩ = −1 για x = (−1, 1).

Συνοψίζουµε:

Θεώρηµα 5.1.10 (Τετραγωνική ϱίζα). ΄Εστω T ∈ B(H ). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Ο T είναι ϑετικός.

(ϐ) Υπάρχει B ∈ B(H ) ϑετικός ώστε T = B2.

(γ) Υπάρχει S ∈ B(H ) ώστε T = S∗S.

(δ) T = T∗ και σ(T ) ⊆ R+.

Απόδειξη. (γ)⇒(α) Για κάθε x ∈ H , ⟨T x, x⟩ = ⟨S∗Sx, x⟩ = ∥Sx∥2 ≥ 0.

(α)⇒(δ) Αν ο T είναι ϑετικός, τότε T = T∗, οπότε σ(T ) ⊆ R+ από το Λήµµα 5.1.9.

(δ)⇒(ϐ) Πρόταση 5.1.8.

(ϐ)⇒(γ) Προφανές (παίρνουµε S = B).

Παρατήρηση 5.1.11. ΄Επεται ότι για κάθε S ∈ B(H ) ισχύει σ(S∗S) ⊆ R+. Αυτό είναι στοιχειώδες. Το

αντίστοιχο αποτέλεσµα για στοιχεία µίας αυθαίρετης (µη µεταθετικής) C∗-άλγεβρας είναι αληθές, αλλά

όχι τόσο στοιχειώδες. Μάλιστα, συµπεριλαµβανόταν στον αρχικό ορισµό µίας C∗-άλγεβρας, και µόνον

αργότερα αποδείχθηκε ότι ήταν συνέπεια των άλλων ιδιοτήτων (ουσιαστικά της πληρότητας και της ιδιότητας

C∗).

Πόρισµα 5.1.12. ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H ). Αν f ∈ C(σ(A)), ο τελεστής f (A) είναι ϑετικός αν και µόνον

αν f (σ(A)) ⊆ R+.

Απόδειξη. Αν η f είναι µη αρνητική στο σ(A) τότε ϑέτοντας g(t) =
√

f (t)(t ∈ σ(A)) έχουµε g(A)∗ =
g(A) και άρα f (A) = g(A)∗g(A) ≥ 0. Αντίστροφα αν f (A) ≥ 0 τότε σ( f (A)) ⊆ R+ και συνεπώς

f (σ(A)) ⊆ R+ (Θεώρηµα 5.1.6).
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Πόρισµα 5.1.13. Κάθε αυτοσυζυγής A ∈ B(H ) γράφεται ως διαφορά δύο ϑετικών τελεστών A = A+−A−
µε A+A− = A−A+ = 0. Εποµένως κάθε T ∈ B(H ) είναι γραµµικός συνδυασµός (το πολύ) τεσσάρων

ϑετικών τελεστών.

Απόδειξη. Θέτουµε A+ = f+(A) και A− = f−(A) όπου f+(t) = max{t, 0} και f−(t) = −min{t, 0}
(t ∈ σ(A) ⊆ R).

5.1.3 Η πολική αναπαράσταση

Ορισµός 5.1.14. ΄Εστω T ∈ B(H ) τυχαίος τελεστής. Υπενθυµίζουµε ότι ο τελεστής T∗T είναι ϑετικός. Η

µοναδική ϑετική τετραγωνική του ϱίζα (Πρόταση 5.1.8) συµβολίζεται |T |.

Σηµειώνουµε ότι ο |T | δεν έχει όλες τις αναµενόµενες ιδιότητες της «απόλυτης τιµής».

΄Ασκηση 5.1.15. Να ϐρεθούν δύο 2× 2 πίνακες A, B ώστε να µην ισχύει η ανισότητα |A+ B | ≤ |A| + |B |.

Κάθε µη µηδενικός µιγαδικός αριθµός γράφεται σε πολική µορφή z = u|z |, όπου |z | > 0 και |u| = 1.

Αντίστοιχη γραφή υπάρχει και για τελεστές:

Θεώρηµα 5.1.16. ΄Εστω T ∈ B(H ) τυχαίος τελεστής. Υπάρχει µερική ισοµετρία V µε αρχικό χώρο |T |(H )
και τελικό χώρο T (H ) ώστε

T = V |T |.

Επιπλέον, αν T = U X όπου X ≥ 0 και U µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο X (H ) τότε U = V και X = |T |.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ H ,

∥T x∥2 = ⟨T x,T x⟩ = ⟨T∗T x, x⟩ = ⟨|T |2x, x⟩ = ⟨|T |x, |T |x⟩ = ∥|T |x∥2.

Αυτό δείχνει ότι η απεικόνιση

Vo : |T |(H ) → T (H ) : |T |x → T x

είναι καλά ορισµένη, γραµµική, ισοµετρική και επί. Εποµένως επεκτείνεται σε ισοµετρία V1 από τον |T |(H )
επί του T (H ). Επεκτείνουµε τον V1 σε τελεστή V : H → H ϑέτοντας V x = 0 για x κάθετο στον |T |(H ).
Προκύπτει µία µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο |T |(H ) και τελικό χώρο T (H ). Για κάθε x ∈ H έχουµε

V |T |x = Vo |T |x = T x, άρα V |T | = T .

Αποδεικνύουµε την «µοναδικότητα». Αν οι U, X είναι όπως στην εκφώνηση, η αρχική προβολή U∗U της

µερικής ισοµετρίας U είναι η ταυτοτική απεικόνιση στον αρχικό χώρο X (H ), άρα U∗U X = X . Η σχέση

T = U X δίνει T∗T = XU∗U X = X2, άρα X = (T∗T )1/2 = |T | από την µοναδικότητα της τετραγωνικής

ϱίζας. Συνεπώς U |T | = T = V |T |. Αυτό δείχνει ότι οι U και V έχουν τον ίδιο αρχικό χώρο και ταυτίζονται

στον πυκνό υπόχωρο |T |(H ) του αρχικού τους χώρου, άρα U = V . □

Παρατήρηση 5.1.17. Ο πυρήνας της V είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του αρχικού της χώρου, δηλαδή

ο (|T |(H ))⊥ = ker |T |. ΄Εχουµε όµως ker |T | = ker T διότι ∥T x∥ = ∥|T |x∥ για κάθε x. Εφόσον

(T∗(H ))⊥ = ker T , έπεται ότι |T |(H ) = T∗(H ). Εποµένως η V είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο

T∗(H ) και τελικό χώρο T (H ).

Εφόσον ο V ∗V είναι η προβολή στον |T |(H ), η σχέση T = V |T | δίνει

V ∗T = V ∗V |T | = |T |.
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Σηµειώνουµε επίσης ότι η V είναι ισοµετρία αν και µόνον αν ο T είναι 1 − 1 , ενώ η V ∗ είναι ισοµετρία αν

και µόνον αν το σύνολο τιµών του T είναι πυκνό. (Η απόδειξη των ισχυρισµών αυτών είναι εύκολη άσκηση.)

Εποµένως η V είναι ορθοµοναδιαίος τελεστής αν και µόνον αν ο T είναι 1 − 1 και έχει πυκνό σύνολο

τιµών. Αυτό συµβαίνει ειδικότερα όταν ο T είναι αντιστρέψιµος.
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