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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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3.1 Το Φασµατικό Θεώρηµα - Εισαγωγή

3.1.1 Σε χώρους πεπερασµένης διάστασης

΄Εστω H χώρος Hilbert µε dimH = n < +∞. Κάθε ορθοκανονική ϐάση του H ορίζει ισοµετρικό

ισοµορφισµό U : H → Cn. ΄Εστω Da ο διαγώνιος τελεστής µε διαγώνια στοιχεία a1, . . . , an. Τότε ο

D∗a = Da∗ είναι επίσης διαγώνιος, άρα µετατίθεται µε τον Da. Εποµένως κάθε Da είναι ϕυσιολογικός

τελεστής. Γενικότερα, αν ο T ∈ B(H ) είναι διαγωνοποιήσιµος, δηλαδή υπάρχει ορθοκανονική ϐάση

{ek : k = 1, . . . , n} τουH ώστε ο τελεστής UTU−1 να είναι διαγώνιος, τότε ο T είναι ϕυσιολογικός1.

Αντίστροφα,

Θεώρηµα 3.1.1. Κάθε ϕυσιολογικός τελεστής T σ’έναν (µιγαδικό) χώρο Hilbert H διάστασης n < ∞
είναι διαγωνοποιήσιµος, δηλαδή υπάρχει ορθοκανονική ϐάση {ek : k = 1, . . . , n} τουH και ak ∈ C ώστε

Tek = ak ek (k = 1, . . . , n). Ισοδύναµα, ο T είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος (unitarily equivalent) µε

έναν διαγώνιο τελεστή, δηλαδή υπάρχει ορθοµοναδιαίος τελεστής U : H → Cn ώστε ο UTU−1 να είναι

διαγώνιος.

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι, αφού ο H έχει πεπερασµένη διάσταση, κάθε A ∈ B(H ) έχει

ιδιοτιµές: είναι οι ϱίζες του µιγαδικού πολυωνύµου p(λ) = det(A − λI).

Αν λi είναι οι ιδιοτιµές του T , ονοµάζουµε Mi τους αντίστοιχους ιδιόχωρους. Από το Λήµµα 2.2.2, οι

ιδιόχωροι του T είναι ανά δύο κάθετοι. ΄Εστω M = ⊕i Mi το ευθύ τους άθροισµα.

Ισχυριζόµαστε ότι M = H . Παρατηρούµε ότι κάθε Mi ανάγει τον T (Λήµµα 2.2.2), εποµένως και ο M τον

ανάγει. ΄Αρα ο M⊥ είναι T -αναλλοίωτος. Αν M⊥ , {0}, τότε ο τελεστής S = T |M⊥ : M⊥ → M⊥ δεν έχει

ιδιοτιµές (γιατί αν x ∈ M⊥\{0} και Sx = λx, τότε T x = λx άρα το x ανήκει σε κάποιον ιδιόχωρο του T ,

άρα είναι κάθετο στον M⊥). ΄Οµως κάθε τελεστής σε µη µηδενικό χώρο πεπερασµένης διάστασης έχει

ιδιοτιµές. ΄Αρα M⊥ = {0}, δηλαδή ⊕i Mi = H .

Επειδή για κάθε i ο τελεστής T |Mi είναι ένα πολλαπλάσιο του ταυτοτικού, άρα είναι διαγωνοποιήσιµος,

έπεται τώρα ότι και ο T ϑα είναι διαγωνοποιήσιµος (είναι διαγώνιος ως προς κάθε ορθοκανονική ϐάση του

H που είναι ένωση ορθοκανονικών ϐάσεων των Mi). □

3.1.2 Επέκταση σε απειροδιάστατους χώρους

΄Ενας ϕυσιολογικός τελεστής T σ’έναν απειροδιάστατο χώρο Hilbert H δεν έχει κατ’ανάγκην ιδιοτιµές.

Παράδειγµα: Ο τελεστής M f ∈ B(L2([0, 1])) όπου f (t) = t (γιατί;). ΄Ενας τέτοιος τελεστής δεν µπορεί

να είναι διαγωνοποιήσιµος (δηλαδή ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε έναν διαγώνιο τελεστή). ΄Οµως, οι

πολλαπλασιαστικοί τελεστές είναι γενίκευση των διαγωνίων τελεστών (ϐλ. Παράδειγµα 1.2.5). Μία µορφή

του Φασµατικού Θεωρήµατος είναι :

Θεώρηµα 3.1.2 (Φασµατικό Θεώρηµα - Πρώτη µορφή).

΄Ενας τελεστής T ∈ B(H ) είναι ϕυσιολογικός αν και µόνον αν είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε

έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή, δηλαδή αν υπάρχουν: χώρος µέτρου (X, µ), ορθοµοναδιαίος τελεστής

U : L2(X, µ) → H και συνάρτηση f ∈ L∞(X, µ) ώστε

T = U M f U−1.

1Αν UTU−1 = D τότε T = U∗DU και T∗ = U∗D∗U , άρα οι T∗T = U∗D∗UU∗DU = U∗D∗DU και TT∗ = U∗DD∗U
µετατίθενται.
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Παρατήρηση 3.1.3. ΄Ενας πολλαπλασιαστικός τελεστής δεν είναι κατ΄ ανάγκη διαγωνοποιήσιµος, όπως

είδαµε, άρα δεν µπορεί εν γένει να γραφεί ως πεπερασµένο άθροισµα M f =
∑
λi Pi, όπου οι Pi είναι

ορθές προβολές. Μπορεί όµως να προσεγγισθεί από τέτοια αθροίσµατα:

Για κάθε f ∈ L∞(X, µ) και ε > 0 υπάρχει πεπερασµένο σύνολο {Pi : i = 1, . . . , n} καθέτων ανά δύο

προβολών του B(L2(X, µ)) µε
∑

Pi = I και λi ∈ C ώστε

∥M f −

n∑
i=1

λi Pi∥ ≤ ε.

Απόδειξη. Αφού η f είναι (ουσιωδώς) ϕραγµένη και µετρήσιµη, υπάρχει απλή συνάρτηση2 fε =
∑
λi χi

(όπου οι χi είναι χαρακτηριστικές συναρτήσεις ξένων ανά δύο (µετρήσιµων) υποσυνόλων) ώστε

∥ f − fε∥∞ ≤ ε. ΄Επεται ότι ∥M f − M fε ∥ ≤ ε. Αλλά, αν ϑέσουµε Pi = Mχi , παρατηρούµε ότι οι Pi
είναι αυτοσυζυγείς (αφού οι χi παίρνουν πραγµατικές τιµές) και ότι Pi Pj = δi j Pi (αφού χi χ j = δi j χi).

Ειδικότερα, P2
i = Pi . Εποµένως οι Pi είναι κάθετες ανά δύο προβολές. Αλλά M fε =

∑
λi Pi και η απόδειξη

συµπληρώθηκε. □

Παρατηρούµε ότι η τελευταία απόδειξη στηρίχθηκε στο γεγονός ότι η απεικόνιση f → M f διατηρεί την

αλγεβρική δοµή (συµπεριλαµβανόµενης και της ενέλιξης), καθώς και την νόρµα. Σηµειώνουµε επίσης ότι

οι προβολές Pi ανήκουν στην πολλαπλασιαστική άλγεβραMµ του L∞(X, µ) (πρβλ. Παρατήρηση 2.1.8).

Παρατήρηση 3.1.4. ΄Εστω Ω µετρήσιµο υποσύνολο του X και P(Ω) = MχΩ . Τότε η απεικόνιση Ω→ P(Ω)
είναι (όπως ϑα δούµε αργότερα) ένα «µέτρο µε τιµές προβολές». Μία ερµηνεία της προηγούµενης

παρατήρησης είναι ότι ένας πολλαπλασιαστικός τελεστής είναι το ολοκλήρωµα, µε κάποια έννοια, µίας

συνάρτησης ως προς αυτό το «µέτρο»:

′′M f =

∫
λdP(λ)′′

Πράγµατι, µία δεύτερη µορφή του Φασµατικού Θεωρήµατος είναι ότι κάθε ϕυσιολογικός τελεστής µπορεί

να γραφεί ως ένα τέτοιο ολοκλήρωµα.

2
Απόδειξη: Αλλάζοντας, αν χρειασθεί, τις τιµές της f σ’ένα υποσύνολο µέτρου µηδέν του X , µπορούµε να υποθέσουµε ότι

η f είναι ϕραγµένη. Τότε το σύνολο f (X ) ⊆ C µπορεί να καλυφθεί από πεπερασµένο πλήθος ανοικτών δίσκων Ui, i = 1, . . . , n
διαµέτρου το πολύ ε. Ορίζουµε ξένα ανά δύο Borel υποσύνολα ∆i ⊆ C ϑέτοντας ∆i = Ui\(∪ j<iUj ). Παρατηρούµε ότι η

διάµετρος του ∆i είναι το πολύ ε. ΄Εστω Xi = f −1(∆i ). Τα Xi είναι µετρήσιµα ξένα ανά δύο υποσύνολα του X και ∪Xi = X . Αν

επιλέξουµε αυθαίρετα λi ∈ ∆i , παρατηρούµε ότι t ∈ Xi ⇒ | f (t) − λi | ≤ ε. ΄Αρα, αν ϑέσουµε fε =
∑
λi χi (όπου χi είναι η

χαρακτηριστική συνάρτηση του Xi ), τότε για κάθε t ∈ X υπάρχει i ώστε t ∈ Xi , άρα fϵ (t) = λi και εποµένως | f (t)− fε (t) | ≤ ε.
Αυτό δείχνει ότι ∥ f − fε ∥∞ ≤ ε.
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