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1.1 Χώροι µε νόρµα, χώροι Hilbert

Στις σηµειώσεις αυτές, όλοι οι γραµµικοί χώροι ϑα είναι µιγαδικοί, εκτός αν αναφέρεται ϱητά κάτι διαφο-

ϱετικό.

1.1.1 Χώροι µε νόρµα και τελεστές

Παραθέτουµε συµβολισµούς, ορισµούς και αποτελέσµατα που ϑα χρησιµεύσουν στη συνέχεια.

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω X µιγαδικός γραµµικός χώρος. Μία νόρµα στον X είναι µία απεικόνιση

∥ · ∥ : X → R+ : x 7→ ∥x∥

που ικανοποιεί

(1) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ (x, y ∈ X)
(2) ∥λx∥ = |λ |∥x∥ (x ∈ X, λ ∈ C)
(3) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

΄Ενας χώρος µε νόρµα (X, ∥.∥) λέγεται χώρος Banach αν είναι πλήρης ως προς την µετρική d(x, y) =
∥x − y∥ που ορίζει η νόρµα.

Θεώρηµα 1.1.2. Αν (X, ∥.∥X ) και (Y, ∥.∥Y ) είναι χώροι µε νόρµα και T : (X, ∥.∥X ) → (Y, ∥.∥Y ) είναι

γραµµική απεικόνιση, τα εξής είναι ισοδύναµα:

(α) Η T είναι συνεχής.

(ϐ) Η T είναι συνεχής στο 0 ∈ X.

(γ) Η T είναι συνεχής σε κάποιο σηµείο xo ∈ X.

(δ) Υπάρχει M < ∞ ώστε ∥T x∥Y ≤ M ∥x∥X για κάθε x ∈ X.

(ε) Ο περιορισµός της T στη µοναδιαία σφαίρα του X είναι ϕραγµένη συνάρτηση, δηλαδή το σύνολο

{∥T x∥Y : ∥x∥X ≤ 1} είναι ϕραγµένο.

(στ) Η T είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Παρατήρηση 1.1.3. Αν T : (X, ∥.∥X ) → (Y, ∥.∥Y ) είναι γραµµική και T , 0, τότε το σύνολο

{∥T x∥Y : x ∈ X} δεν είναι ποτέ ϕραγµένο.

Ορισµός 1.1.4. Μία γραµµική απεικόνιση T : (X, ∥.∥X ) → (Y, ∥.∥Y ) λέγεται φραγµένη ή φραγµένος
τελεστής αν ο περιορισµός της T στη µοναδιαία σφαίρα του X είναι ϕραγµένη συνάρτηση.

Ο αριθµός

∥T ∥ = sup{∥T x∥Y : ∥x∥X ≤ 1}

ονοµάζεται νόρµα του T .

Πρόταση 1.1.5. ΄Εστω T : (X, ∥.∥X ) → (Y, ∥.∥Y ) ϕραγµένος τελεστής. Τότε

∥T ∥ = sup{∥T x∥ : x ∈ X, ∥x∥ = 1}

= sup{
∥T x∥
∥x∥

: x ∈ X, x , 0}

= inf{M > 0 : ∥T x∥ ≤ M ∥x∥ για κάθε x ∈ X}

και ισχύει ∥T x∥ ≤ ∥T ∥∥x∥ για κάθε x ∈ X.
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Πρόταση 1.1.6. ΄Εστω (X, ∥.∥) χώρος µε νόρµα, D ⊆ X πυκνός υπόχωρος και (Y, ∥.∥) χώρος Banach.

Αν T : D → Y είναι γραµµική απεικόνιση, τότε η T δέχεται συνεχή επέκταση T̃ : X → Y αν και µόνον αν

η T είναι συνεχής. Η συνεχής επέκταση, αν υπάρχει, είναι µοναδική, και ∥T̃ ∥ = ∥T ∥.

Ορισµός 1.1.7. Αν (X, ∥.∥X ) , (Y, ∥.∥Y ) είναι χώροι µε νόρµα, το σύνολο των γραµµικών και ϕραγµένων

απεικονίσεων T : X → Y συµβολίζεται B(X,Y). Γράφουµε B(X) αντί για B(X,X). Ειδικότερα το

σύνολο B(X,C) συµβολίζεται X∗ και ονοµάζεται ο (τοπολογικός) δυϊκός του X.

Αν εφοδιάσουµε το σύνολοB(X,Y) µε τις πράξεις κατά σηµείο, δηλαδή αν ορίσουµε, για T, S ∈ B(X,Y)
και λ ∈ C

(T + S)(x) = T (x) + S(x) και (λT )(x) = λT (x) (x ∈ X)

τότε ο B(X,Y) γίνεται γραµµικός χώρος. Επίσης, η απεικόνιση

∥.∥ : B(X,Y) → R+ : T 7→ ∥T ∥

όπου ∥T ∥ = sup{∥T x∥Y : ∥x∥X ≤ 1} (πρβλ. τον ορισµό 1.1.4) είναι νόρµα στον B(X,Y).

Θεώρηµα 1.1.8 (Hahn - Banach, αναλυτική µορφή). ΄Εστω (X, ∥.∥) χώρος µε νόρµα και Y γραµµικός

υπόχωρος του X. Αν y∗ : Y → C είναι συνεχής γραµµική µορφή (δηλ. y∗ ∈ Y∗), τότε υπάρχει

x∗ : X → C συνεχής γραµµική µορφή (δηλ. x∗ ∈ X∗) µε την ίδια νόρµα (δηλ. ∥x∗∥ = ∥y∗∥) που

επεκτείνει την y∗ (δηλ. x∗ |Y = y∗).

Θεώρηµα 1.1.9 (Αρχή Οµοιόµορφου ϕράγµατος). ΄Εστω X χώρος Banach, Y χώρος µε νόρµα και

T ⊆ B(X,Y) οικογένεια ϕραγµένων τελεστών. Αν η T είναι κατά σηµείο ϕραγµένη, τότε είναι οµοιό-

µορφα ϕραγµένη.

Θεώρηµα 1.1.10 (Banach - Steinhaus). ΄Εστω X ένας χώρος Banach, Y ένας χώρος µε νόρµα και

{Tn : n ∈ N} ⊆ B(X,Y) ακολουθία ϕραγµένων τελεστών. Αν για κάθε x ∈ X το όριο της ακολουθίας

(Tn(x)) υπάρχει στον Y , τότε υπάρχει φραγµένος γραµµικός τελεστής T : X → Y τέτοιος ώστε

T (x) = limn Tn(x) για κάθε x ∈ X.

Παρατήρηση 1.1.11. ΄Εστω X,Y χώροι µε νόρµα, και T : X → Y γραµµική απεικόνιση. Αν η T είναι

ανοικτή, τότε είναι επί του Y .

Θεώρηµα 1.1.12 (Ανοικτής Απεικόνισης). ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµική, συνεχής

και επί. Τότε η T είναι ανοικτή.

Θεώρηµα 1.1.13 (Κλειστού Γραφήµατος). ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµική. Αν το

γράφηµα Gr (T ) ≡ {(x,T x) ∈ X × Y : x ∈ X} είναι κλειστό στον χώρο X ×Y , τότε η T είναι συνεχής.

Πρόταση 1.1.14. Αν ο Y είναι χώρος Banach, τότε και ο B(X,Y) είναι χώρος Banach.

΄Οταν X = Y , τότε ορίζεται η σύνθεση απεικονίσεων : AB = A◦ B, (όπου A, B ∈ B(X)). Ο τελεστής AB
είναι ϕραγµένος και µάλιστα ισχύει η ανισότητα ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.

Ορισµός 1.1.15. ΄Αλγεβρα Banach λέγεται µία (προσεταιριστική, µιγαδική) άλγεβρα A που είναι χώρος

Banach ως προς µία νόρµα ∥ · ∥ που ικανοποιεί

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ για κάθε A, B ∈ A.
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Αν ο X είναι χώρος Banach, τότε ο χώρος B(X) είναι άλγεβρα Banach µε γινόµενο την σύνθεση

απεικονίσεων.

Η άλγεβραB(X) δεν είναι ποτέ µεταθετική, αν dimX > 1. Πράγµατι, αν υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα

διανύσµατα x1, x2, . . . , xn στον X, από το Θεώρηµα Hahn-Banach µπορούµε να ϐρούµε x∗k ∈ X
∗ ώστε1

x∗i (x j ) = δi j . Τότε αν Ei, j είναι ο τελεστής Ei, j (x) = x∗j (x)xi , έχουµε E1,1E1,2 = E1,2 ενώ E1,2E1,1 = 0.

Μάλιστα η B(X) περιέχει (αλγεβρικά) την άλγεβρα Mn(C) των n × n πινάκων. Πράγµατι, ο τελεστής Ei, j
αντιστοιχεί στον n × n πίνακα που έχει µονάδα στην ϑέση (i, j) και 0 παντού αλλού. Ελέγχεται εύκολα ότι

η απεικόνιση (ai, j ) →
∑

i, j ai, j Ei, j είναι 1 − 1 µορφισµός αλγεβρών Mn(C) → B(X).

1.1.2 Χώροι Hilbert

Ορισµός 1.1.16. ΄Εστω H µιγαδικός γραµµικός χώρος. ΄Ενα εσωτερικό γινόµενο στον H είναι µία απει-

κόνιση

⟨ · , · ⟩ : H ×H → C

µε τις ιδιότητες

(i) ⟨x, x⟩ ≥ 0
(ii) ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0
(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩
(iv) ⟨x1 + λx2, y⟩ = ⟨x1, y⟩ + λ⟨x2, y⟩

για κάθε x, x1, x2, y ∈ H και λ ∈ C. Τότε η απεικόνιση

∥.∥ : H → R+ : x 7→ ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩

είναι νόρµα στονH .

΄Ενας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο λέγεται χώρος Hilbert αν είναι πλήρης ως προς την νόρµα που ορίζει

το εσωτερικό γινόµενο.

∆ύο στοιχεία x, y ∈ H σ’έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο λέγονται κάθετα αν ⟨x, y⟩ = 0. Αν ∅ , A ⊆ H ,

το σύνολο

A⊥ = {x ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0 για κάθε y ∈ A}

είναι πάντα κλειστός υπόχωρος τουH .

Θεώρηµα 1.1.17. ΄Εστω H χώρος Hilbert και M κλειστός γνήσιος υπόχωρος του H . Τότε M⊥ , {0}, και

ισχύει

M ⊕ M⊥ = H .

Εποµένως κάθε x ∈ H γράφεται κατά µοναδικό τρόπο

x = PM (x) + PM⊥ (x)

όπου PM (x) ∈ M και PM⊥ (x) ∈ M⊥, και ισχύει

∥x∥2 = ∥PM (x)∥2 + ∥PM⊥ (x)∥2

1δi j = 1 όταν i = j και δi j = 0 όταν i , j .
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λόγω του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος. Εποµένως ∥PM (x)∥2 ≤ ∥x∥2. Η απεικόνιση

PM : H → H

λέγεται η ορθή προβολή επί του M . Είναι καλά ορισµένη, γραµµική και συνεχής. Μάλιστα ∥PM ∥ = 1 όταν

M , {0}.

Ορισµός 1.1.18. Μία οικογένεια {ei : i ∈ I} ⊆ H λέγεται ορθοκανονική αν ⟨ei, e j⟩ = δi j . Αν επιπλέον η

κλειστή γραµµική ϑήκη [ei : i ∈ I] είναι όλος ο χώρος H , τότε η οικογένεια λέγεται ορθοκανονική βάση
τουH (µία ορθοκανονική ϐάση συνήθως δεν είναι ϐάση µε την αλγεβρική έννοια).

Θεώρηµα 1.1.19. Κάθε χώρος Hilbert έχει µία ορθοκανονική ϐάση, η οποία είναι αριθµήσιµη αν και µόνον

αν ο χώρος είναι διαχωρίσιµος.

Αν {ei : i ∈ I} είναι ορθοκανονική ϐάση του χώρου Hilbert H , τότε κάθε x ∈ H γράφεται µοναδικά

x =
∑
i∈I

⟨x, ei⟩ei και ισχύει ∥x∥2 =
∑
i∈I

|⟨x, ei⟩|
2

Το άθροισµα των σειρών αυτών είναι εξ ορισµού το όριο του δικτύου των µερικών αθροισµάτων. Στην

διαχωρίσιµη περίπτωση, λόγω της καθετότητας των όρων ο ορισµός αυτός ταυτίζεται µε τον συνηθισµένο.

Εποµένως η επιλογή µίας ορθοκανονικής ϐάσης {ei : i ∈ I} ορίζει µία γραµµική ισοµετρική απεικόνιση

U : H → ℓ2(I) : x 7→ (⟨x, ei⟩)i∈I

η οποία είναι επί του ℓ2(I).

Θεώρηµα 1.1.20 (Riesz). ΄Εστω H χώρος Hilbert. Για κάθε συνεχή γραµµική µορφή f : H → C υπάρχει

µοναδικό x ∈ H ώστε f (y) = ⟨y, x⟩ για κάθε y ∈ H , και ∥ f ∥ = ∥x∥. Εποµένως ο τοπολογικός δυϊκός

ενός χώρου Hilbert H είναι αντιγραµµικά ισόµορφος µε τονH .

1.2 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1.2.1 (∆ιαγώνιοι τελεστές).

΄Εστω a = (an) ∈ ℓ∞. Αν x = (xn) ∈ ℓ2 ϑέτουµε Da (x) = (anxn). Τότε ο Da είναι καλά ορισµένος

γραµµικός τελεστής από τον ℓ2 στον εαυτό του και ∥Da∥ = ∥a∥∞.

΄Ασκηση 1.2.2. ΄Εστω a = (an) ακολουθία αριθµών. ∆είξτε ότι Da (ℓ2) ⊆ (ℓ2) αν και µόνον αν a ∈ ℓ∞.

Παράδειγµα 1.2.3 (Ο τελεστής της µετατόπισης (shift) ).

΄Εστω x = (xn) ∈ ℓ2. Θέτουµε

S(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .) και T (x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .) .

Οι S και T είναι καλά ορισµένοι ϕραγµένοι γραµµικοί τελεστές από τον ℓ2 στον εαυτό του. Η νόρµα ∥T ∥
είναι 1 και ο S είναι ισοµετρία. Ο S είναι 1 − 1, αλλά δεν είναι επί, και ο T είναι επί, αλλά δεν είναι 1 − 1.

Η σύνθεση T ◦ S είναι η ταυτοτική απεικόνιση I , αλλά S ◦ T , I .
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Κάθε ϕραγµένος τελεστής A ∈ B(ℓ2) ορίζει έναν ∞ × ∞ πίνακα (ai j ) µε µιγαδικούς συντελεστές από

την σχέση

ai j = ⟨Ae j, ei⟩

όπου {en : n ∈ N} η συνηθισµένη ϐάση. Αν x = (xn) ∈ ℓ2, τότε Ax = (yn) όπου

yn =

∞∑
k=1

ank xk .

Για παράδειγµα, ο τελεστής Da έχει πίνακα (di j ) διαγώνιο : di j = aiδi, j , ενώ ο S έχει (γνήσια) κάτω

τριγωνικό πίνακα: (si j ) όπου si j = δi, j+1.

΄Οµοια, κάθε τελεστής σ’έναν τυχαίο χώρο Hilbert ορίζει έναν πίνακα, µέσω της επιλογής µίας ορθοκανο-

νικής ϐάσης του χώρου. ∆εν είναι αλήθεια όµως ότι κάθε∞×∞ πίνακας (ai j ) ορίζει ϕραγµένο τελεστή.

Για παράδειγµα, ο πίνακας ai j = 1 για κάθε i, j δεν ορίζει ϕραγµένο τελεστή.

΄Ασκηση 1.2.4. ∆είξτε ότι ένας ∞ ×∞ πίνακας (ai j ) ορίζει ϕραγµένο τελεστή ℓ2 → ℓ2 αν και µόνον αν

απεικονίζει τον ℓ2 στον εαυτό του, δηλαδή (
∑
k

ank xk )n ∈ ℓ
2 για κάθε x = (xn) ∈ ℓ2.

Παράδειγµα 1.2.5 (Πολλαπλασιαστικοί τελεστές).

΄Εστω (X, µ) χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου. Ο χώρος L2(X, µ) είναι ο χώρος των κλάσεων ισοδυνα-

µίας, modulo ισότητα µ-σχεδόν παντού, µετρησίµων συναρτήσεων f : X → C που είναι τετραγωνικά

ολοκληρώσιµες, δηλαδή ικανοποιούν
∫

X | f |
2dµ < ∞. Ο L2(X, µ) γίνεται χώρος Hilbert αν εφοδιασθεί

µε το εσωτερικό γινόµενο

⟨ f , g⟩ =
∫
X

f ḡdµ

(Θεώρηµα Riesz-Fisher).

Μία µετρήσιµη συνάρτηση f : X → C λέγεται ουσιωδώς ϕραγµένη αν υπάρχει A ∈ R+ ώστε

µ({x ∈ X : | f (x) | > A}) = 0. Ο χώρος L∞(X, µ) είναι ο χώρος των κλάσεων ισοδυναµίας, modulo

ισότητα µ-σχεδόν παντού, µετρήσιµων συναρτήσεων f : X → C που είναι ουσιωδώς ϕραγµένες. Αν

ορίσουµε

∥ f ∥∞ = inf{A : A ουσιώδες ϕράγµα της f }

τότε η ∥.∥∞ ορίζει νόρµα στον L∞(X, µ) ως προς την οποία γίνεται άλγεβρα Banach, αν οι πράξεις

ορισθούν κατά σηµείο.

Κάθε f ∈ L∞(X, µ) ορίζει έναν ϕραγµένο τελεστή M f ∈ B(L2(X, µ)) από την σχέση M f (g) = f g και

ισχύει ∥M f ∥ = ∥ f ∥∞.

Παρατηρούµε ότι ένας διαγώνιος τελεστής είναι πολλαπλασιαστικός (στον χώρο L2(X, µ) = ℓ2 όπου

X = N και µ(A) = #A, ο πληθάριθµος ενός συνόλου A).

Παράδειγµα 1.2.6 (Το shift στον χώρο του Hardy).

Ο χώρος του Hardy H2 είναι ο χώρος όλων των συναρτήσεων που έχουν δυναµοσειρές µε συντελε-

στές τετραγωνικά αθροίσιµους. Τέτοιες δυναµοσειρές έχουν ακτίνα σύγκλισης τουλάχιστον 1, εποµένως

ορίζουν συναρτήσεις ολόµορφες στον ανοικτό µοναδιαίο δίσκο D = {z ∈ C : |z | < 1}.

Είναι ϕανερό ότι η απεικόνιση U : f → (an), όπου f (z) =
∑

anzn, ορίζει γραµµικό ισοµορφισµό µεταξύ

του H2 και του ℓ2. Μεταφέροντας τη νόρµα του ℓ2 στον H2, ο H2 αποκτά την δοµή χώρου Hilbert και ο U
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γίνεται ισοµετρία επί (αλλιώς µοναδιστικός τελεστής - unitary operator). Αποδεικνύεται ότι η νόρµα στον

H2 δίνεται από τον τύπο

∥ f ∥2 = sup
0≤r<1

1
2π

π∫
−π

| f (reit ) |2dt.

Αν ονοµάσουµε S1 : H2 → H2 τον τελεστή που αντιστοιχεί στον τελεστή S : ℓ2 → ℓ2 της µετατόπισης,

δηλαδή S1 = U−1SU , τότε παρατηρούµε ότι (S1 f )(z) = z f (z) για κάθε f ∈ H2 και z ∈ D. ΄Οµως ο S1
δεν είναι πολλαπλασιαστικός τελεστής, γιατί δεν δρα σ’έναν χώρο της µορφής L2(X, µ).

Παράδειγµα 1.2.7 (Ολοκληρωτικοί τελεστές).

΄Εστω k : [0, 1] × [0, 1] → C συνεχής συνάρτηση. Τότε για κάθε f ∈ L2[0, 1] το ολοκλήρωµα
1∫

0
k (x, y) f (y)dy υπάρχει για κάθε x ∈ [0, 1] και ορίζει συνεχή συνάρτηση Ak f : [0, 1] → C από

τον τύπο

(Ak f )(x) =

1∫
0

k (x, y) f (y)dy.

Μάλιστα εξ αιτίας της ανισότητας

1∫
0

|(Ak f )(x) |2dx ≤ ∥k ∥222

1∫
0

| f (y) |2dy

(όπου ∥k ∥222 =
!
|k (x, y) |2dxdy) η απεικόνιση f → Ak f ορίζει ϕραγµένο τελεστή από τον L2[0, 1] στον

εαυτό του µε νόρµα ∥Ak ∥ ≤ ∥k ∥22 (η ανισότητα είναι συνήθως γνήσια).

Μάλιστα, τα παραπάνω επεκτείνονται όταν η συνάρτηση k δεν είναι αναγκαστικά συνεχής, αλλά ανήκει στον

L2([0, 1] × [0, 1]). Επίσης, ο χώρος µέτρου ([0, 1], λ) µπορεί να αντικατασταθεί από έναν οποιονδήποτε

χώρο (σ-πεπερασµένου) µέτρου.

(Οι ισχυρισµοί αυτοί αφήνονται ως άσκηση για τον αναγνώστη).

Παράδειγµα 1.2.8 (Ο µετασχηµατισµός Fourier).

Για k ∈ Z, ϑέτουµε f k : [0, 1] → C : t 7→ e2πikt . Ελέγχεται εύκολα ότι η οικογένεια { f k : k ∈ Z} είναι

ορθοκανονική στον L2[0, 1]. Το σηµαντικό είναι ότι αποτελεί ορθοκανονική ϐάση του L2[0, 1]. ΄Επεται ότι

κάθε f ∈ L2[0, 1] γράφεται στη µορφή

f =
∞∑
−∞

⟨ f , f k⟩ f k και ισχύει ∥ f ∥22 =
∞∑
−∞

|⟨ f , f k⟩|
2.

Εδώ η πρώτη σειρά συγκλίνει ως προς τη νόρµα του L2[0, 1], και αυτό είναι εύκολη συνέπεια της δεύτερης

ισότητας (ισότητα Parseval). Γράφουµε

f̂ (k) = ⟨ f , f k⟩ =

1∫
0

f (t)e−2πikt dt (k ∈ Z).

∆ηµιουργείται έτσι µία απεικόνιση

F : L2[0, 1]→ ℓ2(Z) : f → f̂

(προφανώς γραµµική) και η ισότητα Parseval λέει ότι είναι ισοµετρία. Είναι µάλιστα επί του ℓ2(Z), γιατί στην

εικόνα της, που είναι κλειστός υπόχωρος του ℓ2(Z), περιέχεται η συνηθισµένη ϐάση {ek : k ∈ Z} του

ℓ2(Z).
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΄Ασκηση 1.2.9. ΄Εστω g : [0, 1]→ C συνεχής συνάρτηση. Ορίζουµε τον ολοκληρωτικό τελεστή

Kg : L2[0, 1]→ L2[0, 1] από τον τύπο

(Kg f )(x) =

1∫
0

g(x − y) f (y)dy ( f ∈ L2[0, 1]).

Βρείτε τον πίνακα του τελεστή Kg ως προς την ορθοκανονική ϐάση { f k : k ∈ Z}.
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