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8 Μετασχηµατισµός Fourier

8.1 Μετασχηµατισµός Fourier στον L1(Rn)

Ορισµός 8.1.1 (µετασχηµατισµός Fourier). ΄Εστω f ∈ L1(Rn). Ο µετασχηµατισµός Fourier της f είναι η

συνάρτηση f̂ : Rn → C µε

f̂ (ξ) =
∫
Rn

f (x)e−2πi⟨ξ,x⟩dλ(x), ξ ∈ Rn.

Λήµµα 8.1.2. Ο τελεστής F1 : L1(Rn) → L∞(Rn) που ορίζεται από την F1( f ) = f̂ είναι ϕραγµένος

τελεστής, και ∥F1∥ ⩽ 1.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L1(Rn). Για κάθε ξ ∈ Rn έχουµε

| f̂ (ξ) | =
�������

∫
Rn

f (x)e−2πi⟨ξ,x⟩dλ(x)
�������
⩽

∫
Rn

| f (x) | |e−2πi⟨ξ,x⟩ | dλ(x)

=

∫
Rn

| f (x) | dλ(x) = ∥ f ∥1.

΄Επεται ότι

∥ f̂ ∥∞ = sup
ξ
| f̂ (ξ) | ⩽ ∥ f ∥1.

Η γραµµικότητα του F1 είναι απλή: από την γραµµικότητα του ολοκληρώµατος έπεται ότι, για κάθε

f , g ∈ L1(Rn) και για κάθε a, b ∈ K ισχύει Ga f + bg = a f̂ + bĝ. �
Λήµµα 8.1.3. ΄Εστω f ∈ L1(Rn). Ο µετασχηµατισµός Fourier f̂ της f είναι συνεχής συνάρτηση και

µηδενίζεται στο άπειρο:

(8.1.0.1) lim
|ξ |→∞

| f̂ (ξ) | = 0.

Ειδικότερα, η f̂ είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη. Για τη συνέχεια της f̂ σταθεροποιούµε ξ ∈ Rn και τυχούσα ακολουθία (tk ) στον Rn µε tk → 0.

Γράφουµε

| f̂ (ξ + tk ) − f̂ (ξ) | ⩽
∫
Rn

| f (x) | |e−2πi⟨ξ+tk,x⟩ − e−2πi⟨ξ,x⟩ | dλ(x)

=

∫
Rn

| f (x) | |e−2πi⟨ξ,x⟩ | |e−2πi⟨tk,x⟩ − 1| dλ(x)

=

∫
Rn

| f (x) | |e−2πi⟨tk,x⟩ − 1| dλ(x).
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Ορίζουµε gk (x) = | f (x) | |e−2πi⟨tk,x⟩ − 1|. Αφού lim
k→∞

(e−2πi⟨tk,x⟩) = 1 για κάθε x, έχουµε gk (x) → 0
σχεδόν παντού (σε κάθε x για το οποίο | f (x) | < ∞). Επίσης,

0 ⩽ gk (x) ⩽ | f (x) |(|e−2πi⟨tk,x⟩ | + 1) = 2| f (x) |.

Μπορούµε λοιπόν να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης: έχουµε

lim
k→∞

∫
Rn

gk (x) dλ(x) = 0,

δηλαδή f̂ (ξ + tk ) → f̂ (ξ). Αυτό αποδεικνύει ότι η f̂ είναι συνεχής στο ξ .

Για την απόδειξη της (8.1.0.1) µπορούµε να δουλέψουµε µε διάφορους τρόπους. Ο πρώτος είναι να

ξεκινήσουµε αποδεικνύοντάς την για την χαρακτηριστική συνάρτηση ενός ορθογωνίου Q =
n∏

j=1
[a j, b j].

Στην περίπτωση n = 1 έχουµε

Eχ[a,b](ξ) =

b∫
a

e−2πiξt dλ(t) =
e−2πiξa − e−2πiξb

2πiξ
,

άρα

|Eχ[a,b](ξ) | ⩽
2

2π |ξ |
→ 0

καθώς το |ξ | → ∞. Στην γενική περίπτωση, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini, γράφουµε

χ̂Q (ξ) =

b1∫
a1

· · ·

bn∫
an

e
−2πi

n∑
j=1
ξ j t j

dλ(t)n · · · dλ(t)1

=

n∏
j=1

b j∫
a j

e−2πiξ j t j dλ(t) j =

n∏
j=1

e−2πiξ ja j − e−2πiξ jb j

2πiξ j
.

Παρατηρώντας ότι κάθε όρος του γινοµένου ϕράσσεται απολύτως από b j − a j (ϑυµηθείτε το Λήµµα 8.1.2)

µπορούµε να γράψουµε

| χ̂Q (ξ) | ⩽
1
π |ξ j0 |

∏
j, j0

(b j − a j ),

όπου |ξ j0 | = ∥ξ∥∞ ⩾
|ξ |
√

n
. Αυτό αποδεικνύει ότι ∥ξ∥∞ → 0 καθώς το |ξ | → ∞, και συµπεραίνουµε ότι

lim
|ξ |→∞

χ̂Q (ξ) = 0.

΄Εχουµε τώρα την (8.1.0.1) για κάθε απλή συνάρτηση f που είναι γραµµικός συνδυασµός χαρακτηριστικών

συναρτήσεων ορθογωνίων της µορφής Q =
n∏

j=1
[a j, b j]. Με ένα επιχείρηµα προσέγγισης, ϐλέπουµε ότι

το ίδιο ισχύει για κάθε f ∈ L1(Rn).
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΄Ενας άλλος τρόπος είναι ο εξής: για κάθε ξ , 0 ορίζουµε ξ′ =
ξ

2|ξ |2 και παρατηρούµε ότι∫
Rn

f (x − ξ′)e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x) = e−2πi⟨ξ ′,ξ⟩
∫
Rn

f (x − ξ′)e−2πi⟨x−ξ ′,ξ⟩dλ(x)

= e−πi
∫
Rn

f (z)e−2πi⟨z,ξ⟩dλ(x)

= − f̂ (ξ).

΄Αρα, µπορούµε να γράψουµε

| f̂ (ξ) | =
�������

1
2

∫
Rn

( f (x) − f (x − ξ′))e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x)
�������

⩽
1
2

∫
Rn

| f (x) − f−ξ ′ (x) | dλ(x)

=
1
2
∥ f − f−ξ ′∥1 → 0

καθώς το |ξ | → ∞ (ϑυµηθείτε ότι fh(x) := f (x + h) και παρατηρήστε ότι |ξ′| = 1
2|ξ | → 0). �

Παρατήρηση 8.1.4. Θα συµβολίζουµε µε C0(Rn) την κλάση των συνεχών συναρτήσεων g : Rn → C που

µηδενίζονται στο άπειρο. Ως τώρα έχουµε δείξει ότι αν f ∈ L1(Rn) τότε f̂ ∈ C0(Rn).

Οι επόµενες δύο προτάσεις µας δίνουν ϐασικές αλγεβρικές ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier.

Πρόταση 8.1.5. ΄Εστω f ∈ L1(Rn). Τότε :

1. Αν h ∈ Rn και (τh f )(x) = f−h(x) = f (x − h),

τ̂h f (ξ) = f̂ (ξ)e−2πi⟨ξ,h⟩.

2. Αν h ∈ Rn,
Ge2πi⟨·,h⟩ f (ξ) = (τh f̂ )(ξ).

3. Αν δ > 0 και fδ (x) = f (δx),

f̂δ (ξ) =
1
δn f̂ (ξ/δ).

Απόδειξη. 1. Γράφουµε

τ̂h f (ξ) =
∫
Rn

τh f (x)e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x) =
∫
Rn

f (x − h)e−2πi⟨x−h,ξ⟩e−2πi⟨h,ξ⟩dλ(x)

= e−2πi⟨h,ξ⟩
∫
Rn

f (z)e−2πi⟨z,ξ⟩dz = e−2πi⟨h,ξ⟩ f̂ (ξ).

2. Γράφουµε

Ge2πi⟨·,h⟩ f (ξ) =
∫
Rn

e2πi⟨x,h⟩ f (x)e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x) =
∫
Rn

f (x)e−2πi⟨x,ξ−h⟩dλ(x)

= f̂ (ξ − h) = (τh f̂ )(ξ).
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3. Γράφουµε

f̂δ (ξ) =
∫
Rn

fδ (x)e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x) =
∫
Rn

f (δx)e−2πi⟨δx,ξ/δ⟩dλ(x)

=
1
δn

∫
Rn

f (z)e−2πi⟨z,ξ/δ⟩dz =
1
δn f̂ (ξ/δ).

�
Πρόταση 8.1.6. ΄Εστω f , g ∈ L1(Rn). Τότε, f ∗ g ∈ L1(Rn) και

Ef ∗ g(ξ) = f̂ (ξ) · ĝ(ξ)

για κάθε ξ ∈ Rn.

Απόδειξη. Η συνάρτηση F : R2n → C µε F (x, y) = f (x − y)g(y)e−2πi⟨ξ,x⟩ είναι µετρήσιµη και ανήκει

στον L1(Rn). Πράγµατι,∫
Rn

∫
Rn

|F (ξ, y) | dλ(y) dξ =
∫
Rn

∫
Rn

|g(ξ) | | f (y) | dλ(y) dξ

=

∫
Rn

|g(ξ) |
*..
,

∫
Rn

| f (y) | dλ(y)
+//
-

dξ

=

∫
Rn

|g(ξ) | ∥ f ∥1dλ(y) = ∥ f ∥1∥g∥1 < ∞.

Μπορούµε λοιπόν, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Fubini και την Πρόταση 8.1.5 (i), να γράψουµε

Ef ∗ g(ξ) =
∫
Rn

*..
,

∫
Rn

f (x − y)g(y)dλ(y)
+//
-

e−2πi⟨ξ,x⟩dλ(x)

=

∫
Rn

g(y)
*..
,

∫
Rn

f (x − y)e−2πi⟨ξ,x⟩dλ(x)
+//
-

dλ(y)

=

∫
Rn

g(y)e−2πi⟨ξ,y⟩ f̂ (ξ) dλ(y)

= f̂ (ξ)ĝ(ξ).

�
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8.2 Ο τύπος αντιστροφής του Fourier

Σκοπός µας σε αυτήν την παράγραφο είναι να αποδείξουµε τον τύπο αντιστροφής του Fourier στην εξής

µορφή:

Θεώρηµα 8.2.1 (τύπος αντιστροφής). Αν f ∈ L1(Rn) και f̂ ∈ L1(Rn) τότε

f (x) =
∫
Rn

f̂ (ξ)e2πi⟨x,ξ⟩dξ σχεδόν παντού.

Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα του Κεφαλαίου 2. Βασικό ϱόλο ϑα παίξει επίσης

ο ακόλουθος πολλαπλασιαστικός τύπος:

Θεώρηµα 8.2.2 (πολλαπλασιαστικός τύπος). ΄Εστω f και g δύο ολοκληρώσιµες συναρτήσεις στονRn. Τότε,∫
Rn

f̂ (ξ)g(ξ) dξ =
∫
Rn

f (y)ĝ(y) dλ(y).

Απόδειξη. Η συνάρτηση F (ξ, y) = g(ξ) f (y)e−2πi⟨ξ,y⟩ είναι µετρήσιµη και ανήκει στον L1(R2n).
Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Fubini παίρνουµε

∫
Rn

f̂ (ξ)g(ξ) dξ =
∫
Rn

*..
,

∫
Rn

f (y)e−2πi⟨ξ,y⟩dλ(y)
+//
-
g(ξ) dξ

=

∫
Rn

*..
,

∫
Rn

g(ξ)e−2πi⟨ξ,y⟩dξ
+//
-

f (y) dλ(y)

=

∫
Rn

ĝ(y) f (y) dλ(y).

�
Θα χρησιµοποιήσουµε επίσης µια ειδική συνάρτηση:

Λήµµα 8.2.3. ΄Εστω δ > 0 και έστω x ∈ Rn. Για τη συνάρτηση

gδ (ξ) = e−πδ |ξ |
2
e2πi⟨x,ξ⟩

ισχύει ότι

ĝδ (y) =
1
δn/2 e−π

|x−y |2
δ .

Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση h(ξ) = e−πδ |ξ |
2
. Από την Πρόταση 8.1.5 (ii) έχουµε

ĝδ (y) = (τx ĥ)(y) = ĥ(y − x).

Θεωρούµε τώρα την συνάρτηση u(ξ) = e−π |ξ |
2
. Τότε, h(ξ) = u(

√
δξ). Από την Πρόταση 8.1.5 (iii) έχουµε

ĥ(y) =
1
δn/2 û(y/

√
δ).
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Τέλος, υπολογίζουµε την

û(y) =
∫
Rn

e−π |ξ |
2
e−2πi⟨ξ,y⟩dξ =

n∏
j=1

∫
R

e−πξ
2
j e−2πiξ j y j dξ j .

Απλός υπολογισµός (µιγαδική ολοκλήρωση) δείχνει ότι∫
R

e−πt
2−2πiyt dλ(t) = e−πy

2
∫
R

e−π(t+iy)2
dλ(t) = e−πy

2
.

Συνεπώς,

ĥ(y) =
n∏

j=1

e−πy
2
j = e−π |y |

2

και

ĝδ (y) = ĥ(y − x) =
1
δn/2 û

( y − x
√
δ

)
=

1
δn/2 e−

π |y−x |2
δ . �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 8.2.1. Θεωρούµε την οικογένεια (Kδ2 )δ>0. Ελέγχουµε πρώτα ότι είναι

οικογένεια προσεγγίσεων της µονάδας: για κάθε δ > 0, κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής y = δz
παίρνουµε ∫

Rn

Kδ2 (y) dλ(y) =
1
δn

∫
Rn

e−
π |y |2

δ2 dλ(y) =
∫
Rn

e−π |z |
2
dz = 1.

Είναι προφανές ότι, για κάθε δ > 0 και για κάθε y ∈ Rn, έχουµε

0 ⩽ Kδ2 (y) =
1
δn e−

π |y |2

δ2 ⩽
1
δn .

Μένει να δείξουµε ότι : αν |y | ⩾ δ τότε |Kδ2 (y) | ⩽ Mδ/|y |n+1 για κάποια σταθερά Mn > 0.

Χρησιµοποιώντας την et ⩾ tn+1/(n + 1)! µε t =
√
π |y |/δ, γράφουµε

0 ⩽ Kδ2 (y) =
1
δn e−

π |y |2

δ2 ⩽
1
δn

(n + 1)!δn+1

π(n+1)/2 |y |n+1 =
Mnδ

|y |n+1 ,

όπου Mn = (n + 1)!/π(n+1)/2.

΄Εστω x ∈ Rn. Από τον πολλαπλασιαστικό τύπο (Θεώρηµα 8.2.2) έχουµε∫
Rn

f̂ (ξ)gδ2 (ξ) dξ =
∫
Rn

f (y)ĝδ2 (y) dλ(y).

Από το Λήµµα 8.2.3 έχουµε ĝδ2 (y) = 1
δn e−π

|x−y |2

δ2 , άρα∫
Rn

f̂ (ξ)e−πδ
2 |ξ |2e2πi⟨x,ξ⟩ dξ =

∫
Rn

f (y)Kδ2 (x − y) dλ(y) = ( f ∗ Kδ2 )(x)

για κάθε δ > 0.
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Παρατηρούµε ότι, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης, για κάθε x ∈ Rn ισχύει

lim
δ→0

∫
Rn

f̂ (ξ)e−πδ
2 |ξ |2e2πi⟨x,ξ⟩ dξ =

∫
Rn

f̂ (ξ)e2πi⟨x,ξ⟩ dξ.

Από την άλλη πλευρά, αφού η (Kδ2 )δ>0 είναι οικογένεια προσεγγίσεων της µονάδας, για κάθε x ∈ Leb( f )
έχουµε

lim
δ→0

( f ∗ Kδ2 )(x) = f (x).

Αφού m(Rn \ Leb( f )) = 0, έπεται το Ϲητούµενο. 2

Πόρισµα 8.2.4 (µοναδικότητα). ΄Εστω f , g ∈ L1(Rn). Αν f̂ (ξ) = ĝ(ξ) για κάθε ξ ∈ Rn, τότε f (x) = g(x)
σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Αφού Ef − g = f̂ − ĝ = 0, έχουµε f − g ∈ L1(Rn) και Ef − g ∈ L1(Rn). ΄Αρα,

( f − g)(x) =
∫
Rn

Ef − g(ξ)e2πi⟨x,ξ⟩dξ = 0 σχεδόν παντού.

∆ηλαδή, f (x) = g(x) σχεδόν παντού. �
Η παρατήρηση της επόµενης Πρότασης ϑα µας ϕανεί χρήσιµη στην επόµενη παράγραφο.

Πρόταση 8.2.5. Αν f ∈ L1(Rn) και f̂ ⩾ 0, και αν η f είναι συνεχής στο 0, τότε f̂ ∈ L1(Rn), άρα

f (x) =
∫
Rn

f̂ (ξ)e2πi⟨x,ξ⟩dξ σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Επιστρέφουµε στην απόδειξη του τύπου αντιστροφής. Για x = 0 και για κάθε δ > 0 έχουµε∫
Rn

f̂ (ξ)e−πδ
2 |ξ |2 dξ = ( f ∗ Kδ2 )(0).

Αφού f̂ ⩾ 0, το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης δείχνει ότι

lim
δ→0

∫
Rn

f̂ (ξ)e−πδ
2 |ξ |2 dξ =

∫
Rn

f̂ (ξ) dξ.

Αφού η f είναι συνεχής στο 0, έχουµε

lim
δ→0

( f ∗ Kδ2 )(0) = f (0).

΄Επεται ότι ∫
Rn

f̂ (ξ) dξ = f (0),

δηλαδή f̂ ∈ L1(Rn). Κατόπιν, εφαρµόζεται το Θεώρηµα 8.2.1. �
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8.3 Μετασχηµατισµός Fourier στον L2(Rn)

Σκοπός µας είναι να ορίσουµε τον µετασχηµατισµό Fourier µιας συνάρτησης f ∈ L2(Rn). Θα

υποθέσουµε πρώτα ότι f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Τότε, από την Παράγραφο 3.1 γνωρίζουµε ότι ορίζεται

καλά ο µετασχηµατισµός Fourier f̂ = F1( f ).

Θεώρηµα 8.3.1. Αν f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) τότε f̂ ∈ L2(Rn) και

∥ f̂ ∥2 = ∥ f ∥2.

Απόδειξη. Ορίζουµε g µε g(x) = f (−x). Είναι ϕανερό ότι g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) και

ĝ(ξ) =
∫
Rn

f (−x) e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x) =
∫
Rn

f (−x) e−2πi⟨−x,ξ⟩ dλ(x)

=

∫
Rn

f (−x) e−2πi⟨−x,ξ⟩ dλ(x) = f̂ (ξ).

Συνεπώς,

Ef ∗ g(ξ) = f̂ (ξ) ĝ(ξ) = f̂ (ξ) f̂ (ξ) = | f̂ (ξ) |2 ⩾ 0.

Επίσης, η f ∗ g είναι συνεχής στο 0. ΄Εχουµε

|( f ∗ g)(h) − ( f ∗ g)(0) | =
�������

∫
Rn

f (x)g(h − x) dλ(x) −
∫
Rn

f (x)g(−x) dλ(x)
�������

=

�������

∫
Rn

f (x) f (x − h) dλ(x) −
∫
Rn

f (x) f (x) dλ(x)
�������

⩽

∫
Rn

| f (x) | | f (x − h) − f (x) | dλ(x)

=

∫
Rn

| f (x) | | f (x − h) − f (x) | dλ(x)

=

∫
Rn

| f (x) | | f−h(x) − f (x) | dλ(x)

⩽ ∥ f ∥2 ∥ f−h − f ∥2 → 0

καθώς το h → 0, όπου στο τέλος χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα Cauchy-Schwarz για τις f και

f−h − f ∈ L2(Rn), και το γεγονός ότι lim
h→0
∥ f−h − f ∥2 = 0.

Από την Πρόταση 8.2.5 συµπεραίνουµε ότι Ef ∗ g ∈ L1(Rn) και

( f ∗ g)(0) =
∫
Rn

Ef ∗ g(ξ) dξ.

΄Οµως,

( f ∗ g)(0) =
∫
Rn

f (x)g(−x) dλ(x) =
∫
Rn

f (x) f (x) dλ(x) =
∫
Rn

| f (x) |2dλ(x) = ∥ f ∥22
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και ∫
Rn

Ef ∗ g(ξ) dξ =
∫
Rn

f̂ (ξ)ĝ(ξ) dξ =
∫
Rn

f̂ (ξ) f̂ (ξ) dξ

=

∫
Rn

| f̂ (ξ) |2dξ = ∥ f̂ ∥22 .

Συνεπώς, ∥ f ∥2 = ∥ f̂ ∥2. �
Από το Θεώρηµα 8.3.1 έχουµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ένας καλά ορισµένος ϕραγµένος

γραµµικός τελεστής στο πυκνό υποσύνολο L1(Rn) ∩ L2(Rn) του L2(Rn), και µάλιστα είναι ισοµετρία.

Συνεπώς, υπάρχει ϕραγµένη γραµµική επέκταση F2 αυτού του τελεστή σε ολόκληρο τον L2(Rn). Θα

λέµε ότι ο F2 είναι ο µετασχηµατισµός Fourier στον L2(Rn) και ϑα συνεχίσουµε να γράφουµε f̂ = F2( f )
για κάθε f ∈ L2(Rn).

Με ϐάση αυτόν τον ορισµό, η f̂ = F2( f ) είναι το L2-όριο της ακολουθίας {ĝk }, όπου {gk } είναι µια

ακολουθία στον L1(Rn)∩L2(Rn) η οποία συγκλίνει στην f ως προς την ∥ · ∥2. Μπορούµε, για παράδειγµα,

να επιλέξουµε την ακολουθία συναρτήσεων

(8.3.0.2) gk (x) = f (x) χ{|x |⩽k} (x).

΄Αρα, η f̂ είναι το L2-όριο της {ĝk }, όπου

(8.3.0.3) ĝk (ξ) =
∫

{|x |⩽k}

f (x)e−2πi⟨x,ξ⟩dλ(x).

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι ο F2 : L2(Rn) → L2(Rn) είναι ένας ορθοµοναδιαίος τελεστής.

Θεώρηµα 8.3.2. Ο F2 είναι ορθοµοναδιαίος.

Απόδειξη. Αφού ο F2 είναι ισοµετρία, το σύνολο τιµών του είναι ένας κλειστός υπόχωρος M του L2(Rn).
Υποθέτουµε ότι υπάρχει h ∈ L2(Rn) µε ∥h∥2 , 0 και την ιδιότητα∫

Rn

f̂ (x)h(x) dλ(x) = 0

για κάθε f ∈ L2(Rn). Παρατηρούµε ότι ο πολλαπλασιαστικός τύπος του Θεωρήµατος 8.2.2 επεκτείνεται

στον L2(Rn), άρα ∫
Rn

f (y) ĥ(y) dλ(y) =
∫
Rn

f̂ (x)g(x) dλ(x) = 0

για κάθε f ∈ L2(Rn). ΄Επεται ότι ĥ = 0, άρα ∥h∥2 = ∥ ĥ∥2 = 0, το οποίο είναι άτοπο. �
Μπορούµε επίσης να περιγράψουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier F −1

2 .

Θεώρηµα 8.3.3. Για κάθε g ∈ L2(Rn) έχουµε

(8.3.0.4) (F −1
2 g)(x) = (F2g)(−x).
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Απόδειξη. Για την απόδειξη εκφράζουµε την F −1
2 ( f̂ ) σαν το L2-όριο της ακολουθίας συναρτήσεων

(8.3.0.5) f k (x) =
∫

{|y |⩽k}

f̂ (y)e2πi⟨x,y⟩dλ(y).

Εξηγούµε πρώτα την (8.3.0.5) στην περίπτωση που f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Ορίζουµε

f̃ (x) =
∫
Rn

f̂ (y)e2πi⟨x,y⟩dλ(y) = ∥ · ∥2 − lim
k→∞

f k (x)

και παρατηρούµε ότι

⟨h, f̃ ⟩ =
∫
Rn

h(x)
*..
,

∫
Rn

f̂ (y)e2πi⟨x,y⟩dλ(y)
+//
-

dλ(x)

=

∫
Rn

*..
,

∫
Rn

h(x)e−2πi⟨x,y⟩dλ(x)
+//
-

f̂ (y) dλ(y)

= ⟨F2h, f̂ ⟩

για κάθε h ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). ∆ηλαδή,

⟨h, f̃ ⟩ = ⟨F2h, f̂ ⟩ = ⟨F2h, F2 f ⟩ = ⟨h, f ⟩

για κάθε h ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). ΄Επεται ότι

(8.3.0.6) f (x) = f̃ (x) =
∫
Rn

f̂ (y)e2πi⟨x,y⟩dλ(y).

Θέτοντας g = f̂ = F2( f ), έχουµε

(8.3.0.7) F −1
2 g(x) =

∫
Rn

g(y)e2πi⟨x,y⟩dλ(y) = (F2g)(−x).

Τα Θεωρήµατα 8.3.2 και 8.3.3 είναι γνωστά ως «ϑεώρηµα Plancherel». �
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