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7 L2-σύγκλιση σειρών Fourier - Ασκήσεις

7.1 Οµάδα Α΄

1. (α) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση f : [−π, π] → R µε f (x) = |x | και την ταυτότητα του Parseval,

δείξτε ότι
∞∑

k=0

1
(2k + 1)4 =

π4

96
και

∞∑
k=1

1
k4 =

π4

90
.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την 2π-περιοδική περιττή συνάρτηση g : [−π, π]→ R µε g(x) = x(π − x) στο [0, π]
και την ταυτότητα του Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1
(2k + 1)6 =

π6

960
και

∞∑
k=1

1
k6 =

π6

945
.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

f̂ (0) =
1

2π

π∫
−π

|x | dλ(x) =
1
π

π∫
0

xdλ(x) =
π

2
.

Για k , 0 γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

|x |e−ik xdλ(x)

=
1

2π

π∫
−π

|x | συν(k x) dλ(x) =
1
π

π∫
0

x συν(k x) dλ(x)

=
1
π

[
x ημ(k x)

k
+
συν(k x)

k2

]π

0

=
(−1)k − 1
πk2 .

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

π

2
+

∑
k,0

(−1)k − 1
πk2 eik x .

Από την ταυτότητα του Parseval,

π2

4
+ 2

∞∑
k=0

4
π2(2k + 1)4 =

1
2π

π∫
−π

| f (x) |2dλ(x) =
1
π

π∫
0

x2dλ(x) =
π2

3
.

΄Επεται ότι
∞∑

k=0

1
(2k + 1)4 =

π4

96
.
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΄Οµως,
∞∑

k=1

1
k4 =

∞∑
k=0

1
(2k + 1)4 +

∞∑
k=1

1
(2k)4 =

π4

96
+

1
16

∞∑
k=1

1
k4 .

Συνεπώς,
∞∑

k=1

1
k4 =

16
15
π4

96
=
π4

90
.

(ϐ) Αφού η f είναι περιττή, έχουµε f̂ (0) = 0. Για k , 0 γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
−i
π

π∫
0

x(π − x) ημ(k x) dλ(x)

=
−i
π

[
−
πx συν(k x)

k
+
π ημ(k x)

k2

]π

0
+

i
π

π∫
0

x2
ημ(k x) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
−

i
π

[
x2
συν(k x)

k

]π

0
+

2i
πk

π∫
0

x συν(k x) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
− i

(−1)kπ

k
+

2i
πk

[
x ημ(k x)

k
+
συν(k x)

k2

]π

0

=
2i[(−1)k − 1]
πk3 .

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η ∑
k,0

2i[(−1)k − 1]
πk3 eik x .

Από την ταυτότητα του Parseval,

2
∞∑

k=0

16
π2(2k + 1)6 =

1
2π

π∫
−π

| f (x) |2dλ(x) =
1
π

π∫
0

(π − x)2x2dλ(x) =
π4

30
.

΄Επεται ότι
∞∑

k=0

1
(2k + 1)6 =

π6

960
.

΄Οµως,
∞∑

k=1

1
k6 =

∞∑
k=0

1
(2k + 1)6 +

∞∑
k=1

1
(2k)6 =

π6

960
+

1
64

∞∑
k=1

1
k6 .

Συνεπώς,
∞∑

k=1

1
k6 =

64
63
π6

960
=
π6

945
.
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2. ∆είξτε ότι : αν α < Z, τότε η σειρά Fourier της συνάρτησης

f (x) =
π

ημ πα
ei(π−x)α

στο [0, 2π], είναι η
∞∑

k=−∞

eik x

k + α
.

Εφαρµόζοντας την ταυτότητα του Parseval, συµπεράνατε ότι

∞∑
k=−∞

1
(k + α)2 =

π2

ημ2(πα)
.

Υπόδειξη. Γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

2π∫
0

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

2π∫
0

π

ημ πα
eiπαe−ix(α+k)dλ(x)

=
eiπα

2 ημ πα

[
−e−ix(α+k)

i(k + α)

]2π

0
=

eiπα

2 ημ πα
1 − e−2πiα

i(k + α)

=
eiπα − e−iπα

2i(k + α) ημ πα
=

2i ημ πα
2i(k + α) ημ πα

=
1

k + α
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η
∞∑

k=−∞

eik x

k + α
.

Από την ταυτότητα του Parseval,

∞∑
k=−∞

1
(k + α)2 =

1
2π

2π∫
0

| f (x) |2dλ(x) =
π2

ημ2(πα)
,

αφού | f (x) | = π
| ημ(πα) | για κάθε x.

3. ΄Εστω 0 < a ⩽ π. Θεωρούµε την συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε f (x) = χ[−a,a](x).

(α) ∆είξτε ότι f̂ (0) = a
π και f̂ (k) = ημ(ka)

πk αν k , 0.

(ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ [−π, π] \ {−a, a} ισχύει

f (x) =
a
π
+

∑
k,0

ημ(ka)
πk

eik x .

(γ) Υπολογίστε τα αθροίσµατα
∞∑

k=1

ημ(ka)
k

και

∞∑
k=1

ημ
2(ka)
k2 .
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Υπόδειξη. (α) Για k = 0 έχουµε

f̂ (0) =
1

2π

π∫
−π

f (x) dλ(x) =
1

2π

a∫
−a

1 dλ(x) =
2a
2π
=

a
π
.

Για k , 0 γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

a∫
−a

e−ik xdλ(x)

=
1

2π

a∫
−a

συν(k x) dλ(x) =
1
π

a∫
0

συν(k x) dλ(x)

=

[
ημ(k x)
πk

]a

0
=
ημ(ka)
πk

.

(ϐ) Αν x ∈ [−π, π] \ {−a, a} τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο x, άρα

f (x) = S( f , x) =
a
π
+

∑
k,0

ημ(ka)
πk

eik x .

(γ) Θέτοντας x = 0 στην ισότητα του (ϐ) έχουµε

1 = f (0) =
a
π
+

∑
k,0

ημ(ka)
πk

=
a
π
+ 2

∞∑
k=1

ημ(ka)
πk

,

άρα
∞∑

k=1

ημ(ka)
k

=
π

2

(
1 −

a
π

)
=
π − a

2
.

Για το δεύτερο άθροισµα χρησιµοποιούµε την ταυτότητα του Parseval: έχουµε f̂ (k) = f̂ (−k) για κάθε k ,

άρα

∥ f ∥22 = | f̂ (0) |2 + 2
∞∑

k=1

| f̂ (k) |2 =
a2

π2 + 2
∞∑

k=1

ημ
2(ka)
π2k2 .

Αφού

∥ f ∥22 =
1

2π

a∫
−a

12dλ(x) =
a
π
,

τελικά έχουµε
∞∑

k=1

ημ
2(ka)
k2 =

π2

2

(
a
π
−

a2

π2

)
=
πa
2
−

a2

2
=

a(π − a)
2

.
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4. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι

∥ f − sn( f )∥∞ ⩽
∞∑

k=n+1

|ak ( f ′) | + |bk ( f ′) |
k

.

(ϐ) ∆είξτε ότι

lim
n→∞

√
n∥ f − sn( f )∥∞ = 0.

Υπόδειξη. Αφού η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, γνωρίζουµε ότι f ≡ S( f ). Συνεπώς,

f (x) − sn( f , x) =
∞∑

k=n+1

(ak ( f ) συν k x + bk ( f ) ημ k x), x ∈ R.

Παίρνοντας απόλυτες τιµές και κατόπιν supremum πάνω απ’ όλα τα x ∈ R, καταλήγουµε στην

∥ f − sn( f )∥∞ ⩽
∞∑

k=n+1

(|ak ( f ) | + |bk ( f ) |).

Τώρα χρησιµοποιούµε τη σχέση των συντελεστών Fourier της f µε τους συντελεστές Fourier της f ′:
|ak ( f ) | = 1

k |bk ( f ′) |, |bk ( f ) | = 1
k |ak ( f ′) | και την ανισότητα Cauchy--Schwarz, διαδοχικά, για να πάρουµε

∞∑
k=n+1

(|ak ( f ) | + |bk ( f ) |) =
∞∑

k=n+1

(
|ak ( f ′) |

k
+
|bk ( f ′) |

k

)

⩽ *
,

∞∑
k=n+1

1
k2

+
-

1/2 
*
,

∞∑
k=n+1

|ak ( f ′) |2+
-

1/2

+ *
,

∞∑
k=n+1

|bk ( f ′) |2+
-

1/2

⩽
√

2/n *
,

∞∑
k=n+1

|ak ( f ′) |2 + |bk ( f ′) |2+
-

1/2

,

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γενονός ότι

∞∑
k=n+1

1
k2 <

∞∑
k=n+1

1
k (k − 1)

=

∞∑
k=n+1

(
1

k − 1
−

1
k

)
=

1
n

και την στοιχειώδη ανισότητα
√

a + b ⩽
√

2
√

a + b. Εποµένως,

√
n∥ f − sn( f )∥∞ ⩽

√
2 *
,

∞∑
k=n+1

|ak ( f ′) |2 + |bk ( f ′) |2+
-

1/2

.

Από την ανισότητα του Bessel έχουµε ότι η σειρά
∞∑

k=1
(|ak ( f ′) |2 + |bk ( f ′) |2) συγκλίνει και το συµπέρασµα

έπεται.
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5. ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι υπάρχει σταθερά C( f ) > 0 ώστε |k f̂ (k) | ⩽ C( f ) για κάθε k ∈ Z.

(ϐ) Εξετάστε αν lim
|k |→∞

|k f̂ (k) | = 0.

(γ) Εξετάστε αν
∞∑

k=−∞
| f̂ (k) | < +∞.

Υπόδειξη. Η απάντηση είναι καταφατική σε όλα τα ερωτήµατα. Αρχικά παρατηρούµε ότι η f ′ είναι

ολοκληρώσιµη. Από την ταυτότητα του Parseval,

∞∑
k=−∞

| f̂ ′(k) |2 = ∥ f ′∥22 < +∞.

Γνωρίζουµε ότι f̂ ′(k) = ik f̂ (k), συνεπώς

∞∑
k=−∞

k2 | f̂ (k) |2 < +∞.

΄Επεται το (ϐ) (και από αυτό, το (α)): αφού η παραπάνω σειρά συγκλίνει, έχουµε

lim
|k |→∞

|k f̂ (k) | = 0.

Για το (γ), από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε

*
,

∑
k,0

| f̂ (k) |+
-

2

= *
,

∑
k,0

(k | f̂ (k) |)
1
k
+
-

2

⩽ *
,

∑
k,0

1
k2

+
-
*
,

∑
k,0

k2 | f̂ (k) |2+
-
< +∞.

΄Επεται ότι
∞∑

k=−∞

| f̂ (k) | = | f̂ (0) | +
∑
k,0

| f̂ (k) | < +∞.

6. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση µε

π∫
−π

f (x) dλ(x) = 0.

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ δείξτε ότι

π∫
−π

| f (x) |2dλ(x) ⩽

π∫
−π

| f ′(x) |2dλ(x),

µε ισότητα αν και µόνο αν f (x) = a συν x + b ημ x για κάποιους a, b ∈ R.
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Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι f̂ ′(k) = ik f̂ (k) για κάθε k ∈ Z. Επίσης, από την υπόθεση έχουµε

f̂ (0) =
1

2π

π∫
−π

f (x) dλ(x) = 0.

Από την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ έπεται άµεσα ότι

1
2π

π∫
−π

| f (x) |2dλ(x) = ∥ f ∥22 =
∞∑

k=−∞

| f̂ (k) |2

=
∑
k,0

| f̂ (k) |2 =
∑
k,0

| f̂ ′(k) |2

k2

⩽
∑
k,0

| f̂ ′(k) |2 =
1

2π

π∫
−π

| f ′(x) |2dλ(x).

Για την τελευταία ισότητα παρατηρήστε ότι

f̂ ′(0) =
1

2π

π∫
−π

f ′(x)dλ(x) =
f (π) − f (−π)

2π
= 0

από την 2π-περιοδικότητα της f . Ισότητα µπορεί να ισχύει αν και µόνο αν f̂ ′(k) = ik f̂ (k) = 0 για κάθε

k ⩾ 2 (εξηγήστε γιατί). Ισοδύναµα αν

f (x) = f̂ (1)eix + f̂ (−1)e−ix

για κάθε x ∈ R, δηλαδή αν υπάρχουν a, b ∈ R ώστε f (x) = a συν x + b ημ x.

7. (α) ΄Εστω f , g : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι

2π∫
0
g(t) dλ(t) = 0. ∆είξτε

ότι

��������

2π∫
0

f (t)g(t) dλ(t)

��������

2

⩽

2π∫
0

| f (t) |2dλ(t)

2π∫
0

|g′(t) |2dλ(t).

(ϐ) ΄Εστω f : [a, b]→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f (a) = f (b) = 0. ∆είξτε ότι

b∫
a

| f (t) |2dλ(t) ⩽
(b − a)2

π2

b∫
a

| f ′(t) |2dλ(t).

Υπόδειξη. (α) Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε

��������

2π∫
0

f (t)g(t) dλ(t)

��������

2

⩽

2π∫
0

| f (t) |2dλ(t)

2π∫
0

|g(t) |2dλ(t).
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Αφού

2π∫
0
g(t)dλ(t) = 0, από την προηγούµενη άσκηση έχουµε

2π∫
0

|g(t) |2dλ(t) ⩽

2π∫
0

|g′(t) |2dλ(t),

και έπεται το Ϲητούµενο.

(ϐ) Υποθέτουµε πρώτα ότι [a, b] = [0, π]. Αφού f (0) = f (π) = 0, µπορούµε να επεκτείνουµε την f

σε συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση µε

π∫
−π

f (t)dλ(t) = 0, ϑέτοντας f (x) = − f (−x) για x ∈ [−π, 0].

Η επέκταση της f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη σε κάθε διάστηµα της µορφής (kπ, kπ + π), k ∈ Z.

Εφαρµόζοντας το (α) µε g = f , παίρνουµε

��������

2π∫
0

| f (t) |2 dλ(t)

��������

2

⩽

2π∫
0

| f (t) |2dλ(t)

2π∫
0

| f ′(t) |2dλ(t).

Χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι η f είναι περιττή, συµπεραίνουµε ότι

(∗)

π∫
0

| f (t) |2 dλ(t) ⩽

π∫
0

| f ′(t) |2dλ(t).

Αν το [a, b] είναι τυχόν, ϑεωρούµε την F : [0, π]→ C µε F (x) = f
(
a + b−a

π x
)
. Τότε, η (∗) ισχύει για την

F, δηλαδή

π∫
0

�����
f
(
a +

b − a
π

x
) �����

2

dλ(x) =

π∫
0

|F (x) |2 dλ(x) ⩽

π∫
0

|F′(x) |2dλ(x)

=
(b − a)2

π2

π∫
0

�����
f ′

(
a +

b − a
π

x
) �����

2

dλ(x).

Κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής t = a + b−a
π x, παίρνουµε

b∫
a

| f (t) |2 dλ(t) ⩽
(b − a)2

π2

b∫
a

| f ′(t) |2dλ(t).

7.2 Οµάδα Β΄

8. ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας { fn} ολοκληρώσιµων συναρτήσεων fn : [0, 2π]→ R ώστε

lim
n→∞

1
2π

2π∫
0

| fn(x) |2dλ(x) = 0,

αλλά για κάθε x ∈ [0, 2π] η ακολουθία { fn(x)} δεν συγκλίνει.
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Υπόδειξη. Θεωρούµε µια ακολουθία {In} υποδιαστηµάτων του [0, 2π] µε τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Για κάθε x ∈ [0, 2π], τα σύνολα Ax = {n ∈ N : x ∈ In} και Bx = {n ∈ N : x < In} είναι άπειρα.

2. ℓ(In) → 0, όπου ℓ(I) είναι το µήκος ενός διαστήµατος I .

΄Ενας τρόπος να ορίσουµε µια τέτοια ακολουθία είναι ο εξής: παίρνουµε I1 = [0, 2π], στη συνέχεια

χωρίζουµε το [0, 2π] σε δύο διαδοχικά διαστήµατα I2 και I3 µήκους π, στη συνέχεια χωρίζουµε το [0, 2π]
σε τέσσερα διαδοχικά διαστήµατα I4, . . . , I7 µήκους π/2 και ούτω καθεξής.

Ορίζουµε fn = χIn , n = 1, 2, . . .. Παρατηρήστε ότι κάθε fn είναι ολοκληρώσιµη και

lim
n→∞

1
2π

2π∫
0

| fn(x) |2dλ(x) = lim
n→∞

ℓ(In)
2π
= 0.

Από την άλλη πλευρά, για κάθε x ∈ [0, 2π] έχουµε ότι τα Ax και Bx είναι άπειρα υποσύνολα του N, άρα

µπορούµε να ϐρούµε γνησίως αύξουσες ακολουθίες ϕυσικών (kn) και (rn) στα Ax και Bx αντίστοιχα. Τότε,

f kn (x) = χIkn (x) = 1→ 1 και frn (x) = χIrn (x) = 0→ 0,

δηλαδή η ακολουθία { fn(x)} δεν συγκλίνει.

9. ∆είξτε ότι
∞∫

0

ημ t
t

dλ(t) =
π

2
.

Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι το ολοκλήρωµα του n-οστού πυρήνα του Dirichlet στο [−π, π] είναι ίσο µε 2π.
∆ηλαδή,

π∫
−π

ημ

(
n + 1

2

)
t

ημ
t
2

dλ(t) = 2π.

Γράφουµε

2π =
π∫

−π

ημ

(
n + 1

2

)
t

t/2
dλ(t) +

π∫
−π

g(t) ημ
(
n +

1
2
)
t dλ(t),

όπου g(t) = 1
ημ(t/2) −

1
t/2 . Παρατηρούµε ότι η g µπορεί να οριστεί στο 0 ώστε να γίνει συνεχής συνάρτηση

στο [−π, π] (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς,

π∫
−π

g(t) ημ
(
n +

1
2

)
t dλ(t) =

π∫
−π

g(t) συν(t/2) ημ(nt) dλ(t)

+

π∫
−π

g(t) ημ(t/2) συν(nt) dλ(t) → 0

όταν n → ∞, από το Λήµµα Riemann--Lebesgue για τις συνεχείς συναρτήσεις g(t) συν(t/2) και g(t) ημ(t/2).
΄Επεται ότι

lim
n→∞

2
π∫

0

ημ

(
n + 1

2

)
t

t/2
dλ(t) = 2π.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 12
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΄Οµως,

π∫
0

ημ

(
n + 1

2

)
t

t/2
dλ(t) =

(
n+ 1

2

)
π∫

0

2 ημ x
x

dλ(x).

΄Επεται ότι (
n+ 1

2

)
π∫

0

ημ x
x

dλ(x) →
π

2

όταν n → ∞. Χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι lim
x→∞

ημ x
x = 0, µπορούµε τώρα να δείξουµε ότι υπάρχει

το
∞∫

0

ημ x
x

dλ(x) = lim
M→∞

M∫
0

ημ x
x

dλ(x) =
π

2
.

Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες.

10. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την συνθήκη Lipshitz

| f (x) − f (y) | ⩽ K |x − y |

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά.

(α) Για κάθε t > 0 ορίζουµε gt (x) = f (x + t) − f (x − t). ∆είξτε ότι

1
2π

2π∫
0

|gt (x) |2dλ(x) =
∞∑

k=−∞

4| ημ kt |2 | f̂ (k) |2

και συµπεράνατε ότι
∞∑

k=−∞

| ημ kt |2 | f̂ (k) |2 ⩽ K2t2.

(ϐ) ΄Εστω p ∈ N. Επιλέγοντας t = π/2p+1, δείξτε ότι

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2 ⩽
K2π2

22p+1 .

(γ) ∆ώστε άνω ϕράγµα για το ∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |

και συµπεράνατε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει απολύτως, άρα οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. (α) Από την ταυτότητα του Parseval έχουµε

1
2π

2π∫
0

|gt (x) |2dλ(x) =
∞∑

k=−∞

|ĝt (k) |2.
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Υπολογίζουµε τους συντελεστές Fourier της gt : είναι

ĝt (k) = Gf (x + t)(k) − Gf (x − t)(k) = eikt f̂ (k) − e−ikt f̂ (k) = (2i ημ kt) f̂ (k).

Συνεπώς,

1
2π

2π∫
0

|gt (x) |2dλ(x) =
∞∑

k=−∞

4| ημ kt |2 | f̂ (k) |2.

Χρησιµοποιώντας την συνθήκη Lipschitz παίρνουµε

∞∑
k=−∞

| ημ kt |2 | f̂ (k) |2 =
1

8π

2π∫
0

| f (x + t) − f (x − t) |2dλ(x)

⩽
1

8π

2π∫
0

K2(2t)2dλ(x) = K2t2.

(ϐ) Εφαρµόζοντας το (α) για t = π/2p+1 έχουµε

∑
2p−1< |k |⩽2p

| ημ(kπ/2p+1) |2 | f̂ (k) |2 ⩽
∞∑

k=−∞

| ημ(kπ/2p+1) |2 | f̂ (k) |2 ⩽
K2π2

22p+2 .

΄Οµως, αν 2p−1 < |k | ⩽ 2p έχουµε
π
4 ⩽

���
kπ

2p+1
��� ⩽

π
2 . ΄Αρα, | ημ(kπ/2p+1) | ⩾ ημ(π/4) = 1/

√
2 γι΄ αυτές τις

τιµές του k . Επιστρέφοντας στην προηγούµενη ανισότητα, παίρνουµε

1
2

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2 ⩽
K2π2

22p+2 ,

δηλαδή ∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2 ⩽
K2π2

22p+1 .

(γ) Αρκεί να δείξουµε ότι
∞∑

k=−∞
| f̂ (k) | < +∞. Χρησιµοποιώντας το (ϐ) και την ανισότητα Cauchy--Schwarz,

έχουµε

∑
|k |>1

| f̂ (k) | =
∞∑

p=1

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) | ⩽
∞∑

p=1

2p/2 *.
,

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2+/
-

1/2

⩽
∞∑

p=1

2p/2 Kπ
√

22p
=

Kπ
√

2

∞∑
p=1

1
(
√

2)p
< +∞.

΄Επεται ότι
∞∑

k=−∞

| f̂ (k) | =
1∑

k=−1

| f̂ (k) | +
∑
|k |>1

| f̂ (k) | < +∞.
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11. ΄Εστω α > 1/2 και f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την συνθήκη Hölder

| f (x) − f (y) | ⩽ K |x − y |α

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει απολύτως, άρα

οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. Ακολουθούµε την ίδια διαδικασία µε αυτήν της ΄Ασκησης 10. Για κάθε t > 0 ορίζουµε

gt (x) = f (x + t) − f (x − t) και, χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval, ϐλέπουµε ότι

1
2π

2π∫
0

|gt (x) |2dλ(x) =
∞∑

k=−∞

4| ημ kt |2 | f̂ (k) |2.

Χρησιµοποιώντας την συνθήκη Hölder παίρνουµε

∞∑
k=−∞

| ημ kt |2 | f̂ (k) |2 =
1

8π

2π∫
0

| f (x + t) − f (x − t) |2dλ(x)

⩽
1

8π

2π∫
0

K2(2t)2αdλ(x) = K2t2α .

Επιλέγοντας t = π/2p+1, έχουµε

∑
2p−1< |k |⩽2p

| ημ(kπ/2p+1) |2 | f̂ (k) |2 ⩽
∞∑

k=−∞

| ημ(kπ/2p+1) |2 | f̂ (k) |2 ⩽
K2π2α

22α(p+1) .

΄Οµως, αν 2p−1 < |k | ⩽ 2p έχουµε
π
4 ⩽

���
kπ

2p+1
��� ⩽

π
2 . ΄Αρα, | ημ(kπ/2p+1) | ⩾ ημ(π/4) = 1/

√
2 γι΄ αυτές τις

τιµές του k . Επιστρέφοντας στην προηγούµενη ανισότητα, παίρνουµε

1
2

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2 ⩽
K2π2α

22α(p+1) ,

δηλαδή ∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2 ⩽
2K2π2α

22α(p+1) .

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy--Schwarz, έχουµε

∑
|k |>1

| f̂ (k) | =
∞∑

p=1

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) | ⩽
∞∑

p=1

2p/2 *.
,

∑
2p−1< |k |⩽2p

| f̂ (k) |2+/
-

1/2

⩽
∞∑

p=1

2p/2
√

2Kπα

2αp+α =

√
2Kπα

2α

∞∑
p=1

1

2
(
α− 1

2

)
p
< +∞,

διότι α − 1
2 > 0. ΄Επεται ότι

∞∑
k=−∞

| f̂ (k) | =
1∑

k=−1

| f̂ (k) | +
∑
|k |>1

| f̂ (k) | < +∞.
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12. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές Fourier της f .

∆είξτε ότι

1
2π

2π∫
0

(π − x) f (x) dλ(x) =
∞∑

k=1

bk

k
.

Υπόδειξη. Για την g : [0, 2π] → R µε g(x) = π − x έχουµε ĝ(0) = 0 και ĝ(k) = (−i)
k για κάθε k , 0.

΄Εχουµε f , g ∈ L2(T), άρα

1
2π

2π∫
0

(π − x) f (x) dλ(x) = ⟨g, f ⟩ =
∞∑

k=−∞

f̂ (k)ĝ(k)

=

∞∑
k=1

i
k

( f̂ (k) − f̂ (−k)) =
∞∑

k=1

i
k

(−i)bk

=

∞∑
k=1

bk

k
.

13. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές Fourier της f .

Υποθέτουµε ότι a0 = 0. ∆είξτε ότι

∞∑
k=1

ak

k
= −

1
π

2π∫
0

f (x)ln
(
2 ημ

x
2

)
dλ(x).

Υπόδειξη. Επεκτείνουµε την ln(2 ημ x
2 ) σε µια άρτια 2π-περιοδική συνάρτηση g στο R. Εξηγήστε πρώτα

ότι, γενικά, αν f , g ∈ L2(T) και οι f , g παίρνουν πραγµατικές τιµές, τότε

1
π

π∫
−π

f (x)g(x)dλ(x) =
1
2

a0( f )a0(g) +
∞∑

k=1

(ak ( f )ak (g) + bk ( f )bk (g)).

Αφού η g είναι άρτια, έχουµε bk (g) = 0 για κάθε k ⩾ 1. ΄Αρα,

1
π

π∫
−π

f (x)g(x)dλ(x) =
∞∑

k=1

ak ( f )ak (g).

Τέλος, για κάθε k ⩾ 1 έχουµε:

ak (g) =
1
π

π∫
−π

ln
����2 ημ

x
2
����συν k x dλ(x)

=
2
π

π∫
0

ln(2 ημ
x
2

) συν k x dλ(x)

= −
2

kπ

π∫
0

ημ k x συν x
2

2 ημ(x/2)
dλ(x)
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= −
1

kπ

π∫
0

ημ(k + 1/2)x + ημ(k − 1/2)x
2 ημ(x/2)

dλ(x)

= −
1

2kπ

π∫
−π

Dk (x) + Dk−1(x)
2

dλ(x) = −
1
k
.

14. ΄Εστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι

∞∑
n=1

[w1( f , π/n)]2 < ∞,

όπου

w1( f , x) =
1

2π

∫
T

| f (x + t) − f (t) | dλ(t).

∆είξτε ότι f ∈ L2(T).

Υπόδειξη. Από το ϑεώρηµα Riesz-Fisher αρκεί να δείξουµε ότι η σειρά
∞∑

k=−∞
| f̂ (k) |2 συγκλίνει.

΄Εστω 0 , k ∈ Z. Παρατηρούµε ότι

Gf (· + π/k)(k) =
1

2π

∫
T

f (t + π/k)e−ikt dλ(t) = −
1

2π

∫
T

f (s)e−iksds = − f̂ (k).

΄Αρα,

2| f̂ (k) | = | Gf (· + π/k)(k) − f̂ (k) | ⩽
1

2π

∫
T

| f (t + π/k) − f (t) | dλ(t) = w1( f , π/k).

Χρησιµοποιώντας και την w1( f , x) = w1( f ,−x) (η οποία προκύπτει από την αλλαγή µεταβλητής s = x + t
στο

∫
T

| f (x + t) − f (t) | dλ(t)) έχουµε

| f̂ (k) | ⩽
w1( f , π/|k |)

2

για κάθε k , 0. Επίσης, | f̂ (0) | ⩽ ∥ f ∥1. Συνεπώς,

∞∑
k=−∞

| f̂ (k) |2 ⩽ | f̂ (0) |2 + 2
∞∑

k=1

[w1( f , π/k)]2

4
⩽ ∥ f ∥21 +

1
2

∞∑
k=1

[w1( f , π/k)]2 < ∞

από την υπόθεση.

15. ΄Εστω f ∈ L2(T). Ορίζουµε

F (x) = *
,

∞∑
n=1

|sn( f , x) − σn+1( f , x) |2

n
+
-

1/2

.

∆είξτε ότι F ∈ L2(T) και ∥F∥2 ⩽ ∥ f ∥2. Ειδικότερα, F (x) < ∞ σχεδόν παντού στο T.
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Υπόδειξη. Για κάθε N ∈ N ορίζουµε

gN (x) =
N∑

n=1

|sn( f , x) − σn+1( f , x) |2

n
.

Παρατηρούµε ότι

sn( f , x) − σn+1( f , x) =
n∑

k=−n

|k |
n + 1

f̂ (k)eik x .

΄Αρα,

1
2π

∫
T

gN (x) dλ(x) =
N∑

n=1

n∑
k=−n

|k |2

n(n + 1)2 | f̂ (k) |2 =
N∑

k=−N

|k |2 | f̂ (k) |2
N∑

n=|k |

1
n(n + 1)2 .

Γράφουµε

N∑
n=|k |

1
n(n + 1)2 =

N∑
n=|k |

(
1

n(n + 1)
−

1
(n + 1)2

)

⩽
N∑

n=|k |

(
1
n
−

1
n + 1

)
−

N+1∑
n=|k |+1

1
n(n + 1)

=
1
|k |
−

1
N + 1

−
1

|k | + 1
+

1
N + 2

⩽
1

|k |( |k | + 1)
⩽

1
|k |2
.

Συνεπώς,

1
2π

∫
T

gN (x) dλ(x) ⩽
N∑

k=−N

|k |2 | f̂ (k) |2
1
|k |2
=

N∑
k=−N

| f̂ (k) |2 ⩽ ∥ f ∥22 .

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης παίρνουµε

∥F∥22 =
1

2π

∫
T

*
,

∞∑
n=1

|sn( f , x) − σn+1( f , x) |2

n
+
-

dλ(x)

= lim
n→∞

1
2π

∫
T

gN (x) dλ(x) ⩽ ∥ f ∥22 .

16. ΄Εστω xn, ym ∈ C, n,m ⩾ 0. ∆είξτε ότι

�������

∞∑
n,m=0

xnym

n + m + 1

�������
⩽ π *

,

∞∑
n=0

|xn |
2+
-

1/2
*
,

∞∑
m=0

|ym |
2+
-

1/2

.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την ϕ : [−π, π) → C µε ϕ(t) = i(π − t)e−it και την επεκτείνουµε σε 2π-περιοδική

συνάρτηση στο R. Αυτό που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι ότι ϕ̂(k) = 1
k+1 για κάθε k ⩾ 0 και ∥ϕ∥∞ = π.
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Για κάθε N ∈ N έχουµε

N∑
n,m=0

|xn | |ym |

n + m + 1
=

N∑
n,m=0

|xn | |ym | ϕ̂(n + m)

=

N∑
n,m=0

|xn | |ym |
1

2π

∫
T

ϕ(t)e−i(n+m)t dλ(t)

=
1

2π

∫
T

*
,

N∑
n=0

|xn |e−int+
-
*
,

N∑
m=0

|ym |e−imt+
-
ϕ(t) dλ(t).

∆ηλαδή, αν ορίσουµε αN (t) =
N∑

n=0
|xn |e−int και βN (t) =

N∑
m=0
|ym |e−imt , έχουµε

N∑
n,m=0

|xn | |ym |

n + m + 1
=

1
2π

∫
T

αn(t) βn(t)ϕ(t)dλ(t)

⩽
1

2π

∫
T

|αN (t) | | βN (t) | ∥ϕ∥∞dλ(t)

⩽ ∥ϕ∥∞∥αN ∥2∥ βN ∥2

από την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Αφού

∥αN ∥2 = *
,

N∑
n=0

|xn |
2+
-

1/2

και ∥ βN ∥2 = *
,

N∑
m=0

|ym |
2+
-

1/2

,

παίρνουµε

N∑
n,m=0

|xn | |ym |

n + m + 1
⩽ ∥ϕ∥∞ *

,

N∑
n=0

|xn |
2+
-

1/2

*
,

N∑
m=0

|ym |
2+
-

1/2

.

Αφού ∥ϕ∥∞ = π, έπεται ότι

∞∑
n,m=0

|xn | |ym |

n + m + 1
⩽ π *

,

∞∑
n=0

|xn |
2+
-

1/2
*
,

∞∑
m=0

|ym |
2+
-

1/2

.

Ειδικότερα, έχουµε το Ϲητούµενο.
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