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5 Σειρές Fourier - Ασκήσεις

5.1 Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω T (x) = ν0 +
n∑

k=1
(νk συν k x + µk ημ k x) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. ∆είξτε ότι :

(α) Αν το T είναι περιττή συνάρτηση, τότε νk = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . , n.

(ϐ) Αν το T είναι άρτια συνάρτηση, τότε µk = 0 για κάθε k = 1, . . . , n.

Υπόδειξη. (α) Γνωρίζουµε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

νk =
1
π

π∫
−π

T (x) συν k x dλ(x).

Αφού το T είναι περιττή συνάρτηση, έχουµε

1
π

π∫
−π

T (x) συν k x dλ(x) =
1
π

π∫
−π

T (−y) συν(−ky) dλ(y) =
1
π

π∫
−π

[−T (y) συν ky] dλ(y)

= −
1
π

π∫
−π

T (y) συν ky dλ(y) = −νk .

Από την νk = −νk έπεται ότι νk = 0. Για k = 0 γράφουµε

ν0 =
1

2π

π∫
−π

T (x) dλ(x) =
1

2π

π∫
−π

T (−y) dλ(y)

= −
1

2π

π∫
−π

T (y) dλ(y) = −ν0,

άρα, ν0 = 0.

(ϐ) Γνωρίζουµε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

µk =
1
π

π∫
−π

T (x) ημ k x dλ(x).

Αφού το T είναι άρτια συνάρτηση, έχουµε

1
π

π∫
−π

T (x) ημ k x dλ(x) =
1
π

π∫
−π

T (−y) ημ(−ky) dλ(y) =
1
π

π∫
−π

[T (y)(− ημ ky)] dλ(y)

= −
1
π

π∫
−π

T (y) ημ ky dλ(y) = −µk .

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 4



Αρµονική Ανάλυση

Από την µk = −µk έπεται ότι µk = 0.

2. ∆είξτε ότι : για κάθε k ∈ N υπάρχει πολυώνυµο p(t) ϐαθµού 2k ώστε ημ2k x = p(συν x) για κάθε

x ∈ R.

Υπόδειξη. Με επαγωγή ως προς k . ΄Εχουµε ημ2 x = 1 − συν2 x = p1(συν x), όπου p1(t) = 1 − t2,

πολυώνυµο ϐαθµού 2.

Υποθέτουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο pk (t) ϐαθµού 2k ώστε ημ2k x = pk (συν x). Τότε,

ημ
2k+2 x = ημ2k x · ημ2 x = pk (συν x)p1(συν x).

Παρατηρήστε ότι το πολυώνυµο

pk+1(t) = pk (t)p1(t) = pk (t)(1 − t2)

έχει ϐαθµό 2k + 2 και ημ2k+2 x = pk+1(συν x).

3. (α) ∆είξτε ότι το σύνολο {eik x : k ∈ Z} είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητο.

(ϐ) ∆ίνονται οι πραγµατικοί αριθµοί 0 < µ1 < µ2 < · · · < µn. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις

eiµ1x, eiµ2x, . . . , eiµn x

είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητες. Χρειάζεται η υπόθεση ότι όλοι οι µ j είναι ϑετικοί;

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε k1 < k2 < · · · < kn ∈ Z και υποθέτουµε ότι για κάποιους t1, . . . , tn ∈ C ισχύει

t1eik1x + · · · + tneikn x ≡ 0.

Τότε, για κάθε s = 1, . . . , n έχουµε

0 =
π∫

−π

e−iks x *.
,

n∑
j=1

t jeik j x+/
-

dλ(x) =
n∑

j=1

t j

π∫
−π

ei(k j−ks )xdλ(x)

= 2πts,

διότι

π∫
−π

ei(k j−ks )xdλ(x) = 0 αν j , s και 2π αν j = s. ΄Επεται ότι t1 = · · · = tn = 0. Αυτό δείχνει ότι το

σύνολο {eik x : k ∈ Z} είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητο.

(ϐ) Χρησιµοποιούµε µόνο το γεγονός ότι οι µ1, . . . , µn είναι διακεκριµένοι. Υποθέτουµε ότι για κάποιους

t1, . . . , tn ισχύει

t1eiµ1x + t2eiµ2x + · · · + tneiµn x ≡ 0.

Παραγωγίζοντας n − 1 ϕορές ως προς x και ϑέτοντας x = 0 παίρνουµε το σύστηµα

t1 + t2 + · · · + tn = 0
µ1t1 + µ2t2 + · · · + µntn = 0

µ2
1t1 + µ

2
2t2 + · · · + µ

2
ntn = 0
· · · · · ·

µn−1
1 t1 + µ

n−1
2 t2 + · · · + µ

n−1
n tn = 0.
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Η ορίζουσα του συστήµατος είναι µη µηδενική (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, t1 = t2 = · · · = tn = 0.

4. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε a < b στο R,

b∫
a

f (x) dλ(x) =

b+2π∫
a+2π

f (x) dλ(x) =

b−2π∫
a−2π

f (x) dλ(x),

και
π∫

−π

f (x + a) dλ(x) =

π∫
−π

f (x) dλ(x) =

π+a∫
−π+a

f (x) dλ(x).

Υπόδειξη. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x + 2π παίρνουµε

b∫
a

f (x) dλ(x) =

b+2π∫
a+2π

f (y − 2π) dλ(y) =

b+2π∫
a+2π

f (y) dλ(y) =

b+2π∫
a+2π

f (x) dλ(x),

διότι f (y − 2π) = f (y) για κάθε y ∈ R. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x − 2π παίρνουµε

b∫
a

f (x) dλ(x) =

b−2π∫
a−2π

f (y + 2π) dλ(y) =

b−2π∫
a−2π

f (y) dλ(y) =

b−2π∫
a−2π

f (x) dλ(x),

διότι f (y + 2π) = f (y) για κάθε y ∈ R.

Κάνοντας την αντικατάσταση y = x + a παίρνουµε

π∫
−π

f (x + a) dλ(x) =

π+a∫
−π+a

f (y) dλ(y) =

π∫
−π

f (y) dλ(y) =

π∫
−π

f (x) dλ(x),

διότι
−π+a∫
−π

f (y) dλ(y) =

π+a∫
π

f (y) dλ(y)

από την 2π-περιοδικότητα της f , άρα

π+a∫
−π+a

f (y) dλ(y) =

π∫
−π+a

f (y) dλ(y) +

π+a∫
π

f (y) dλ(y)

=

π∫
−π+a

f (y) dλ(y) +

π+a∫
−π

f (y) dλ(y)

=

π∫
−π

f (y) dλ(y).

5. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι

lim
t→0

π∫
−π

| f (x + t) − f (x) |2dλ(x) = 0.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 6



Αρµονική Ανάλυση

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Γνωρίζουµε ότι υπάρχει συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση g : R→ R ώστε

π∫
−π

| f (x) − g(x) |2dλ(x) < ε2/3.

Τότε, για κάθε t ∈ R,

*.
,

π∫
−π

| f (x + t) − f (x) |2dλ(x)+/
-

1/2

⩽ *.
,

π∫
−π

| f (x + t) − g(x + t) |2dλ(x)+/
-

1/2

+
*.
,

π∫
−π

|g(x + t) − g(x) |2dλ(x)+/
-

1/2

+
*.
,

π∫
−π

|g(x) − f (x) |2dλ(x)+/
-

1/2

=
*.
,

π∫
−π

|g(x + t) − g(x) |2dλ(x)+/
-

1/2

+ 2 *.
,

π∫
−π

|g(x) − f (x) |2dλ(x)+/
-

1/2

<
*.
,

π∫
−π

|g(x + t) − g(x) |2dλ(x)+/
-

1/2

+
2ε
3
,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι, λόγω της 2π-περιοδικότητας της f − g,

π∫
−π

| f (x + t) − g(x + t) |2dλ(x) =

π∫
−π

| f (x) − g(x) |2dλ(x)

για κάθε t ∈ R.

Η g είναι συνεχής και 2π-περιοδική, άρα είναι οµοιόµορφα συνεχής. Υπάρχει λοιπόν t0 > 0 ώστε: αν

|t | < t0 τότε |g(x + t) − g(x) | < ε

3
√

2π
για κάθε x ∈ R. Τότε, αν |t | < t0 έχουµε

*.
,

π∫
−π

|g(x + t) − g(x) |2dλ(x)+/
-

1/2

⩽ *.
,

π∫
−π

ε2

9 · 2π
dλ(x)+/

-

1/2

=
ε

3
.

΄Επεται ότι

*.
,

π∫
−π

| f (x + t) − f (x) |2dλ(x)+/
-

1/2

< ε

για κάθε |t | < t0.
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΄Αρα,

lim
t→0

*.
,

π∫
−π

| f (x + t) − f (x) |2dλ(x)+/
-

1/2

= 0,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

6. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι άρτια, τότε f̂ (−k) = f̂ (k) για κάθε k ∈ Z και η S( f ) είναι σειρά συνηµιτόνων.

(ϐ) Αν η f είναι περιττή, τότε f̂ (−k) = − f̂ (k) για κάθε k ∈ Z και η S( f ) είναι σειρά ηµιτόνων.

(γ) Αν f (x + π) = f (x) για κάθε x ∈ R τότε f̂ (k) = 0 για κάθε περιττό ακέραιο k .

(δ) Αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές τότε f̂ (k) = f̂ (−k) για κάθε k ∈ Z. Αν, επιπλέον, υποθέσουµε ότι η

f είναι συνεχής, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

Υπόδειξη. (α) Κάνοντας την αντικατάσταση y = −x παίρνουµε

f̂ (−k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−i(−k)xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

f (−y)e−ikydλ(y)

=
1

2π

π∫
−π

f (y)e−ikydλ(y) = f̂ (k).

(ϐ) Κάνοντας την αντικατάσταση y = −x παίρνουµε

f̂ (−k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−i(−k)xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

f (−y)e−ikydλ(y)

=
1

2π

π∫
−π

(− f (y))e−ikydλ(y) = − f̂ (k).

(γ) Γράφουµε

2π f̂ (k) =

0∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) +

π∫
0

f (x)e−ik xdλ(x)

=

π∫
0

f (y − π)e−ik (y−π)dλ(y) +

π∫
0

f (x)e−ik xdλ(x)

= eikπ

π∫
0

f (y)e−ikydλ(y) +

π∫
0

f (x)e−ik xdλ(x)

= −

π∫
0

f (x)e−ik xdλ(x) +

π∫
0

f (x)e−ik xdλ(x)

= 0,
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διότι f (y − π) = f (y) για κάθε y ∈ R από την υπόθεση, και eikπ = −1 αν ο k είναι περιττός.

(δ) Γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x)

=
1

2π

π∫
−π

f (x)eik xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−i(−k)xdλ(x)

= f̂ (−k).

Αντίστροφα, αν υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής και f̂ (k) = f̂ (−k) για κάθε k ∈ Z, τότε από την

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

f (x)eik xdλ(x) = f̂ (−k) = f̂ (k)

ϐλέπουµε ότι η συνεχής συνάρτηση g = f − f έχει συντελεστές Fourier

ĝ(k) = f̂ (k) − f̂ (k) = f̂ (k) − f̂ (k) = 0,

συνεπώς g ≡ 0. ΄Επεται ότι f = f , άρα f (x) ∈ R για κάθε x ∈ R.

7. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε a ∈ R ορίζουµε

τa (x) = f (x − a).

Περιγράψτε το γράφηµα της τa σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η τa περιοδική; Εκφράστε τους συντελεστές

Fourier της τa συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .

Υπόδειξη. Το γράφηµα της τa είναι µεταφορά του γραφήµατος της f κατά a. Το σηµείο (x, f (x))
µεταφέρεται στο (x + a, τa (x + a)) = (x + a, f (x)). ΄Εχουµε

τa (x + 2π) = f (x − a + 2π) = f (x − a) = τa (x)

για κάθε x ∈ R, άρα η τa είναι 2π-περιοδική. Τέλος,

τ̂a (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x − a)e−ik xdλ(x) = e−ika 1
2π

π∫
−π

f (x − a)e−ik (x−a)dλ(x)

= e−ika 1
2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) = e−ika f̂ (k).

8. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

gm(x) = f (mx).

Περιγράψτε το γράφηµα της gm σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η gm περιοδική; Εκφράστε τους συντελεστές

Fourier της gm συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .
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Υπόδειξη. Η gm έχει περίοδο 2π/m (άρα και 2π) και το γράφηµά της είναι το γράφηµα της f συµπιεσµένο:

σε ένα διάστηµα µήκους 2π «επαναλαµβάνεται» m-ϕορές. Αν m | k , χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η

f (y)e−iky/m είναι 2π-περιοδική, γράφουµε

ĝm(k) =
1

2π

π∫
−π

f (mx)e−ik xdλ(x) =
1

2πm

πm∫
−πm

f (y)e−iky/mdλ(y)

=
1

2π

π∫
−π

f (y)e−i(k/m)ydλ(y) = f̂ (k/m).

Αν ο m δεν διαιρεί τον k , τότε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f (my)e−iky είναι 2π-περιοδική γράφουµε

ĝm(k) =
1

2π

π∫
−π

f (mx)e−ik xdλ(x) =
1

2π

π−2π/m∫
−π−2π/m

f (my + 2π)e−ik (y+2π/m)dλ(y)

= e−i2kπ/m 1
2π

π−2π/m∫
−π−2π/m

f (my)e−ikydλ(y)

= e−i2kπ/m 1
2π

π∫
−π

f (my)e−ikydλ(y)

= e−i2kπ/mĝm(k).

Αφού ο m δεν διαιρεί τον k , έχουµε e−i2kπ/m , 1, άρα ĝm(k) = 0.

9. ΄Εστω f , fn ∈ L1(T) (n ∈ N) συναρτήσεις οι οποίες ικανοποιούν την

lim
n→∞

π∫
−π

| f (x) − fn(x) | dλ(x) = 0.

∆είξτε ότι

f̂n(k) → f̂ (k) όταν n → ∞,

οµοιόµορφα ως προς k . ∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ⩾ n0 και για κάθε

k ∈ Z,

| f̂n(k) − f̂ (k) | < ε.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από την υπόθεση, υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ⩾ n0,

1
2π

π∫
−π

| fn(x) − f (x) | dλ(x) < ε.
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Τότε, για κάθε n ⩾ n0 και για κάθε k ∈ Z,

| f̂n(k) − f̂ (k) | =
�������

1
2π

π∫
−π

fn(x)e−ik xdλ(x) −
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x)
�������

=

�������

1
2π

π∫
−π

( fn(x) − f (x))e−ik xdλ(x)
�������

⩽
1

2π

π∫
−π

| fn(x) − f (x) | |e−ik x | dλ(x)

=
1

2π

π∫
−π

| fn(x) − f (x) | dλ(x) < ε.

10. Ορίζουµε f (x) = π − x αν 0 < x < 2π, f (0) = f (2π) = 0, και επεκτείνουµε την f σε µια

2π-περιοδική συνάρτηση στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S( f , x) = 2
∞∑

k=1

ημ k x
k
.

Υπόδειξη. Είναι πιο ϐολικό να ϑεωρήσουµε την f στο [−π, π]. ΄Εχουµε f (x) = π − x αν 0 < x < π και

f (x) = f (x + 2π) = −π − x αν −π < x < 0. Παρατηρήστε ότι

f (−x) = −π + x = −(π − x) = − f (x)

για κάθε 0 < x < π, δηλαδή η f είναι περιττή στο [−π, π]. Συνεπώς,

ak ( f ) =
1
π

π∫
−π

f (x) συν k x dλ(x) = 0

για κάθε k ∈ N. Οµοίως, a0( f ) = 0.

Υπολογίζουµε τους συντελεστές bk ( f ): αφού η f (x) ημ k x είναι άρτια, έχουµε

bk ( f ) =
1
π

π∫
−π

f (x) ημ k x dλ(x) =
2
π

π∫
0

(π − x) ημ k x dλ(x)

=

[
−2

(π − x) συν k x
πk

]π

0
+

2
π

π∫
0

συν k x
k

dλ(x)

=
2π
πk
+

[
2 ημ k x
πk2

]π

0

=
2
k
.

΄Επεται ότι

S( f , x) = a0( f ) +
∞∑

k=1

(ak ( f ) συν k x + bk ( f ) ημ k x) = 2
∞∑

k=1

ημ k x
k
.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 11



Αρµονική Ανάλυση

11. Θεωρούµε τη συνάρτηση f (x) = (π − x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουµε σε µια 2π-περιοδική

συνάρτηση ορισµένη στο R. ∆είξτε ότι

S( f , x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

συν k x
k2 .

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1
k2 =

π2

6
.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι f (0) = f (2π), άρα η f επεκτείνεται σε συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση.

Είναι πιο ϐολικό να ϑεωρήσουµε την f στο [−π, π]. ΄Εχουµε f (x) = (π − x)2 αν 0 < x < π και

f (x) = f (x + 2π) = (−π − x)2 = (π + x)2 αν −π < x < 0. Παρατηρήστε ότι

f (−x) = (π − x)2 = f (x)

για κάθε 0 < x < π, δηλαδή η f είναι άρτια στο [−π, π]. Συνεπώς,

bk ( f ) =
1
π

π∫
−π

f (x) ημ k x dλ(x) = 0

για κάθε k ∈ N. Για τον a0( f ) γράφουµε

a0( f ) =
1

2π

2π∫
0

(π − x)2dλ(x) =
[
−(π − x)3

6π

]2π

0
=

2π3

6π
=
π2

3
.

Υπολογίζουµε τους συντελεστές ak ( f ), k ⩾ 1: αφού η f (x) συν k x είναι άρτια, έχουµε

ak ( f ) =
1
π

π∫
−π

f (x) συν k x dλ(x) =
2
π

π∫
0

(π − x)2
συν k x dλ(x)

=

[
2(π − x)2

ημ k x
πk

]π

0
+

2
π

π∫
0

2(π − x) ημ k x
k

dλ(x)

=
4
π

π∫
0

(π − x) ημ k x
k

dλ(x)

=

[
−

4(π − x) συν k x
πk2

]π

0
−

4
π

π∫
0

συν k x
k2

=
4π
πk2 =

4
k2 .

΄Επεται ότι

S( f , x) = a0( f ) +
∞∑

k=1

(ak ( f ) συν k x + bk ( f ) ημ k x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

συν k x
k2 .
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Αφού
∞∑

k=1

( |ak ( f ) | + |bk ( f ) |) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1
k2 < +∞,

η σειρά Fourier της f συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . ∆ηλαδή,

f (x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

συν k x
k2

για κάθε x ∈ R. Ειδικότερα,

f (0) = π2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1
k2 ,

απ΄ όπου παίρνουµε
∞∑

k=1

1
k2 =

1
4

(
π2 −

π2

3

)
=
π2

6
.

12. ΄Εστω 0 < α ⩽ 1 και έστω f : R→ R, 2π-περιοδική συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

| f (x) − f (y) | ⩽ M |x − y |α

για κάθε x, y ∈ R. ∆είξτε ότι : υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε, για κάθε k ⩾ 1,

|ak ( f ) | ⩽
C
kα

και |bk ( f ) | ⩽
C
kα
.

Υπόδειξη. ΄Εστω k ∈ N. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x + π/k , έχουµε

ak ( f ) =
1
π

π∫
−π

f (x) συν(k x) dλ(x) =
1
π

π+π/k∫
−π+π/k

f (x − π/k) συν(k x − π) dλ(x)

= −
1
π

π+π/k∫
−π+π/k

f (x − π/k) συν(k x) dλ(x) = −
1
π

π∫
−π

f (x − π/k) συν(k x) dλ(x),

λόγω της 2π-περιοδικότητας της f . Τότε, µπορούµε να γράψουµε

ak ( f ) =
1

2π

π∫
−π

[ f (x) − f (x − π/k)]συν(k x) dλ(x),

και χρησιµοποιώντας την υπόθεση παίρνουµε

|ak ( f ) | ⩽
1

2π

π∫
−π

| f (x) − f (x − π/k) | | συν(k x) | dλ(x) ⩽
1

2π

π∫
−π

M |π/k |αdλ(x) =
C
kα
,

όπου C = Mπα. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι |bk ( f ) | ⩽ C/kα.
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13. Θεωρούµε την περιττή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [0, π] ορίζεται από την

f (x) = x(π − x).

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και δείξτε ότι

f (x) =
8
π

∞∑
k=0

ημ[(2k + 1)x]
(2k + 1)3 .

Υπόδειξη. Αφού η f είναι περιττή, έχουµε f̂ (0) = 0. Για k , 0 γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
−i
π

π∫
0

x(π − x) ημ(k x) dλ(x)

=
−i
π

[
−
πx συν(k x)

k
+
π ημ(k x)

k2

]π

0
+

i
π

π∫
0

x2
ημ(k x) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
−

i
π

[
x2
συν(k x)

k

]π

0
+

2i
πk

π∫
0

x συν(k x) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
− i

(−1)kπ

k
+

2i
πk

[
x ημ(k x)

k
+
συν(k x)

k2

]π

0

=
2i[(−1)k − 1]
πk3 .

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η∑
k,0

2i[(−1)k − 1]
πk3 eik x =

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]
πk3 eik x −

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]
πk3 e−ik x

=

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]
πk3 (eik x − e−ik x)

=

∞∑
k=0

8
π(2k + 1)3 ημ((2k + 1)x),

διότι (−1)k − 1 = 0 αν ο k είναι άρτιος, και

2i[(−1)k − 1](ei(2k+1)x − e−i(2k+1)x) = −4i(2i ημ((2k + 1)x)) = 8 ημ((2k + 1)x).

14. ΄Εστω 0 < δ < π. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε

f (x) =
{

1 − |x |δ αν |x | ⩽ δ
0 αν δ ⩽ |x | ⩽ π

Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της f και δείξτε ότι

f (x) =
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1 − συν kδ
k2πδ

συν k x.
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Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

f̂ (0) =
1

2π

π∫
−π

f (x) dλ(x) =
1
π

δ∫
0

(
1 −

x
δ

)
dλ(x) =

δ

2π
.

Για k , 0 γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

δ∫
−δ

(
1 −
|x |
δ

)
e−ik xdλ(x)

=
1

2π

δ∫
−δ

(
1 −
|x |
δ

)
συν(k x) dλ(x) =

1
π

δ∫
0

(
1 −

x
δ

)
συν(k x) dλ(x)

=
1
π

[
ημ(k x)

k
−

x ημ(k x)
δk

−
συν(k x)
δk2

] δ

0

=
ημ(kδ)
πk

−
δ ημ(kδ)
πδk

+
1 − συν(kδ)
πδk2

=
1 − συν(kδ)
πδk2 .

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

S( f , x) =
δ

2π
+

∑
k,0

1 − συν(kδ)
πδk2 eik x =

δ

2π
+

∞∑
k=1

1 − συν(kδ)
πδk2 (eik x + e−ik x)

=
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1 − συν(kδ)
πδk2 συν(k x).

Αφού
∞∑

k=−∞

| f̂ (k) | =
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1 − συν(kδ)
πδk2 < +∞,

έχουµε f (x) = S( f , x) για κάθε x ∈ R.

15. Θεωρούµε την 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [−π, π] ορίζεται από την

f (x) = |x |.

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και δείξτε ότι f̂ (0) =
π/2 και

f̂ (k) =
−1 + (−1)k

πk2 , k , 0.

Γράψτε τη σειρά Fourier S( f ) της f σαν σειρά συνηµιτόνων και ηµιτόνων. Θέτοντας x = 0 δείξτε ότι

∞∑
k=0

1
(2k + 1)2 =

π2

8
και

∞∑
k=1

1
k2 =

π2

6
.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

f̂ (0) =
1

2π

π∫
−π

|x | dλ(x) =
1
π

π∫
0

xdλ(x) =
π

2
.
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Για k , 0 γράφουµε

f̂ (k) =
1

2π

π∫
−π

f (x)e−ik xdλ(x) =
1

2π

π∫
−π

|x |e−ik xdλ(x)

=
1

2π

π∫
−π

|x | συν(k x) dλ(x) =
1
π

π∫
0

x συν(k x) dλ(x)

=
1
π

[
x ημ(k x)

k
+
συν(k x)

k2

]π

0

=
(−1)k − 1
πk2 .

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

π

2
+

∑
k,0

(−1)k − 1
πk2 eik x =

π

2
+

∞∑
k=1

(−1)k − 1
πk2 (eik x + e−ik x)

=
π

2
+

∞∑
k=1

2[(−1)k − 1]
πk2 συν(k x)

=
π

2
− 4

∞∑
k=0

1
π(2k + 1)2 συν((2k + 1)x).

Αφού
∞∑

k=−∞

| f̂ (k) | =
π

2
+ 2

∞∑
k=0

2
π(2k + 1)2 < +∞,

έχουµε f (x) = S( f , x) για κάθε x ∈ R. Ειδικότερα,

0 = f (0) =
π

2
− 4

∞∑
k=0

1
π(2k + 1)2 ,

δηλαδή
∞∑

k=0

1
(2k + 1)2 =

π2

8
.

Τότε,
∞∑

k=1

1
k2 =

∞∑
k=0

1
(2k + 1)2 +

∞∑
k=1

1
(2k)2 =

π2

8
+

1
4

∞∑
k=1

1
k2 ,

απ΄ όπου έπεται ότι
∞∑

k=1

1
k2 =

4
3
π2

8
=
π2

6
.

16. ΄Εστω f ∈ L1(T).

(α) ∆είξτε ότι

lim
t→0

2π∫
0

| f (x + t) − f (x) | dλ(x) = 0.
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(ϐ) (Λήµµα Riemann-Lebesgue). ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N,

2π∫
0

f (x) ημ nx dλ(x) = −

2π∫
0

f
(
x +
π

n
)
ημ nx dλ(x).

και συµπεράνατε ότι

lim
n→∞

2π∫
0

f (x) ημ nx dλ(x) = 0.

Υπόδειξη. (α). Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι συνεχής. Εφόσον, είναι και 2π-περιοδική ϑα είναι

οµοιόµορφα συνεχής στο R. Αν ε > 0 τυχόν, υπάρχει δ = δ(ε) > 0 ώστε αν |t | < δ τότε

| f (x + t) − f (x) | < ε για κάθε x ∈ R. Εποµένως, αν 0 < |t | < δ τότε,

π∫
−π

| f (x + t) − f (t) | dλ(x) <

π∫
−π

ε dt = 2πε.

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο στην περίπτωση που η f είναι συνεχής. Στην γενική περίπτωση, ϑεωρούµε

τυχόν ε > 0 και fε συνεχή 2π-περιοδική ώστε

π∫
−π

| f − fε | < ε. Τότε, µε χρήση της τριγωνικής ανισότητας

παίρνουµε:

π∫
−π

| f (x + t) − f (x) | dλ(x) ⩽

π∫
−π

| f (x + t) − fε (x + t) | dλ(x)

+

π∫
−π

| fε (x + t) − fε (x) | dλ(x) +

π∫
−π

| fε (x) − f (x) | dλ(x)

= 2
π∫

−π

| f (x) − fε (x) | dλ(x) +

π∫
−π

| fε (x + t) − fε (x) | dλ(x).

΄Επεται ότι,

lim sup
t→0

π∫
−π

| f (x + t) − f (x) | dλ(x) ⩽ 2ε + lim sup
t→0

π∫
−π

| fε (x + t) − fε (x) | dλ(x) = 2ε.

Καθώς, το ε > 0 ήταν τυχόν το Ϲητούµενο έπεται.

(ϐ) Με την αλλαγή µεταβλητής x = y + π/n έχουµε:

π∫
−π

f (x) ημ(nx) dλ(x) =

π− π
n∫

−π− π
n

f
(
y +
π

n

)
ημ(π + ny) dλ(y)

= −

π∫
−π

f
(
x +
π

n

)
ημ(nx) dλ(x).
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Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε:

�������

π∫
−π

f (x) ημ(nx) dλ(x)
�������
⩽

1
2

π∫
−π

���� f (x) − f
(
x +
π

n

) ���� dλ(x).

Τώρα, το συµπέρασµα έπεται από το (α) για t = π/n → 0.

17. (α) Θεωρώντας την περιττή επέκταση της συν x από το (0, π) στο (−π, π) \ {0} δείξτε ότι

συν x =
8
π

∞∑
k=1

k ημ(2k x)
4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.

(ϐ) Θεωρώντας την άρτια επέκταση της ημ x από το (0, π) στο (−π, π) δείξτε ότι

ημ x =
2
π
−

4
π

∞∑
k=1

συν(2k x)
4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.

Υπόδειξη. (α) Επεκτείνουµε την f : [π, π]→ R µε f (x) =



συν x, 0 < xπ
0, x = −π, 0, π
−συν x, −π < x < 0

σε µια 2π-περιοδική

συνάρτηση σ’ όλο το R. Εποµένως, είναι ak ( f ) = 0, αφού f περιττή και

bk ( f ) =
1
π

π∫
−π

f (x) ημ k x dλ(x)

=
2
π

π∫
0

συν x ημ k x dλ(x)

=
1
π

π∫
0

[ημ(k − 1)x + ημ(k + 1)x] dλ(x).

Αν ο k είναι περιττός, τότε ϐλέπουµε εύκολα ότι bk = 0 ενώ αν ο k = 2s τότε

b2s ( f ) =
8
π

s
4s2 − 1

.

Συµπεραίνουµε ότι

S( f , x) =
8
π

∞∑
k=1

k ημ(2k x)
4k2 − 1

.

Αφού η σειρά S( f ) συγκλίνει οµοιόµορφα και η f |(0,π) είναι συνεχής, έπεται (εξηγήστε γιατί) ότι αν

0 < x < π τότε

συν x = f |(0,π) (x) = S( f , x) =
8
π

∞∑
k=1

k ημ(2k x)
4k2 − 1

.

Για το (ϐ) δουλεύουµε ανάλογα.
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5.2 Οµάδα Β΄

18. (α) Για κάθε k ∈ N ϑέτουµε

Ak (x) =
k∑

j=1

ημ j x.

∆είξτε ότι : αν k > m τότε

|Ak (x) − Am(x) | ⩽
1

| ημ(x/2) |

για κάθε 0 < x < π.

(ϐ) Αν λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn ⩾ 0, δείξτε ότι

�������

k∑
j=m+1

λ j ημ j x
�������
⩽

λm+1

| ημ(x/2) |

για κάθε n ⩾ k > m ⩾ 1 και για κάθε 0 < x < π.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω k > m. Γράφουµε

Ak (x) − Am(x) =
k∑

j=m+1

ημ( j x) =
1

ημ(x/2)

k∑
j=m+1

ημ(x/2) ημ( j x)

=
1

2 ημ(x/2)

k∑
j=m+1

[
συν

(
j − 1/2

)
x − συν

(
j + 1/2

)
x
]

=
1

2 ημ(x/2)
[
συν

(
m + 1/2

)
x − συν

(
k + 1/2

)
x
]
.

Από την | συν t | ⩽ 1 έπεται ότι

|Ak (x) − Am(x) | ⩽
2

2| ημ(x/2) |
=

1
| ημ(x/2) |

.

(ϐ) Χρησιµοποιούµε άθροιση κατά µέρη: είναι

k∑
j=m+1

λ j ημ( j x) =
k∑

j=m+1

λ j (A j (x) − A j−1(x))

= λk Ak (x) − λm+1 Am(x) +
k−1∑

j=m+1

(λ j − λ j+1)A j (x)

= λk (Ak (x) − Am(x)) +
k−1∑

j=m+1

(λ j − λ j+1)(A j (x) − Am(x)),

διότι

λm+1 Am(x) =

λk +

k−1∑
j=m+1

(λ j − λ j+1)


Am(x).
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Τότε,

�������

k∑
j=m+1

λ j ημ( j x)
�������
⩽ λk |Ak (x) − Am(x) | +

k−1∑
j=m+1

(λ j − λ j+1) |A j (x) − Am(x) |

⩽
1

| ημ(x/2) |
*.
,
λk +

k−1∑
j=m+1

(λ j − λ j+1)+/
-

=
λm+1

| ημ(x/2) |
.

19. ΄Εστω n ∈ N και M > 0. Αν λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn ⩾ 0 και kλk ⩽ M για κάθε k = 1, . . . , n, δείξτε ότι

������

n∑
k=1

λk ημ k x
������
⩽ (π + 1)M

για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < x < π (εξηγήστε γιατί). Γράφουµε

n∑
k=1

λk ημ k x =
m∑

k=1

λk ημ k x +
n∑

k=m+1

λk ημ k x,

όπου m = min{n, ⌊π/x⌋}. Για το πρώτο άθροισµα έχουµε

0 ⩽
m∑

k=1

λk ημ(k x) ⩽
m∑

k=1

M ημ k x
k

⩽
m∑

k=1

Mk x
k
= Mmx ⩽ Mπ.

Για το δεύτερο άθροισµα χρησιµοποιούµε την προηγούµενη άσκηση: είναι

������

n∑
k=m+1

λk ημ k x
������
⩽
λm+1

ημ(x/2)
⩽

M
(m + 1) ημ(x/2)

⩽ M,

διότι m + 1 > π/x, άρα

(m + 1) ημ(x/2) ⩾
π

x
2x
2π
= 1

από την ημ y ⩾ 2y
π , 0 ⩽ y ⩽ π/2.

20. (Λήµµα του Stečkin). ΄Εστω f (x) = λ0 +
n∑

k=1
(λk συν k x + µk ημ k x) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο και

έστω x0 ∈ R µε την ιδιότητα

f (x0) = ∥ f ∥∞ = max{| f (x) | : x ∈ R}.

∆είξτε ότι : αν |t | ⩽ πn τότε

f (x0 + t) ⩾ ∥ f ∥∞ συν(nt).

Υπόδειξη. Θέτουµε A = ∥ f ∥∞ και ορίζουµε

g(t) = f (x0 + t) − Aσυν(nt).
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Αν υποθέσουµε ότι το Ϲητούµενο δεν ισχύει, τότε υπάρχει 0 < |s | ⩽ πn ώστε g(s) < 0. Χωρίς περιορισµό

της γενικότητας υποθέτουµε ότι 0 < t0 <
π
n . Για κάθε k = 0, 1, . . . , 2n ϑέτουµε tk =

kπ
n και έχουµε

g(tk ) = f (x0 + tk ) − Aσυν(kπ).

Παρατηρούµε ότι f (t0) = f (x0) = 0, f (s) < 0 και για κάθε k = 1, . . . , 2n έχουµε g(tk ) ⩾ 0 αν ο k
είναι περιττός και g(tk ) ⩽ 0 αν ο k είναι άρτιος. ΄Επεται ότι η g(y) = 0 έχει τουλάχιστον 2n + 1 ϱίζες στο

διάστηµα [0, 2π). Αυτό είναι άτοπο: ένα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού n έχει το πολύ 2n ϱίζες στο

[0, 2π) (εξηγήστε γιατί: η διάσταση του χώρου αυτών των πολυωνύµων είναι 2n + 1).

21. (Ανισότητα του Bernstein). ΄Εστω f (x) = λ0 +
n∑

k=1
(λk συν k x + µk ημ k x) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο.

∆είξτε ότι

∥ f ′∥∞ ⩽ n∥ f ∥∞.

Υπόδειξη. Παίρνοντας αν χρειαστεί το − f στη ϑέση του f , ϑεωρούµε x0 τέτοιο ώστε

f ′(x0) = ∥ f ′∥∞.

Παρατηρήστε ότι f (x0) = 0. Από την προηγούµενη άσκηση, για κάθε |t | ⩽ πn έχουµε

f ′(x0 + t) ⩾ ∥ f ′∥∞ συν(nt).

΄Αρα,

f
(
x0 +

π

2n

)
− f

(
x0 −

π

2n

)
=

π
2n∫

− π
2n

f ′(x0 + t)dλ(t) ⩾ ∥ f ′∥∞

π
2n∫

− π
2n

συν(nt)dλ(t)

= ∥ f ′∥∞

[
ημ(nt)

n

] π
2n

− π
2n

=
2
n
∥ f ′∥∞.

΄Επεται ότι

∥ f ′∥∞ ⩽
n
2

(���� f
(
x0 +

π

2n

) ���� + ���� f
(
x0 −

π

2n

) ����
)

⩽
n
2
· 2∥ f ∥∞ = n∥ f ∥∞.

22. ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστηµα που περιέχεται στο εσωτερικό του [−π, π]. Θεωρούµε την

f (x) = χ[a,b](x) που ορίζεται στο [−π, π] από τις f (x) = 1 αν x ∈ [a, b] και f (x) = 0 αλλιώς,

και την επεκτείνουµε 2π-περιοδικά στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S( f , x) =
b − a
2π
+

∑
k,0

e−ika − e−ikb

2πik
eik x .

∆είξτε ότι η S( f ) δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Βρείτε τα x ∈ R για τα οποία η S( f , x)
συγκλίνει.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι

f̂ (0) =
1

2π

π∫
−π

f (x) dλ(x) =
1

2π

b∫
a

dλ(x) =
b − a
2π
.
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Αν k , 0, έχουµε

f̂ (k) =
1

2π

b∫
a

e−ik xdλ(x) =
e−ika − e−ikb

ik
.

΄Επεται ότι

S( f , x) = f̂ (0) +
∑
k,0

f̂ (k)eik x =
b − a
2π
+

∑
k,0

e−ika − e−ikb

2πik
eik x .

Η S( f , x) δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Θα έπρεπε να συγκλίνει η σειρά

b − a
2π
+

∑
k,0

|e−ika − e−ikb |

2π |k |
=

b − a
2π
+

∑
k,0

|eik (b−a) − 1|
2π |k |

.

Η σειρά αυτή αποκλίνει : αν ο
b−a
2π είναι ϱητός τότε η ακολουθία {eik (b−a)}k παίρνει πεπερασµένες το

πλήθος τιµές, όλες διαφορετικές από 1, ενώ αν ο
b−a
2π είναι άρρητος τότε η ακολουθία {eik (b−a)}k είναι

οµοιόµορφα κατανεµηµένη στη µοναδιαία περιφέρεια, και αυτό συνεπάγεται ότι το πλήθος των |k | ⩽ N
για τους οποίους |eik (b−a) − 1| ⩾ 1

2 είναι µεγαλύτερο από c1N για κάποια σταθερά c1 > 0, άρα

N∑
k=−N

|eik (b−a) − 1|
2π |k |

⩾ c2logN → ∞.

23. ΄Εστω T (x) =
n∑

k=−n
ck eik x τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Υποθέτουµε ότι το T παίρνει ϑετικές πραγµατικές

τιµές. ∆είξτε ότι υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο Q ώστε

T (x) = |Q(x) |2

για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι cn , 0. Παρατηρήστε ότι c−k = ck για κάθε

k = 0, 1, . . . , n και ότι

c0 =
1

2π

π∫
−π

T (x) dλ(x) > 0.

Θεωρούµε το µιγαδικό πολυώνυµο

P(z) = zn
n∑

k=−n

ck zk = c−n + c1−nz + · · · + cnz2n.

Παρατηρούµε ότι

P(1/z =
n∑

k=−n

ck z−n−k =

n∑
k=−n

ck z−n−k

=

n∑
k=−n

c−k z−n−k =

n∑
m=−n

cmzm−n = z−2n
n∑

m=−n

cmzm+n

= z−2nP(z).
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΄Επεται ότι P(z) = 0 αν και µόνο αν P(1/z) = 0. Επίσης, P(0) , 0 και P(w) , 0 για κάθε w ∈ T, διότι αν

w = eix τότε P(w) = einxT (x) , 0 από την υπόθεση ότι το T δεν µηδενίζεται. ΄Αρα, οι ϱίζες του P είναι n
Ϲεύγη zk, 1/zk µε 0 < |zk | < 1. (k = 1, . . . , n). ∆ηλαδή, υπάρχει a ∈ C ώστε

P(z) = a
n∏

k=1

(z − zk )
n∏

k=1

(
z −

1
zk

)
.

Θέτουµε P1(z) =
n∏

k=1
(z − zk ) και παρατηρούµε ότι

P2(z) :=
n∏

k=1

(
z −

1
zk

)
=

1
z1 · · · zn

n∏
k=1

z
(
zk −

1
z

)

=
(−1)nzn

z1 · · · zn

n∏
k=1

z
(
1
z
− zk

)
=

(−1)nzn

z1 · · · zn
P1

(
1
z

)
.

΄Αρα, αν |z | = 1 έχουµε

|P2(z) | = |P2(z) | =
�����
(−1)nzn

z1 · · · zn
P1

(
1
z

) ����� = |P1(z) |
|z1 · · · zn |

.

Τώρα γράφουµε

T (x) = |T (x) | = |e−inx P(eix) | = |aP1(eix)P2(eix) | = |a | · |P1(eix) | ·
|P1(eix) |
|z1 · · · zn |

,

και αν ορίσουµε

Q(x) =
(
|a |

|z1 · · · zn |

)1/2

P1(eix)

έχουµε

T (x) = |Q(x) |2, x ∈ R.

24. (α) ΄Εστω 0 < δ < π. ∆είξτε ότι, για κάθε x ∈ [δ, 2π − δ],

������

1
2
+

n∑
k=1

συν k x
������
⩽

1
2 ημ δ2

και

������

n∑
k=1

ημ k x
������
⩽

1
ημ
δ
2

.

(ϐ) ΄Εστω (tk ) ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε tk → 0. ∆είξτε ότι οι σειρές
∞∑

k=1
tk συν k x και

∞∑
k=1

tk ημ k x συγκλίνουν κατά σηµείο στο (0, 2π) και οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα

[δ, 2π − δ], όπου 0 < δ < π. Συµπεράνατε ότι ορίζουν συνεχείς συναρτήσεις στο (0, 2π).

Υπόδειξη. (α) Γράφουµε An(x) = 1
2 +

n∑
k=1
συν k x και χρησιµοποιούµε την ταυτότητα

2 ημ a συν b = ημ(a − b) + ημ(a + b) ως εξής:

2 ημ(x/2) An(x) = ημ(x/2) +
n∑

k=1

[
ημ

( x
2
− k x

)
+ ημ

( x
2
+ k x

)]
= ημ

(
n +

1
2

)
x.
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Για κάθε x ∈ (0, 2π) είναι ημ(x/2) > 0, άρα

An(x) =
ημ

(
n + 1

2

)
x

2 ημ(x/2)
.

Αν 0 < δ < π τότε για κάθε x ∈ [δ, 2π− δ] ισχύει ημ(x/2) ⩾ ημ(δ/2). Εποµένως, έχουµε |An(x) | ⩽ 1
ημ

δ
2
.

Για το άλλο άθροισµα χρησιµοποιούµε την ταυτότητα 2 ημ a ημ b = συν(a−b)−συν(a+b) και εργαζόµαστε

ανάλογα.

(ϐ) Για να δείξουµε την κατά σηµείο και οµοιόµορφη σύγκλιση ϑα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του Cauchy

για σειρές πραγµατικών αριθµών και συναρτήσεων αντίστοιχα. Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο Dirichlet:

Αν (εn) είναι ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών όρων µε εn → 0 και
∞∑

n=1
un σειρά πραγµατικών αριθµών

µε ϕραγµένα µερικά αθροίσµατα, δηλαδή υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε |u1 + · · · + un | ⩽ M για κάθε

n ∈ N, τότε η σειρά
∞∑

n=1
εnun συγκλίνει.

Τώρα, το γεγονός ότι η σειρά
∞∑

k=1
tk συν k x είναι συγκλίνουσα είναι άµεση συνέπεια του (α) σε

συνδυασµό µε το κριτήριο Dirichlet. Για την οµοιόµορφη σύγκλιση αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι η

υπόθεση των οµοιόµορφα ϕραγµένων αθροισµάτων ως προς n αρκεί να αντικατασταθεί από την υπόθεση

των οµοιόµορφα ϕραγµένων αθροισµάτων ως προς n και ως προς x ∈ [δ, 2π − δ].

Μια άλλη, πιο άµεση απόδειξη (η οποία όµως ακολουθεί την ίδια ιδέα) ϑα ήταν η εξής: ΄Εστω x ∈ (0, 2π)

τυχόν αλλά σταθερό. Θεωρούµε την σειρά αριθµών
∞∑

k=1
tk συν k x. Παρατηρήστε από το (α) ότι

συν k x = Ak (k) − Ak−1(x) µε A0(x) ≡ 1
2 . Τότε, αν 1 ⩽ n < m µπορούµε να γράψουµε:

������

m∑
k=n+1

tk συν k x
������
=

������

m∑
k=n+1

tk (Ak (x) − Ak−1(x))
������

=

������
−tn+1 An(x) +

m−1∑
k=n+1

(tk − tk+1) Ak (x) + tm Am(x)
������

⩽ tn+1 |An(x) | +
m−1∑

k=n+1

(tk − tk+1) |Ak (x) | + tm |Am(x) |

⩽ 2tn+1 max
n+1⩽k⩽m

|Ak (x) | ⩽
tn+1

ημ(x/2)
,

από το (α). Καθώς, tk → 0 έπεται από το κριτήριο του Cauchy ότι η σειρά
∞∑

k=1
tk συν k x συγκλίνει.

Παρατηρήστε ότι αν x ∈ [δ, 2π − δ], τότε

������

m∑
k=n+1

tk συν k x
������
⩽

tn

ημ(δ/2)
,

οµοιόµορφα ως προς x, εποµένως η σειρά
∞∑

k=1
tk συν k x συγκλίνει οµοιόµορφα στο [δ, 2π − δ]. Αφού

έχουµε σειρά συνεχών συναρτήσεων, έπεται ότι άθροισµά της είναι συνεχής συνάρτηση στο [δ, 2π − δ].
Επειδή το δ ∈ (0, π) ήταν τυχόν, έχουµε ότι η συνάρτηση f : (0, 2π) → R µε f (x) =

∞∑
k=1

tk συν k x είναι

συνεχής. Για την άλλη σειρά εργαζόµαστε ανάλογα.
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25. ΄Εστω f ∈ L1(T) και g ∈ L∞(T). ∆είξτε ότι

lim
n→∞

1
2π

∫
T

f (x)g(nx) dλ(x) = f̂ (0)ĝ(0).

Υπόδειξη. Αρκεί να δείξουµε το Ϲητούµενο στην περίπτωση που η f είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Τότε,

ολοκληρώνουµε την απόδειξη ως εξής: αν f ∈ L1(T) και ε > 0, ϐρίσκουµε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο

pε τέτοιο ώστε ∥ f − pε∥1 ⩽ ε και γράφουµε

�������

1
2π

∫
T

f (x)g(nx)dλ(x) − f̂ (0)ĝ(0)
�������

⩽
1

2π

∫
T

| f (x) − pε (x) | |g(x) | dλ(x)

+

�������

1
2π

∫
T

pε (x)g(nx)dλ(x) − p̂ε (0)ĝ(0)
�������
+ | p̂ε (0) − f̂ (0) | ∥ĝ(0) |

⩽ ∥ f − pε∥1∥g∥∞ +
�������

1
2π

∫
T

pε (x)g(nx)dλ(x) − p̂ε (0)ĝ(0)
�������
+ ∥pε − f ∥1 |ĝ(0) |

⩽ ε(∥g∥∞ + |ĝ(0) |) +
�������

1
2π

∫
T

pε (x)g(nx)dλ(x) − p̂ε (0)ĝ(0)
�������
,

και αφήνοντας το n → ∞ παίρνουµε

lim sup
n→∞

�������

1
2π

∫
T

f (x)g(nx)dλ(x) − f̂ (0)ĝ(0)
�������
⩽ ε(∥g∥∞ + |ĝ(0) |).

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι

lim
n→∞

�������

1
2π

∫
T

f (x)g(nx)dλ(x) − f̂ (0)ĝ(0)
�������
= 0.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι η f είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο, και λόγω γραµµικότητας του Ϲητούµενου ως

προς f µπορούµε να υποθέσουµε ότι f (x) = eik x για κάποιον k ∈ Z. Αν k = 0 είναι ϕανερό ότι

1
2π

∫
T

g(nx)dλ(x) =
1
n

1
2π

nπ∫
−nπ

g(y)dλ(y) =
1
n
· n

1
2π

∫
T

g(y)dλ(y)

=
1

2π

∫
T

g(y)dλ(y) = ĝ(0)

για κάθε n ∈ N, λόγω της περιοδικότητας της g. Μένει να δείξουµε ότι, για κάθε k , 0,

(∗) lim
n→∞

1
2π

∫
T

eik xg(nx)dλ(x) = 0.

Παρόµοιο επιχείρηµα µε το αρχικό δείχνει ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι η g είναι τριγωνοµετρικό

πολυώνυµο. Σε αυτήν την περίπτωση ελέγχουµε την (∗) µε απλές πράξεις.
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