
Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι

Ενότητα: Γραµµικές απεικονίσεις

Ευάγγελος Ράπτης

Τµήµα Μαθηµατικών



Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 2



Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι

Περιεχόµενα ενότητας

3.1 Γραµµικές απεικονίσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3.2 Πυρήνας και Εικόνα µίας γραµµικής απεικόνισης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.3 Πίνακας γραµµικής απεικόνισης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.4 Ισοµορφισµοί διανυσµατικών χώρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.5 Απλή µορφή πίνακα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.6 Πίνακες και γραµµικές απεικονίσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.7 Τάξη πίνακα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.8 Τάξη πίνακα - µέρος ΙΙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.9 Γραµµικά συστήµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.10 Γραµµικά συστήµατα - µέρος ΙΙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.11 Ασκήσεις - στοιχεία αυτοαξιολόγησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.12 Γραµµικά συστήµατα - Συνέχεια . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 3



Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι

3.1 Γραµµικές απεικονίσεις

Αρχίζουµε σήµερα τη µελέτη συναρτήσεων µεταξύ διανυσµατικών χώρων. Οι συναρτήσεις που µας εν-

διαφέρουν περισσότερο είναι αυτές που «σέβονται» τη δοµή του διανυσµατικού χώρου και τις ονοµάζουµε

γραµµικές απεικονίσεις.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω V1 και V2 δύο διανυσµατικοί χώροι επί του F. Μία απεικόνιση1 f : V1 −→ V2, ϑα

λέγεται γραµµική απεικόνιση
2, εάν

1. f (α + β) = f (α) + f (β) ∀α, β ∈ V1

2. f (λ · α) = λ · f (α) ∀λ ∈ F,α ∈ V1

1. ∆ύο διανυσµατικοί χώροι V1 και V2 λέγονται ισόµορφοι εάν υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : V1 −→

V2 η οποία είναι 1 − 1 και επί. Στην περίπτωση αυτή συµβολίζουµε V1 � V2 και λέµε ότι η γραµµική

απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός.

2. ∆είτε τα παραδείγµατα 4.1.3 σελ 141 από το Βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα, Τόµος Α».

3. Μελετήστε τις προτάσεις 4.1.4 και 4.1.5 σελ 143 από το Βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα,

Τόµος Α».

4. Ισχύει η εξής ιδιότητα:

Πρόταση 3.1.2. ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση. Τότε

f (0V1 ) = 0V2

Απόδειξη: ΄Εχουµε f (0V1 + 0V1 ) = f (0V1 ) + f (0V1 ) από την πρώτη ιδιότητα των γραµµικών απεικονί-

σεων. Ας ονοµάσουµε το f (0V1 ) µε ω. Τότε έχουµε τη σχέση ω + ω = ω, άρα ω = 0.

Η πρόταση µας λέει ότι οποιαδήποτε γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 απεικονίζει πάντα το

µηδενικό στοιχείο του πρώτου χώρου στο µηδενικό στοιχείο του δευτέρου χώρου.

5. Ισχύει ακόµα η εξής ιδιότητα:

Πρόταση 3.1.3. ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση. Τότε

f (−x) = − f (x)

Απόδειξη: ΄Εχουµε 0V2 = f (0V1 ) = f (x + (−x)) = f (x) + f (−x).

1Η έννοια της απεικόνισης είναι ταυτόσηµη µε την έννοια της συνάρτησης.
2λέγεται επίσης και γραµµικός µετασχηµατισµός
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3.2 Πυρήνας και Εικόνα µίας γραµµικής απεικόνισης

1. ∆ίνουµε τον ορισµό του πυρήνα µίας γραµµικής απεικόνισης:

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση. Το σύνολο

Ker f = {x ∈ V1 | f (x) = 0V2 }

το ονοµάζουµε πυρήνα της γραµµικής απεικόνισης.

2. Ο πυρήνας µιας γραµµικής απεικόνισης είναι πάντα υπόχωρος.

Απόδειξη: ΄Εχουµε από την πρόταση 3.1.2 ότι f (0V1 ) = 0V2 , άρα 0V1 ∈ Ker f . Αν x, y ∈ Ker f ,

τότε f (x) = f (y) = 0V2 . ΄Αρα f (x + y) = f (x) + f (y) = 0V2 και τελικά x + y ∈ Ker f . Οµοίως

αποδεικνύεται και η τρίτη απαίτηση και έτσι ο πυρήνας είναι ένας υπόχωρος του χώρου V1.

3. ∆ίνουµε τον ορισµό της εικόνας µίας γραµµικής απεικόνισης:

Ορισµός 3.2.2. ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση. Το σύνολο

Im f = {ω ∈ V2 | ∃ x ∈ V1 : f (x) = ω}

το ονοµάζουµε εικόνα της γραµµικής απεικόνισης.

4. Το σύνολο Im f είναι ένας υπόχωρος του V2. Η απόδειξη είναι όµοια µε την παραπάνω.

5. Να διαβάσετε το παράδειγµα 4.2.4 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

6. Μελετήστε για τις γραµµικές απεικονίσεις στη δικτυακή διεύθυνση εδώ.

Ασκήσεις

1. ∆ίνεται η Γραµµική απεικόνιση θ1 : R3 −→ R3 µε

θ1(x, y, z) = (x + y + z, x,2x)

Να ϐρεθεί µία ϐάση του πυρήνα και της εικόνας της γραµµικής απεικόνισης θ1.

2. Να ϐρεθούν όλες οι γραµµικές απεικονίσεις f : R3 −→ R3 που έχουν τον ίδιο πυρήνα και την ίδια

εικόνα µε την θ1.
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3.3 Πίνακας γραµµικής απεικόνισης

1. ∆ίνουµε τον ορισµό του πίνακα µίας γραµµικής απεικόνισης:

Ορισµός 3.3.1. (α) ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση.

(ϐ) ∆εχόµαστε ότι οι διανυσµατικοί χώροι V1 και V2 επί του F είναι πεπεραµένης διάστασης µ και

ν αντίστοιχα.

(γ) Υποθέτουµε ότι α = (α1,α2, · · · ,αµ) και β = (β1, β2, · · · , βν) είναι δύο διατεταγµένες3

ϐάσεις των διανυσµατικών χώρων V1 και V2 αντίστοιχα.

(δ) Τα διανύσµατα f (α1), f (α2), · · · , f (αν) είναι διανύσµατα του χώρου V2, άρα το καθένα ϑα

είναι γραµµικός συνδυασµός των (β1, β2, · · · , βν).

(ε) ΄Εχουµε

f (α1) = λ11 · β1 + λ12 · β2 + · · · + λ1ν · βν
f (α2) = λ21 · β1 + λ22 · β2 + · · · + λ2ν · βν
· · · · · · · · ·

f (αµ) = λµ1 · β1 + λµ2 · β2 + · · · + λµν · βν

(στ) Σχηµατίζεται ένας πίνακας ως εξής4:

A =
*....
,

λ11 λ21 · · · λµ1
λ12 λ22 · · · λµ2
· · · · · · · · · · · ·

λ1ν λ2ν · · · λµν

+////
-

(Ϲ) Ο παραπάνω πίνακας A λέγεται πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f ως προς τις διατεταγ-

µένες ϐάσεις α και β και συµβολίζεται µε

( f : α, β)

2. Παρατηρούµε ότι ο πίνακας είναι ν × µ, δηλαδή πίνακας ν γραµµών και µ στηλών, ενώ η γραµµική

απεικόνιση είναι από ένα διανυσµατικό χώρο διάστασης µ σε ένα διανυσµατικό χώρο διάστασης ν.

3. Μελετήστε τα παραδείγµατα 5.1.3 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

4. Αν ο πίνακας µιας γραµµικής απεικόνισης είναι ο µηδενικός πίνακας τι συµπεραίνετε για την γραµµική

απεικόνιση;

5. Αν ο πίνακας µιας γραµµικής απεικόνισης είναι ο µοναδιαίος τι συµπεραίνετε για την γραµµική

απεικόνιση;

Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.3.2. ∆ίνεται η απεικόνιση f : R3 −→ R2 µε f (x, y, z) = (2x − y, x − y). ∆είξτε ότι :

1. Η απεικόνιση f είναι γραµµική.

2. Να ϐρεθεί το σύνολο K = {(x, y, z) ∈ R3 µϵ f (x, y, z) = (0,0)} και να αποδειχθεί ότι είναι

υπόχωρος. Τι διάσταση έχει το Κ;

3Με τον όρο διατεταγµένη ϐάση εννοούµε µία ϐάση, στην οποία έχουµε ϐάλει µία διάταξη, µία σειρά στα διανύσµατά της.
4Προσέξτε ότι ϐάζουµε ως στήλες τις γραµµές που εµφανίζονται στη γραφή των f (ai ).
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3. Να ϐρεθεί το σύνολο:

Im( f ) = {(α, β) ∈ R2 ϵτσι ωστϵ υπαρχϵ ι (x, y, z) ∈ R3 µϵ f (x, y, z) = (α, β)}

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο Im( f ) είναι υπόχωρος και να ϐρεθεί η διάστασή του.

4. ΄Εστω ότι ένας διανυσµατικός χώρος έχει διάσταση 7. ∆είξτε ότι ένα σύνολο 7 γραµµικά ανεξαρτήτων

διανυσµάτων είναι ϐάση.

5. ΄Εστω ότι ένας διανυσµατικός χώρος έχει διάσταση 7. ∆είξτε ότι ένα σύνολο 7 διανυσµάτων του

χώρου, τα οποία τον παράγουν, είναι ϐάση.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 7
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3.4 Ισοµορφισµοί διανυσµατικών χώρων

1. Θα αποδείξουµε το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.4.1. ΄Εστω V1 και V2 δύο διανυσµατικοί χώροι επί του F πεπερασµένης διάστασης. Τα

παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(α) dimFV1 = dimFV2

(ϐ) Υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 1-1 και επί.

Απόδειξη:

Από το (α) στο (ϐ) :

΄Εστω ότι οι δύο χώροι V1 και V2 έχουν ίσες διαστάσεις :

dimFV1 = dimFV2 = ν.

΄Εστω επίσης {α1,α2, · · · ,αν} µία ϐάση του χώρου V1 και {β1, β2, · · · , βν} µία ϐάση του χώρου

V2. Κάθε στοιχείο x ∈ V1 γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως x = λ1 ·α1+λ2 ·α2+ · · ·+λν ·αν .
Τότε µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση

f (x) = λ1 · β1 + λ2 · β2 + · · · + λν · βν

Η συνάρτηση αυτή είναι γραµµική 1−1 και επί. Προσπαθήστε να αποδείξετε τους ισχυρισµούς

αυτούς.

Από το (ϐ) στο (α) :

΄Εστω f : V1 −→ V2 1 − 1 και επί και {α1,α2, · · · ,αν} µία ϐάση του πρώτου χώρου. Θεω-

ϱούµε το σύνολο { f (α1), f (α2), · · · , f (αν)}. Το σύνολο αυτό είναι µία ϐάση του χώρου V2.

σΠροσπαθήστε να αποδείξετε τους ισχυρισµούς αυτούς.

2. Μία γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 1− 1 και επί συνήθως τη λέµε ισοµορφισµό διανυσµατικών

χώρων, τους διανυσµατικούς χώρους τους λέµε ισόµορφους και συµβολίζουµε µε V1 � V2.

3. ΄Εστω f ,g : V1 −→ V2 δύο γραµµικές απεικονίσεις. ∆εχόµαστε ότι οι διανυσµατικοί χώροι V1 και V2
επί του F είναι πεπερασµένης διάστασης µ και ν αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι α = (α1,α2, · · · ,αµ)
και β = (β1, β2, · · · , βν) είναι δύο διατεταγµένες ϐάσεις των διανυσµατικών χώρων V1 και V2
αντίστοιχα. Τότε :

( f + g : α, β) = ( f : α, β) + (g : α, β)

( f − g : α, β) = ( f : α, β) − (g : α, β)

(λ · f : α, β) = λ · ( f : α, β)

Με λόγια αυτές οι σχέσεις σηµαίνουν:

3. 1. Ο πίνακας του αθροίσµατος δύο γραµµικών απεικονίσεων(που είναι επίσης γραµµική απεικό-

νιση) ισούται µε το άθροισµα των πινάκων των επι µέρους γραµµικών απεικονίσεων.

3. 2. Ο πίνακας της διαφοράς δύο γραµµικών απεικονίσεων(που είναι επίσης γραµµική απεικόνιση)

ισούται µε τη διαφορά των πινάκων των επι µέρους γραµµικών απεικονίσεων.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 8
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3. 3. Ο πίνακας του γινοµένου ενός αριθµού επί µία γραµµική απεικόνιση (που είναι επίσης γραµµική

απεικόνιση) ισούται µε το γινόµενο του αριθµού επί τον πίνακα της γραµµικής απεικόνισης.

4. Είχαµε παραπάνω δώσει τον ορισµό: ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση. Το σύνολο

Ker f = {x ∈ V1 | f (x) = 0V2 }

το ονοµάζουµε πυρήνα της γραµµικής απεικόνισης. Σχετικά µε τον πυρήνα ισχύει το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.4.2. Η γραµµική απεικόνιση f είναι 1 − 1 εάν και µόνο εάν

Ker f = {0}

Απόδειξη: ΄Εστω ότι Ker f = {0} και f (x) = f (y). Τότε f (x − y) = 0 και άρα x − y ∈ Ker f . Αλλά

ο πυρήνας έχει µόνο ένα στοιχείο το 0, άρα x − y = 0 άρα x = y και η απεικόνιση είναι 1 − 1.

Αν τώρα η f είναι 1 − 1 και x ∈ Ker f τότε f (x) = 0. Αλλά επειδή η f είναι γραµµική απεικόνιση,

έχουµε f (0) = 0. ΄Αρα x = 0.

5. Επίσης έχουµε δώσει τον ορισµό: ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση. Το σύνολο

Im f = {ω ∈ V2 | ∃ x ∈ V1 | f (x) = ω}

το ονοµάζουµε εικόνα της γραµµικής απεικόνισης. Σχετικά µε την εικόνα έχουµε το παρακάτω

ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.4.3. Η γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 είναι επί εάν και µόνο εάν Im f = V2.

Η απόδειξη είναι άµεση από τους ορισµούς.

6. ΄Αµεσα αποδεικνύεται το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.4.4. Η γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 είναι ισοµορφισµός εάν και µόνο εάν

Ker f = 0 και Im f = V2.

Η απόδειξη είναι άµεση από τους ορισµούς.

7. Μελετήστε σε ϐάθος το ϑεώρηµα 5.1.7 σελ 168 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα

Τόµος Α» και την απόδειξή του.

8. Ρίξτε µία µατιά στη διεύθυνση εδώ για περισσότερες πληροφορίες γύρω από τις γραµµικές απεικο-

νίσεις.

9. ∆είτε επίσης και εδώ.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 9
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3.5 Απλή µορφή πίνακα

Πως ο πίνακας µίας γραµµικής απεικόνισης λαµβάνει απλή µορφή

1. ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση και Ker f , Im f ο πυρήνας και η εικόνα της. Γνωρίζουµε

ότι ο πυρήνας Ker f είναι υπόχωρος του χώρου V1 και η εικονα Im f είναι υπόχωρος του δεύτερου

χώρου V2.

2. ∆ιαλέγουµε µία ϐάση του πυρήνα έστω την {α1,α2, · · · ,ακ}. Η ϐάση αυτή αποτελείται από γραµµικά

ανεξάρτητα διανύσµατα του χώρου V1 και εποµένως σύµφωνα µε το ϑεώρηµα επέκτασης, µπορούµε

να ϐρούµε ένα σύνολο {β1, β2, · · · , βλ } έτσι ώστε το σύνολο

{β1, β2, · · · , βλ ,α1,α2, · · · ,ακ}

να είναι ϐάση του V1.

3. Θα αποδείξουµε ότι το σύνολο { f (β1), f (β2), · · · , f (βλ )} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Προς τούτο

ϑεωρούµε ένα γραµµικό συνδυασµό

ξ1 · f (β1) + ξ2 · f (β2) + · · · + ξλ · f (βλ ) = 0V2

Επειδή η f είναι γραµµική, η τελευταία σχέση γίνεται :

f (ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · + ξλ · βλ ) = 0V2

άρα το στοιχείο ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · + ξλ · βλ ανήκει στον πυρήνα της f .

4. Θα υπάρχουν εποµένως συντελεστές µ1, µ2, · · · , µκ έτσι ώστε

ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · + ξλ · βλ = µ1 · α1 + µ2 · α2 + · · · + µκ · ακ

5. Από την τελευταία σχέση έχουµε ότι

ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · + ξλ · βλ − µ1 · α1 − µ2 · α2 − · · · − µκ · ακ = 0V1

΄Οµως το σύνολο {β1, β2, · · · , βλ ,α1,α2, · · · ,ακ} είναι γραµµικά ανεξάρτητο, άρα όλοι οι συντελε-

στές είναι µηδέν και ιδιαίτερα ϑα έχουµε ότι ξ1 = ξ2 = · · · = ξλ = 0, άρα έχουµε το Ϲητούµενο,

δηλαδή το σύνολο { f (β1), f (β2), · · · , f (βλ )} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

6. Αφού το σύνολο { f (β1), f (β2), · · · , f (βλ )} είναι γραµµικά ανεξάρτητο, σύµφωνα ξανά µε το ϑε-

ώρηµα επέκτασης υπάρχουν διανύσµατα

γ1, γ2, · · · , γν

του χώρου έτσι ώστε το σύνολο

{ f (β1), f (β2), · · · , f (βλ ), γ1, γ2, · · · , γν}

να είναι ϐάση του V2.

7. Με όλη τη δουλειά πιο πάνω, κατασκευάσαµε µία ϐάση

{β1, β2, · · · , βλ ,α1,α2, · · · ,ακ}

του πρώτου χώρου V1 και µία ϐάση

{ f (β1), f (β2), · · · , f (βλ ), γ1, γ2, · · · , γν}

του δεύτερου χώρου V2. Αν τις ϑεωρήσουµε διατεταγµένες, µπορούµε να υπολογίσουµε τον πίνακα

της γραµµικής απεικόνισης. Θεωρούµε λοιπόν τις διατεταγµένες ϐάσεις

α = (β1, β2, · · · , βλ ,α1,α2, · · · ,ακ)

και

β = ( f (β1), f (β2), · · · , f (βλ ), γ1, γ2, · · · , γν)
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8. Υπολογισµός του πίνακα ( f : α, β):
f (β1) = 1 · f (β1) + 0 · f (β2) + 0 · f (β3) + · · · 0 · f (βλ ) + 0 · γ1 + 0 · γ2 + · · · + 0 · γν
f (β2) = 0 · f (β1) + 1 · f (β2) + 0 · f (β3) + · · · 0 · f (βλ ) + 0 · γ1 + 0 · γ2 + · · · + 0 · γν
· · · · · · · · · · · ·

f (βλ ) = 0 · f (β1) + 0 · f (β2) + 0 · f (β3) + · · · 1 · f (βλ ) + 0 · γ1 + 0 · γ2 + · · · + 0 · γν
· · · · · · · · · · · ·

f (α1) = 0 · f (β1) + 0 · f (β2) + 0 · f (β3) + · · · 0 · f (βλ ) + 0 · γ1 + 0 · γ2 + · · · + 0 · γν
f (α2) = 0 · f (β1) + 0 · f (β2) + 0 · f (β3) + · · · 0 · f (βλ ) + 0 · γ1 + 0 · γ2 + · · · + 0 · γν
· · · · · · · · · · · ·

f (ακ) = 0 · f (β1) + 0 · f (β2) + 0 · f (β3) + · · · 0 · f (βλ ) + 0 · γ1 + 0 · γ2 + · · · + 0 · γν

9. Ο πίνακας ( f : α, β) παίρνει τη µορφή

*......
,

1 0 0 0 · · · 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0

+//////
-

10. Αποδεικνύουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.5.1. Για κάθε γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 µεταξύ διανυσµατικών χώρων πεπε-

ϱασµένης διάστασης, υπάρχουν ϐάσεις α του πρώτου χώρου και β του δεύτερου χώρου έτσι ώστε

ο πίνακας ( f : α, β),ως προς τις ϐάσεις αυτές να λαµβάνει την µορφή

*......
,

1 0 0 0 · · · 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0

+//////
-

11. Παρατηρούµε ότι :

Παρατήρηση 3.5.2. Η παραπάνω µορφή του πίνακα είναι η απλούστερη δυνατή µορφή.

12. Παρατηρούµε επίσης ότι :

Παρατήρηση 3.5.3. Ο αριθµός των µονάδων που εµφανίζονται στον πίνακα είναι ίσος µε τη διά-

σταση του υπόχωρου Im f . Η διάσταση του υπόχωρου Im f λέγεται και τάξη (rank) της γραµµικής

απεικόνισης.

Ασκήσεις

1. Να κάνετε λεπτοµερώς τις αποδείξεις του µαθήµατος αυτού και συγκεκριµένα την απόδειξη του ϑεω-

ϱήµατος 3.5.1, τις αποδείξεις στο σηµείο 3 της παραγράφου αυτής και την απόδειξη του ϑεωρήµατος

5.1.7 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

2. Να εξετασθεί εάν υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R2 η οποία να είναι 1 − 1.

3. Να εξετασθεί εάν υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : R2 −→ R3 η οποία να είναι επί.
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4. ∆ίνεται η γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R2 µε

f (x, y, z) = (2x − y, x + y − 3z).

Να ϐρεθούν ϐάσεις α του πρώτου χώρου R3 και β του δεύτερου χώρου R2 έτσι ώστε ο πίνακας

( f : α, β), ως προς τις ϐάσεις αυτές να λαµβάνει την απλούστερη δυνατή µορφή σύµφωνα µε τα

παραπάνω. Ποια είναι η διάσταση του πυρήνα Ker f ; Ποιά είναι η διάσταση της εικόνας Im f ;
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3.6 Πίνακες και γραµµικές απεικονίσεις

Πορεία µελέτης

1. Ας ξαναθυµηθούµε το ϑεώρηµα του προηγούµενου µαθήµατος:

Θεώρηµα 3.6.1. ΄Εστω V1 και V2 δύο διανυσµατικοί χώροι επί του F πεπερασµένης διάστασης. Τα

παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(α) dimFV1 = dimFV2

(ϐ) Υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 1 − 1 και επί.

Απόδειξη:

Από το (α) στο (ϐ):

΄Εστω ότι οι δύο χώροι V1 και V2 έχουν ίσες διαστάσεις

dimFV1 = dimFV2 = ν

΄Εστω επίσης {α1,α2, · · · ,αν} µία ϐάση του χώρου V1 και {β1, β2, · · · , βν} µία ϐάση του χώρου

V2. Κάθε στοιχείο x ∈ V1 γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως x = λ1 ·α1+λ2 ·α2+ · · ·+λν ·αν .
Τότε µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση

f (x) = λ1 · β1 + λ2 · β2 + · · · + λν · βν

Η συνάρτηση αυτή είναι γραµµική 1−1 και επί. Προσπαθήστε να αποδείξετε τους ισχυρισµούς

αυτούς.

Από το (ϐ) στο (α):

΄Εστω f : V1 −→ V2 1 − 1 και επί και {α1,α2, · · · ,αν} µία ϐάση του πρώτου χώρου. Θεω-

ϱούµε το σύνολο { f (α1), f (α2), · · · , f (αν)}. Το σύνολο αυτό είναι µία ϐάση του χώρου V2.

Προσπαθήστε να αποδείξετε τους ισχυρισµούς αυτούς.

2. ΄Οπως έχουµε ξαναπεί µία γραµµική απεικόνιση f : V1 −→ V2 1 − 1 και επί συνήθως τη λέµε

ισοµορφισµό διανυσµατικών χώρων, τους διανυσµατικούς χώρους τους λέµε ισόµορφους και

συµβολίζουµε µε V1 � V2.

3. ΄Εστω f ,g : V1 −→ V2 δύο γραµµικές απεικονίσεις. ∆εχόµαστε ότι οι διανυσµατικοί χώροι V1 και V2
επί του F είναι πεπεραµένης διάστασης µ και ν αντίστοιχα.

Υποθέτουµε ότι α = (α1,α2, · · · ,αµ) και β = (β1, β2, · · · , βν) είναι δύο

διατεταγµένες ϐάσεις των διανυσµατικών χώρων V1 και V2 αντίστοιχα. Τότε

( f + g : α, β) = ( f : α, β) + (g : α, β)

( f − g : α, β) = ( f : α, β) − (g : α, β)

(λ · f : α, β) = λ · ( f : α, β)

4. Μελετήστε ξανά σε ϐάθος το ϑεώρηµα 5.1.7 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος

Α» και την απόδειξή του. Υπενθυµίζουµε ότι το ϑεώρηµα αυτό λέει ότι :
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Θεώρηµα 3.6.2. ΄Εστω V,W,U τρείς διανυσµατικοί χώροι επί του F και

α = (α1,α2, · · · ,αµ), µία διατεταγµένη ϐάση του V,

β = (β1, β2, · · · , βν), µία διατεταγµένη ϐάση του W και

γ = (γ1, γ2, · · · , γξ ), µία διατεταγµένη ϐάση του U

Αν f : V −→ W και g : W −→ U δύο γραµµικές απεικονίσεις, τότε

(g ◦ f : α,γ) = (g : β,γ)( f : α, β)

5. Μελετήστε την παράγραφο 2.5 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α» για να

ϑυµηθείτε πως γίνεται ο πολλαπλασιασµός πινάκων.

6. Πολλαπλασιασµός πινάκων:

6. 1. ΄Εστω A =
*....
,

α11 α12 · · · · · · α1ν
α21 α22 · · · · · · α2ν
· · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 · · · · · · αµν

+////
-

ένας πίνακας µ × ν και

B =
*....
,

β11 β12 · · · · · · β1κ
β21 β22 · · · · · · β2κ
· · · · · · · · · · · · · · ·

βν1 αν2 · · · · · · ανκ

+////
-

ένας πίνακας ν × κ

Ορίζεται το γινόµενο AB, που είναι ένας πίνακας µ × κ και το στοιχείο στη ϑέση (i j) είναι το

ν∑
ξ=1

αiξ · βξ j

6. 2. ∆είτε τα παραδείγµατα πολλαπλασιασµού πινάκων 2.5.5 και 2.5.6 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη

Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

7. Αν πάρουµε την ταυτοτική γραµµική απεικόνιση

I : V −→ V µϵ f (v) = v,∀v ∈ V

τότε ο πίνακας αυτής (I : α,α) είναι προφανώς ο

Iν =
*....
,

1 0 · · · · · · 0
0 1 · · · · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · · · · 1

+////
-

8. ΄Εστω f : V1 −→ V2 µία γραµµική απεικόνιση µεταξύ δύο χώρων πεπερασµένης διάστασης. Τα

παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων.

(ϐ) Αν α είναι µία διατεταγµένη ϐάση του V1 και β µία διατεταγµένη ϐάση του V2, τότε ο οπίνακας

( f : α, β) είναι αντιστρέψιµος.

∆είτε µία λεπτοµερή απόδειξη του παραπάνω από το ϐιβλίο « Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Ι,

τόµος Α».
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3.7 Τάξη πίνακα

Πορεία µελέτης

1. ∆είτε το ϐίντεο εδώ.

2. ΄Εστω A ένας πίνακας. Το σύνολο των γραµµών του παράγουν έναν υπόχωρο. Ο υπόχωρος αυτός

έχει µία διάσταση. Τη διάσταση του υπόχωρου αυτού τη λέµε τάξη γραµµών του πίνακα A.

3. ΄Εστω A ένας πίνακας. Το σύνολο των στηλών του παράγουν ένα υπόχωρο. Ο υπόχωρος αυτός έχει

µία διάσταση. Τη διάσταση του υπόχωρου αυτού τη λέµε τάξη στηλών του πίνακα A.

4. Αυτό που ϑα αποδείξουµε σε µεταγενέστερα µαθήµατα είναι ότι η τάξη γραµµών ενός πίνακα ισούται

πάντα µε την τάξη στηλών του. Μέχρι να το αποδείξουµε ϑα υπολογίζουµε αυτούς τους αριθµούς

ξεχωριστά.

5. Μελετήστε αυτά που γράφονται στη διεύθυνση εδώ.

΄Ασκήσεις

1. ∆ίνεται ο πίνακας

A = *.
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

+/
-

Να ϐρείτε µία γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R3 έτσι ώστε αν e = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) µία

διατεταγµένη ϐάση του R3, να έχουµε ότι A = ( f : e,e).

2. Να ϐρείτε τον πυρήνα και την εικόνα της γραµµικής απεικόνισης f .

3. ∆ίνεται ο πίνακας:

A = *.
,

1 2 3
4 5 6
7 8 λ

+/
-

Να ϐρεθεί η τάξη γραµµών και η τάξη στηλών του A γιά κάθε πραγµατικό αριθµό λ.

4. ∆ίνεται5 ότι τα A και B είναι διανυσµατικοί χώροι και f : A −→ B είναι γραµµική απεικόνιση.

4. 1. Να εξετασθεί εάν ο πυρήνας είναι πάντα διανυσµατικός χώρος.

4. 2. Υποθέτουµε ότι η f είναι 1 − 1. Εξετάστε εάν υπάρχει x ∈ A, x , 0 µε την ιδιότητα f (x) = 0.

4. 3. Υποθέτουµε ότι τα κ στοιχεία x1, x2, · · · , xκ του A είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ενώ τα

f (x1), f (x2), · · · , f (xκ) είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Εξετάστε εάν η f είναι 1 − 1.

4. 4. Υποθέτουµε ότι A =< x1, x2, · · · , xκ > και ότι τα f (x1), f (x2), · · · , f (xκ) είναι γραµµικά

ανεξάρτητα. Εξετάστε εάν η f είναι 1 − 1.

5. ∆ίνεται η γραµµική απεικόνιση θ : R3 −→ R3 µε

θ(1,0,0) = (1,2,3)
θ(0,1,0) = (4,5,6)
θ(0,0,1) = (7,8,9)

5Οι παρακάτω ασκήσεις είναι περίπου όµοιες µε παλαιά ϑέµατα εξετάσεων.
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5. 1. Να ϐρεθεί ο τύπος της γραµµικής απεικόνισης, δηλαδή να ϐρεθεί το θ(x, y, z).

5. 2. Να ϐρεθεί µία ϐάση του πυρήνα Kerθ.

5. 3. Να ϐρεθεί µία ϐάση της εικόνας Imθ.

5. 4. Να ϐρεθεί ο πίνακας (θ : e,e) της γραµµικής απεικόνισης θ ως προς την διατεταγµένη ϐάση

((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)).

5. 5. Βρείτε ϐάσεις α και β του R3 έτσι ώστε ο πίνακας ((θ : α, β) να γίνεται «απλός».
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3.8 Τάξη πίνακα - µέρος ΙΙ

Πορεία µελέτης

1. Να κάνετε µία γρήγορη ανάγνωση του προηγούµενου µαθήµατος.

2. ∆είτε προσεκτικά το Λήµµα 5.3.1 από το ϐιβλίο « Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα , τόµος Α» και την

απόδειξή του. Το Λήµµα αυτό λέει ότι η τάξη στηλών ενός πίνακα A δεν αλλάζει εάν πολλαπλασιά-

σουµε τον πίνακα A επί έναν αντιστρέψιµο είτε από δεξιά είτε από αριστερά . Η απόδειξη στηρίζεται

στην αντιστοιχία πινάκων-γραµµικών απεικονίσεων. Σηµειώνουµε ότι σε ένα αντιστρέψιµο πίνακα

αντιστοιχεί ένας ισοµορφισµός. Το τελευταίο να το µελετήσετε καλά.

3. ∆είτε τις λεπτοµέρειες της απόδειξης της πρότασης 5.3.2 και του ϑεωρήµατος 5.3.4. Γίνεται χρήση

και ενός ϑεωρήµατος που αποδείξαµε. Ιδιαίτερα οποιονδήποτε πίνακα µπορούµε να τον πολλαπλα-

σιάσουµε αριστερά µε ένα αντιστρέψιµο και δεξιά επίσης µε αντιστρέψιµο για να καταλήξουµε σε

πίνακα της µορφής:

*......
,

1 0 0 0 · · · 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0

+//////
-

Για τον παραπάνω πίνακα όµως ειναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η τάξη γραµµών του είναι ίση µε

την τάξη στηλών του.

4. Με ϐάση αυτά τα επιχειρήµατα καταλήγουµε στο:

Θεώρηµα 3.8.1. ΄Εστω Α ένας πίνακας. Τότε η τάξη στηλών του είναι ίση µε την τάξη γραµµών του.

Ο ακέραιος αυτός ϑα λέγεται τάξη του πίνακα Α και ϑα συµβολίζεται µε r (A).

5. Μελετήστε ξανά τα αναγραφόµενα εδώ.

6. ∆είτε τρόπους υπολογισµού της τάξης ενός πίνακα από το ϐιβλίο « Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα,

τόµος Α» παράγραφος 5.3 και επίσης στη διεύθυνση εδώ.

Πορεία µελέτης

Στο σηµερινό µάθηµα έχουµε και το παρακάτω:

Θεώρηµα 3.8.2. ΄Εστω V και W δύο διανυσµατικοί χώροι µε την επιπλέον υπόθεση ότι ο V είναι πεπερα-

σµένης διάστασης. ΄Εστω επίσης f : V −→ W µία γραµµική απεικόνιση. Τότε

dimV = dimKer f + dimIm f

1. Σχέδιο απόδειξης

1. 1. ∆είτε το ϐίντεο εδώ πριν την απόδειξη.

1. 2. Αν ο πυρήνας είναι ο {0} τότε το αποτέλεσµα είναι άµεσο διότι η απεικόνιση f : V −→ Im f
είναι ισοµορφισµός. Αυτό που κάναµε είναι ότι περιορίσαµε το πεδίο τιµών.

1. 3. Αν ο πυρήνας είναι διαφορετικός από το {0}, τότε επιλέγουµε µία ϐάση του έστω η {α1,α2, · · · ,αν}.
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1. 4. Η ϐάση {α1,α2, · · · ,αν} του πυρήνα επεκτείνεται σε µία ϐάση {α1,α2, · · · ,αν, β1, β2, · · · , βµ}
όλου του χώρου.

1. 5. Θεωρούµε τον υπόχωρο B του V , που παράγεται από τα διανύσµατα {β1, β2, · · · , βµ}.

1. 6. Ο περιορισµός της αρχικής γραµµικής απεικόνισης f στον υπόχωρο B, δηλαδή η f B : B −→
Im f είναι ένας ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων και έτσι dimB = dimIm f .

1. 7. Η διάσταση του B είναι όµως dimV − dimKer f και το ϑεώρηµα αποδείχθηκε.

2. ∆είτε προσεκτικά την απόδειξη του ϑεωρήµατος από το ϐιβλίο « Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα

τόµος Α ». Είναι η απόδειξη του ϑεωρήµατος 4.3.2 Στην απόδειξη αυτή ϑα επανέλθουµε.

3. ∆είτε ξανά τη σελίδα εδώ και συγκεκριµένα την παράγραφο Kernel, image and the rank-nullity

theorem.

΄Ασκηση

1. ∆ίνεται ο πίνακας

A =
*....
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9
5 7 9

+////
-

Να ϐρεθεί η τάξη του Α.
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3.9 Γραµµικά συστήµατα

Θεωρήστε το παρακάτω γραµµικό σύστηµα:

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = βµ

(Σ)

1. Ο πίνακας A του συστήµατος (Σ) είναι :

A =

*...........
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν

+///////////
-

2. Μπορούµε να γράψουµε το σύστηµα (Σ) υπό µορφή πινάκων ως εξής:

A ·

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

=

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

και έτσι αντί να έχουµε να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα έχουµε την εξίσωση αυτή µε πίνακες.

3. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση

θ : Fν×1 −→ Fµ×1

η οποία ορίζεται ως εξής:

θ

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

= A ·

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

4. Η παραπάνω απεικόνιση ϑ είναι γραµµική (αποδείξτε γιατί).

5. Η απεικόνιση ϑ έχει ως πυρήνα έναν υπόχωρο του Fν×1, τον Kerθ, και ως εικόνα ένα υπόχωρο του

Fµ×1.

6. ΄Αµεσα αποδεικνύεται το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.9.1. Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι µη κενό εάν και µόνο εάν

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

∈ Imθ
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Απόδειξη: ΄Αµεση από τα προηγούµενα.

7. Θεωρούµε τώρα το παρακάτω οµογενές γραµµικό σύστηµα:

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = 0
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = 0

(OΣ)

΄Οπως έχουµε ξαναπεί το σύστηµα αυτό λέγεται αντίστοιχο οµογενές του αρχικού συστήµατος.

8. Το σύνολο λύσεων του παραπάνω οµογενούς γραµµικού συστήµατος είναι ο πυρήνας της γραµµικής

απεικόνισης ϑ και άρα είναι ένας υπόχωρος του Fν×1.

9. Αν (OΛ) το σύνολο λύσεων του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος όπως παραπάνω, τότε σύµφωνα

µε το κύριο ϑεώρηµα του προηγούµενου µαθήµατος είναι ένας υπόχωρος και ϑά έχουµε

dim(OΛ) = dimFν×1 − dimImθ = ν − rank (A)

10. ΄Αµεσα προκύπτει το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 3.9.2. Αν αριθµός αγνώστων= rank (A), τότε το οµογενές γραµµικό σύστηµα έχει ακριβώς

µία λύση, την (0,0,0, · · · ,0)
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3.10 Γραµµικά συστήµατα - µέρος ΙΙ

Πορεία µελέτης

Θα µελετήσουµε παρακάτω ξανά ένα γραµµικό σύστηµα όπως αυτό στην παράγραφο 3.9.

1. Σύνολο λύσεων του γραµµικού συστήµατος (Σ) είναι το σύνολο

Λ = {(ξ1, ξ2, · · · , ξν) ∈ Fν | αi1ξ1 + αi2ξ2 + · · · + αiνξν = βi, i ∈ {1,2, · · · , µ}}

2. Με έλεγχο των απαιτήσεων έχουµε ότι αν το (Σ) είναι οµογενές, δηλαδή εάν

β1 = β2 = · · · = βµ = 0

το σύνολο λύσεων είναι υπόχωρος. Στο ίδιο συµπέρασµα οδηγούµαστε εάν σκεφθούµε ότι στην

πραγµατικότητα το Λ είναι ο πυρήνας της γραµµικής απεικόνισης θ του προηγούµενου µαθήµατος.

3. ΄Εστω ότι το γραµµικό σύστηµα δεν είναι οµογενές. Τότε το σύνολο λύσεων Λ δεν περιέχει το

(0,0,0, .....,0), άρα το Λ δεν είναι υπόχωρος, διότι κάθε υπόχωρος από τον ορισµό περιέχει το

µηδενικό (0,0,0, .....,0) στοιχείο του χώρου.

4. Ο πίνακας

A =

*......
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν

+//////
-

λέγεται πίνακας του συστήµατος.

5. Ο πίνακας

Γ =

*......
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν β1
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν β2
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν β3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν βµ

+//////
-

λέγεται επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος ή απλά επαυξηµένος πίνακας.

6. Μπορούµε το σύστηµα (Σ) της παραγράφου 3.9 να το γράψουµε ισοδύναµα ως εξής:

x1 ·

*.........
,

α11
α21
α31
· · ·

· · ·

αµ1

+/////////
-

+ x2 ·

*.........
,

α12
α22
α32
· · ·

· · ·

αµ2

+/////////
-

+ · · · + xν ·

*.........
,

α1ν
α2ν
α3ν
· · ·

· · ·

αµ1

+/////////
-

=

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

7. Το πρώτο µέλος της παραπάνω σχέσης είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των στηλών του πίνακα

του συστήµατος A.
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8. Η σχέση αυτή επίσης µας λέει ότι αν το σύστηµα (Σ) έχει λύση, τότε ένας γραµµικός συνδυασµός

των στηλών του πίνακα A είναι ίσος µε τον πίνακα-στήλη των σταθερών όρων ή ότι ο πίνακας

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

ϐρίσκεται στον υπόχωρο που παράγουν οι στήλες του πίνακα A.

∆ιατυπώνουµε τώρα ένα από τα πιο σηµαντικά ϑεωρήµατα σχετικά µε τα γραµµικά συστήµατα:

Θεώρηµα 3.10.1. Το γραµµικό σύστηµα (Σ) έχει λύση (τουλάχιστον µία) εάν και µόνο εάν η τάξη rank (A)
του πίνακα A του συστήµατος είναι ίση µε την τάξη rank (Γ) του επαυξηµένου πίνακα.

΄Ασκήσεις

1. Να γίνει λεπτοµερώς η απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.10.1.

2. Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων του συστήµατος

2x + 3y + 5z + ω = 0
x + y − z − ω = 0

Να κατασκευάσετε την απεικόνιση ϑ όπως παραπάνω και να ϐρείτε τον υπόχωρο Imθ.
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3.11 Ασκήσεις - στοιχεία αυτοαξιολόγησης

1. ∆ίνεται ο διανυσµατικός χώρος V = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x + 3y + 7z = 0}

1. 1. Να ϐρεθεί µία ϐάση B του V και η διάστασή του.

1. 2. Να ϐρείτε ένα στοιχείο (α, β,γ) ∈ R3 έτσι ώστε το σύνολο

B ∪ {(α, β,γ)} να είναι ϐάση του R3.

2. Αν A ένας υπόχωρος του R8 και B µία ϐάση του A, δείξτε ότι υπάρχει υποσύνολο γραµµικά ανεξαρ-

τήτων διανυσµάτων Γ του R8, έτσι ώστε το Γ ∪ B να είναι ϐάση του R8.

3. Μία γραµµική απεικόνιση θ : R5 −→ R5 έχει τις ιδιότητες θ , I , δηλαδή δεν είναι η ταυτοτική και

θ2 = θ, δηλαδή θ ◦ θ = θ.

3. 1. ∆είξτε ότι Kerθ , {0}.
3. 2. ∆είξτε ότι Kerθ ∩ Imθ = {0}.
3. 3. ∆είξτε ότι για κάθε στοιχείο ω ∈ R5 υπάρχουν µοναδικά αω ∈ Kerθ και βω ∈ Imθ έτσι ώστε

ω = αω + βω.
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3.12 Γραµµικά συστήµατα - Συνέχεια

Πορεία µελέτης

1. Από την παράγραφο 2.8 (από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα, Τόµος Α») µελετήστε τον

ορισµό 2.8.1, την πρόταση 2.8.2 και τα παραδείγµατα 2.8.3, 2.8.4, 2.8.5 και 2.8.6.

2. Μελετήστε τα 15 παραδείγµατα και τις 37 ασκήσεις της παραγράφου 1 του κεφαλαίου Ι (από το

κεφάλαιο Solvin linear systems. Gauss method) που ϐρίσκεται στην Ηλεκτρονική τάξη του µαθήµατος.

Οι ασκήσεις είναι λυµένες, αλλά καλό είναι να τις λύσετε µόνοι σας και µετά να επιβεβαιώσετε την

ορθότητα της λύσης.

3. Ρίξτε µία µατιά στη σελίδα εδώ.

4. ∆είτε το ϐίντεο µε τον διάσηµο καθηγητή Gilbert Strang από το ΜΙΤ που µιλάει για τα γραµµικά

συστήµατα. Είναι στη διεύθυνση εδώ, εδώ και εδώ.

5. Στο on-line πρόγραµµα επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, που ϐρίσκεται εδώ, ϐάλτε το σύστηµα

x + 2y + 3z = 0
4x + 5y + 6z = 0
7x + 8y + 9z = 0

και αναζητήστε τις λύσεις του. Μετά να ερµηνεύσετε και να επιβεβαιώσετε το αποτέλεσµα.

6. Να κάνετε το ίδιο και µε το υπολογιστικό πακέτο εδώ.
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