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1.1 Στοιχεία θεωρίας συνόλων - Γραµµικά συστήµατα

1.1.1 Εισαγωγή

Η Γραµµική άλγεβρα είναι µέρος της προσπάθειας να κατανοήσουµε το χώρο και τον κόσμο γύρω µας.

Θα δούµε στην αρχή σηµαντικές έννοιες όπως τα σύνολα και οι απεικονίσεις.

1.1.2 Πορεία µελέτης

1. ∆είτε από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα» τον ορισµό του συνόλου.

2. ∆είτε και εδώ µία άλλη µατιά για τα σύνολα.

3. ∆είτε και εδώ την ελληνική εκδοχή των παραπάνω.

4. ∆είτε τον ορισµό της ισότητας συνόλων:

Ορισµός 1.1.1. ∆ύο σύνολα A και B λέγονται ίσα (ϑα συµβολίζουµε A = B) εάν και µόνο εάν έχουν

τα ίδια ακριβώς στοιχεία.

5. ∆είτε προσεκτικά τον ορισµό του κενού συνόλου:

Ορισµός 1.1.2. Το σύνολο που δεν έχει στοιχεία το λέµε κενό σύνολο και το συµβολίζουµε µε το

σύµβολο ∅.

6. ∆είτε από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα» τον ορισµό της τοµής δύο συνόλων, της

ένωσης δύο συνόλων και της διαφοράς δύο συνόλων.

1.1.3 Γραµµικά συστήµατα

Σε επόµενα µαθήµατα ϑα µελετήσουµε συστηµατικά τα γραµµικά συστήµατα, διότι είναι σηµαντικό µέ-

ϱος της Γραµµικής άλγεβρας. Στο σηµερινό µάθηµα απλά ϑέτουµε τα ερωτήµατα. Αρχίζουµε µε ένα

παράδειγµα γραµµικού συστήµατος τριών εξισώσεων µε τρείς αγνώστους:

x + 2y + 3z = 0
4x + 5y + 6z = 0
7x + 8y + 9z = 0

(Σ)

Ερωτήµατα

1. Τι είναι το σύνολο λύσεων του συστήµατος (Σ);

2. Ποια είναι τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του (Σ);

3. Υπάρχουν άλλα συστήµατα µε το ίδιο σύνολο λύσεων;

4. ΄Εχει το σύστηµα (Σ) πεπερασµένο ή άπειρο σύνολο λύσεων;

5. Ποιο είναι το «απλούστερο» κατά την γνώµη σας γραµµικό σύστηµα µε το ίδιο σύνολο λύσεων όπως

το (Σ);
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1.2 Εσωτερικά γινόµενα - Πίνακες

1.2.1 Εσωτερικά γινόµενα

1. Το σύνολο Ϲευγών πραγµατικών αριθµών το συµβολίζουµε µε R2. Στο σύνολο αυτό ορίζουµε το

εσωτερικό γινόµενο ως εξής:

(α1,α2) · (β1, β2) = α1 β1 + α2 β2

2. Το σύνολο τριάδων πραγµατικών αριθµών το συµβολίζουµε µε R3. Στο σύνολο αυτό ορίζουµε το

εσωτερικό γινόµενο ως εξής:

(α1,α2,α3) · (β1, β2, β3) = α1 β1 + α2 β2 + α3 β3

Τα εσωτερικά γινόµενα έχουν έναν σηµαντικό ϱόλο στη µελέτη της Γραµµικής άλγεβρας. Θα δούµε

αρκετά στα επόµενα µαθήµατα.

1.2.2 Αρχίζοντας τη µελέτη της Γραµµικής άλγεβρας

1. ∆είτε ξανά µία εισαγωγή στην Γραµµική άλγεβρα του καθηγητή W.Strang, MIT εδώ.

2. ∆ιαβάστε την Εισαγωγή από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

3. Ρίξτε επίσης µια µατιά και στη διεύθυνση Εγκυκλοπαίδεια wikipedia. Στη διεύθυνση αυτή ϑα ϐρείτε

και άλλα ιστορικά στοιχεία, όπως και υλικό για τη Γραµµική άλγεβρα.

4. Αρχίζουµε να µελετάµε τους πίνακες. Οι πίνακες είναι πρωταρχικής σηµασίας στο µάθηµα αυτό.

Συνοπτικά µιλώντας (ο ακριβής ορισµός ϑα δοθεί στη συνέχεια) πίνακας είναι µία ορθογώνια

διευθέτηση αντικειμένων. Για παράδειγµα το σύµβολο:

*....
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

10 11 12

+////
-

είναι ένας πίνακας 4 γραµµών και 3 στηλών ή ένας 4 × 3 πίνακας.

Ο όρος στα αγγλικά είναι matrix.

5. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι κύριος στόχος του µαθήµατος είναι να µελετήσει τη δοµή του συνόλου

λύσεων Λ του γραµµικού συστήµατος:

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = βµ

(Σ)

όπου τα αi j , βi είναι συντελεστές1.

1Χωρίς λάθος µπορούµε να ϑεωρούµε ότι οι συντελεστές είναι πραγµατικοί αριθµοί. Σε επόµενα µαθήµατα ϑα αποσαφηνί-

σουµε περισσότερο το ϱόλο των συντελεστών.
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6. ∆είτε επίσης το ϐίντεο εδώ και µελετήστε ένα δικό σας οµογενές σύστηµα.

7. Μπορούµε να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 1.2.1. Σύνολο λύσεων του συστήµατος (Σ) είναι το σύνολο Λ = {(ξ1, ξ2, · · · , ξν} που έχει

την ιδιότητα αν ϑέσουµε

x1 = ξ1, x2 = ξ2, · · · , xν = ξν

τότε όλες οι εξισώσεις του συστήµατος επαληθεύονται.

Σε κάθε γραµµικό σύστηµα (Σ) όπως πιο πάνω αντιστοιχούν δύο πίνακες:

E =
*....
,

α11 α12 α1ν β1
α21 α22 α2ν β2
· · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµν βµ

+////
-

και ο πίνακας

A =
*....
,

α11 α12 α1ν
α21 α22 α2ν
· · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµν

+////
-

Ορισµός 1.2.2. Ο πίνακας A ονοµάζεται πίνακας του συστήµατος. Ο πίνακας E ονοµάζεται επαυ-

ξηµένος πίνακας του συστήµατος.

Εύκολα παρατηρούµε ότι το Ϲεύγος των πινάκων A και E κωδικοποιούν πλήρως όλες τις πληροφορίες

του συστήµατος.

1.2.3 Μελέτη εισαγωγικών εννοιών

1. ∆είτε από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α» τον ορισµό του καρτεσιανού γινοµέ-

νου συνόλων.

2. ∆είτε από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α» τον ορισµό της σχέσης ισοδυναµίας.

Ορισµός 1.2.3. ΄Εστω A ένα µη-κενό σύνολο. ∆ιαµέριση του συνόλου A είναι µία οικογένεια υποσυνόλων

του Ai, i ∈ I µε τις παρακάτω ιδιότητες

1. Ai , ∅ ∀i ∈ I

2. Ai ∩ A j = ∅ εάν i , j

3.
⋃
i∈I

Ai = A

Θα πρέπει κανείς να σταθεί πολύ στον ορισµό αυτό ξεκινώντας τη µελέτη στην ΄Αλγεβρα. Στο σηµείο αυτό

δείτε το ϐίντεο εδώ.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 6
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Κάθε διαµέριση δηµιουργεί µία σχέση µεταξύ των στοιχείων του A ως εξής:

Το στοιχείο x του A σχετίζεται µε το στοιχείο y του A εάν το x και το y βρίσκονται σε κάποιο Ai και τα

δύο.

Θα συµβολίζουµε x ∼ y.

Η παραπάνω σχέση έχει τις εξής ιδιότητες:

1. x ∼ x για κάθε στοιχείο x του A. Αυτό είναι άµεσο. Η ιδιότητα αυτή λέγεται αυτοπαθής.

2. Αν x ∼ y τότε x, y ∈ Ai για κάποιο Ai και άρα y, x ∈ Ai , δηλαδή y ∼ x. Η ιδιότητα αυτή λέγεται

συµµετρική.

3. Αν x ∼ y και y ∼ z, τότε τα x, y, z ∈ Ai για κάποιο κοινό Ai οπότε x ∼ z. Η ιδιότητα αυτή λέγεται

µεταβατική.

Μπορούµε εδώ να διατυπώσουµε την παρακάτω:

Πρόταση 1.2.4. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο. Κάθε διαµέριση του συνόλου A επάγει (δηµιουργεί) µία

σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο A.

Απόδειξη ΄Αµεση από την παραπάνω συζήτηση. Στην πραγµατικότητα αν A ένα µη κενό σύνολο, µία σχέση

ισοδυναµίας στο A είναι ένα µη κενό υποσύνολο R του καρτεσιανού γινοµένου A× A, δηλαδή R ⊆ A× A,

µε τις παρακάτω ιδιότητες:

1. (x, x) ∈ R για κάθε x ∈ A

2. Αν (x, y) ∈ R, τότε (y, x) ∈ R

3. Αν (x, y) ∈ R και (y, z) ∈ R, τότε (x, z) ∈ R

Πολλές ϕορές ϑα συµβολίζουµε ή (x, y) ∈ R ή xRy ή x ∼ y. Με ϐάση αυτόν το γενικό ορισµό της σχέσης

ισοδυναµίας στο µη κενό σύνολο A δηµιουργούµε υποσύνολα ως εξής: Αν x ∈ A , τότε

[x] = {y ∈ A | y ∼ x}

Κάθε υποσύνολο [x] όπως παραπάνω ϑα το ονοµάζουµε κλάση ισοδυναµίας µε αντιπρόσωπο το x.

Πρόταση 1.2.5. ΄Εστω ∼ µία σχέση ισοδυναµίας στο µη-κενό σύνολο A.

1. Κάθε κλάση ισοδυναµίας [x] περιέχει το x διότι x ∼ x. ΄Αρα κάθε κλάση ισοδυναµίας είναι µη-κενό

σύνολο.

2. Αν [x],[y] δύο κλάσεις ισοδυναµίας, τότε είτε [x] = [y] είτε [x] ∩ [y] = ∅.

3.

⋃
x∈A

[x] = A

Απόδειξη: Το σηµείο 1 έχει ήδη αποδειχθεί.

Για το σηµείο 2 τώρα. Αν [x] ∩ [y] = ∅ είναι δεκτό. Αν [x] ∩ [y] , ∅, τότε υπάρχει ω ∈ [x] ∩ [y] και έτσι

x ∼ ω και y ∼ ω. Τότε όµως λόγω της µεταβατικής ιδιότητας έχουµε x ∼ y και έτσι [x] = [y].

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 7
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Η τρίτη απαίτηση είναι άµεση, διότι κάθε x ∈ [x] και έτσι
⋃

x∈A
[x] = A.

Καταλήγουµε έτσι ότι το σύνολο [x] | x ∈ A, δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας σχηµατίζει µία

διαµέριση του A.

Καταλήξαµε στο παρακάτω πολύ σηµαντικό :

Θεώρηµα 1.2.6. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο. Υπάρχει µία 1 − 1 και επί σχέση

D −→ I

όπου D το σύνολο των διαµερίσεων του A και I το σύνολο των σχέσεων ισοδυναµίας. Κάθε διαµέριση

απεικονίζεται σε µία σχέση ισοδυναµίας που περιγράψαµε πιο πάνω. Αντίστροφα κάθε σχέση ισοδυναµίας

δηµιουργεί µία διαµέριση που επίσης περιγράψαµε πιο πάνω. Η µία απεικόνιση είναι αντίστροφη της άλλης.

Ορισµός 1.2.7. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο και ∼ µία σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο αυτό.

1. Το σύνολο {[x], x ∈ A} δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας λέγεται σύνολο-πηλίκο και

συµβολίζεται A/ ∼.

2. Η απεικόνιση A −→ A/ ∼ µε x 7−→ [x] λέγεται προβολή.

1.2.4 Και άλλες σκέψεις

1. Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R ορίζουµε τη σχέση:

α ∼ β ⇐⇒ η διαφορά α − β είναι ακέραιος αριθµός

Εξετάστε εάν η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναµίας. Βρείτε και τις κλάσεις ισοδυναµίας, αν είναι

πράγµατι σχέση ισοδυναµίας. Σκεφθείτε µία γεωµετρική προσέγγιση.

2. Στο σύνολο των ακεραίων αριθµών Z ορίζουµε τη σχέση:

α ∼ β ⇐⇒ το 2 διαιρεί τη διαφορά α − β

∆είξτε ότι η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναµίας. Βρείτε και τις κλάσεις ισοδυναµίας.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 8
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1.3 Πίνακες και γραµµικά συστήµατα

1.3.1 Μελέτη εισαγωγικών εννοιών

1. ∆είτε από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α» τον ορισµό της απεικόνισης και τα

παραδείγµατα.

2. Πότε µία απεικόνιση λέγεται ότι είναι 1 − 1; Πότε λέγεται επί;

1.3.2 Πορεία µελέτης

1. Μελετήστε την παράγραφο 2.1 του κεφαλαίου 2 (Πίνακες και Γραµµικές εξισώσεις) σελίδα 29 από

το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

2. Μελετήστε τους ορισµούς 2.2.1 , 2.2.2 , 2.2.3 , 2.2.4 καθώς και τα παραδείγµατα 2.2.5 , 2.2.6 και 2.2.7

σελ 31 και 32 από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

3. ∆είτε στη διεύθυνση εδώ σχετικά µε τους πίνακες.

1.3.3 Ασκήσεις

Οι λύσεις των παρακάτω ασκήσεων να γίνουν στοιχειωδώς.

1. Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων του παρακάτω συστήµατος

3x + 5y + 6z = 28
x + y + z = 6

δηλαδή να ϐρεθεί το σύνολο Λ όλων των τριάδων (ξ1, ξ2, ξ3) πραγµατικών αριθµών, έτσι ώστε αν

αντικαταστήσουµε x = ξ1, y = ξ2, z = ξ3 να ικανοποιούνται και οι δύο εξισώσεις του συστήµατος.

2. Να κάνετε το ίδιο και για το σύστηµα

3x + 5y + 6z = 0
x + y + z = 0

3. ΑνΛ το σύνολο λύσεων του πρώτου συστήµατος καιΛ′ το σύνολο λύσεων του δευτέρου, να ϐρεθεί

η τοµή Λ ∩ Λ′.

1.3.4 Σχόλια για τις προτεινόµενες ασκήσεις

1. Για την πρώτη άσκηση ϐρίσκουµε µε οποιονδήποτε τρόπο ότι υπάρχει έστω και µία τριάδα (ξ1, ξ2, ξ3)
πραγµατικών αριθµών, που είναι λύση. Αργότερα ϑα πούµε «σίγουρες» διαδικασίες για εύρεση

λύσης. Μετά (αφού δηλαδή εξασφαλίσουµε ότι το σύνολο λύσεων Λ είναι µη-κενό) σκεφθείτε

«γεωµετρικά» τι περιµένουµε να είναι το Λ. Η πρώτη εξίσωση, λοιπόν, η 3x + 5y + 6z = 28 του

συστήµατος από µόνη της παριστάνει ένα επίπεδο στον χώρο που Ϲούµε2. Το ίδιο και η δεύτερη

εξίσωση x + y + z = 6 παριστάνει ένα επίπεδο. Επιστρατεύουµε εδώ τη ϕαντασία µας για να

2 Αυτό χρειάζεται απόδειξη.
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µαντέψουµε το αποτέλεσµα και τη µαθηµατική µας διαίσθηση για να προχωρήσουµε αυστηρά. Αν

τα δύο επίπεδα είναι παράλληλα, τότε δεν τέµνονται και έτσι το σύστηµα δεν έχει λύσεις, δηλαδή

το Λ είναι το κενό σύνολο. Υπάρχουν τώρα οι περιπτώσεις τα δύο επίπεδα να ταυτίζονται ή τα δύο

επίπεδα να τέµνονται αλλά να µην ταυτίζονται.

Σκεφθείτε λίγο την προσέγγιση αυτή αφού πρώτα δείτε και το ϐίντεο εδώ.

2. Η δεύτερη άσκηση αντιµετωπίζεται όπως και η προηγούµενη. Μόνο που στην περίπτωση αυτή κατά

προφανή τρόπο το σύστηµα έχει λύση την (0,0,0). Σύστηµα σαν αυτό το ονοµάζουµε οµογενές

σύστηµα.

3. Για το τρίτο ερώτηµα σκεφθείτε ότι έχουµε να λύσουµε ένα σύστηµα 4 εξισώσεων.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 10
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1.4 Πίνακες και γραµµικά συστήµατα

1.4.1 Πίνακες και γραµµικά συστήµατα

Θεωρούµε ξανά το γραµµικό σύστηµα:

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = βµ

(Σ)

1. Αν «ξεχάσουµε» τα x1, x2, · · · , xν και τα σύµβολα της πρόσθεσης, καταλήγουµε σε δύο πίνακες:

A =

*...........
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν

+///////////
-

C =

*...........
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν β1
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν β2
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν β3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν βµ

+///////////
-

2. Μπορούµε να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 1.4.1. Ο πίνακας A λέγεται πίνακας του συστήµατος και ο πίνακας C λέγεται επαυξηµένος

πίνακας του συστήµατος.

3. Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ο πίνακας A του συστήµατος και ο επαυξηµένος πίνακας C του

συστήµατος έχουν όλες τις πληροφορίες του συστήµατος.

4. Σηµαντικό ερώτηµα: Πως µπορούµε να ορίσουµε αυστηρά ότι ένα σύστηµα είναι απλούστερο από

κάποιο άλλο;

Είναι δυνατόν ένα σύστηµα (Σ) να µετασχηµατισθεί σε κάποιο άλλο απλούστερο (Σ′), ώστε το

σύνολο λύσεων του (Σ) να είναι ίσο µε το σύνολο λύσεων του (Σ′);

5. Το σύνολο των πινάκων µε µ γραµµές και ν στήλες και συντελεστές πραγµατικούς αριθµούς , το

συµβολίζουµε µε Rµ×ν .

6. Στο σύνολο των πινάκων ορίζουµε ορισµένες πράξεις :

6. 1. την πράξη της πρόσθεσης

6. 2. Την πράξη της αφαίρεσης

6. 3. Την πράξη του πολλαπλασιασµού πραγµατικού αριθµού µε πίνακα
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1.4.2 Πορεία µελέτης

1. Μελετήστε την παράγραφο 2.3 του κεφαλαίου 2 (Πίνακες και Γραµµικές εξισώσεις) από το ϐιβλίο

«Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α» και ιδιαίτερα δείτε τον τρόπο που γίνονται οι παραπάνω

τρείς πράξεις.

2. Κατεβάστε και ξεφυλίστε ένα ϐιβλίο Γραµµικής άλγεβρας κάνοντας κλικ εδώ.

3. ∆είτε ξανά στη διεύθυνση εδώ σχετικά µε τους πίνακες και τις πράξεις µεταξύ πινάκων.

1.4.3 Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών πινάκων

Το ερώτηµα που ϑα µας απασχολήσει επίσης στο µάθηµα αυτό είναι ποιές είναι οι αλλαγές που µπορούµε

να κάνουµε στο γραµµικό σύστηµα:

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = βµ

(Σ)

έτσι ώστε το σύστηµα να γίνει πιο απλό ως προς τη λύση του. Ποιές είναι οι επιπτώσεις των αλλαγών αυτών

στον πίνακα του συστήµατος και στον επαυξηµένο;

1. Θεωρούµε το παραπάνω σύστηµα (Σ) και το σύστηµα:

(α11 + α21) · x1 + (α12 + α22) · x2 + · · · + (α1ν + α2ν) · xν = β1 + β2
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = βµ

(Σ′)

2. Παρατηρούµε ότι το δεύτερο σύστηµα το πήραµε προσθέτοντας στην πρώτη εξίσωση τη δεύτερη.

Παρατηρούµε επίσης ότι η επίπτωση στους αντίστοιχους πίνακες είναι :

2. 1. Ο πίνακας A′ του συστήµατος Σ′ προκύπτει από τον πίνακα A του συστήµατος Σ προσθέτοντας

στην πρώτη γραµµή τη δεύτερη γραµµή.

2. 2. Ο επαυξηµένος πίνακας C′ του συστήµατος Σ′ προκύπτει από τον επαυξηµένο πίνακα C του

συστήµατος Σ προσθέτοντας στην πρώτη γραµµή τη δεύτερη γραµµή.

3. Σηµαντική παρατήρηση. Το σύνολο λύσεων Λ του συστήµατος (Σ) είναι ίσο µε το σύνολο λύσεων

Λ′ του συστήµατος (Σ′).

Απόδειξη
3 ΄Εστω (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ένα στοιχείο του Λ. Τότε η ν-άδα αυτή ικανοποιεί κάθε εξίσωση

του Λ και προφανώς κάθε εξίσωση του Λ′ και αντίστροφα.

4. Αν κάποια εξίσωση του συστήµατος (Σ) πολλαπλασιασθεί µε ένα αριθµό διαφορετικό του µηδενός

προκύπτει ένα σύστηµα (Σ′), του οποίου το σύνολο λύσεων εξακολουθεί να είναι το ίδιο µε το

σύνολο λύσεων του (Σ).

5. Αν αλλάξουµε τη ϑέση δύο εξισώσεων του (Σ) το σύνολο λύσεων δεν µεταβάλλεται.

3 Ο αναγνώστης καλείται να κάνει την απόδειξη λεπτοµερώς.
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6. Παρατηρούµε λοιπόν ότι µπορούµε να κάνουµε κάποιους µετασχηµατισµούς στο γραµµικό σύστηµα

(Σ), χωρίς να µεταβληθεί το σύνολο λύσεων Λ, µε σκοπό πάντα να καταλήξουµε σε απλούστερο

σύστηµα.

7. Οι µετασχηµατισµοί του συστήµατος (Σ), οδηγούν στους παρακάτω µετασχηµατισµούς τους δύο

πίνακες A του συστήµατος και C του επαυξηµένου πίνακα του συστήµατος.

7. 1. Πολλαπλασιασµός µιας γραµµής του πίνακα µε ένα στοιχείο λ , 0

7. 2. Πολλαπλασιασµός της κ-γραµµής µε λ και πρόσθεσης του αποτελέσµατος στην i-γραµµή ,

κ , i

7. 3. εναλλαγή δύο γραµµών

8. Μπορούµε να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 1.4.2. Οι παραπάνω µετασχηµατισµοί πινάκων λέγονται στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί

γραµµών. ∆ύο πίνακες Α και Β που προκύπτει ο ένας από τον άλλον µε επαναλάψη στοιχειωδών

µετασχηµατισµών γραµµών λέγονται γραµµοϊσοδύναµοι πίνακες.

1.4.4 Πορεία µελέτης

1. Μελετήστε καλά τα παραπάνω.

2. ∆είτε τον ορισµό του κλιµακωτού πίνακα από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα Τόµος Α».

3. ∆είτε τον ορισµό του ανηγµένου κλιµακωτού πίνακα από το ϐιβλίο «Εισαγωγή στη Γραµµική άλγεβρα

Τόµος Α».

4. ∆είτε ξανά το ϐίντεο µε την οµιλία του καθηγητή G.Strang εδώ.

1.4.5 Και άλλες Ασκήσεις

1. ΄Εστω (Σ) και (Σ′) δύο γραµµικά συστήµατα των οποίων οι επαυξηµένοι πίνακες C και C′ αντίστοιχα

ικανοποιούν τη σχέση C′ = λ · C µε λ , 0. Εξετάστε εάν τα σύνολα λύσεων του (Σ) και (Σ′) είναι

ίσα.

2. ∆ύο γραµµικά συστήµατα (Σ) και (Σ′) έχουν επαυξηµένους πίνακες C και C′ αντίστοιχα. Η µόνη

διαφορά των πινάκων αυτών είναι ότι η πρώτη γραµµή του C′ είναι το άθροισµα της πρώτης και της

δεύτερης γραµµής του C. Εξετάστε εάν το (Σ) και το (Σ′) έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων.

3. ∆ίνεται ο πίνακας

A = *.
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

+/
-

Να ϐρείτε έναν ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα A′, ο οποίος να είναι γραµµοϊσοδύναµος µε τον A.

4. ∆είξτε ότι δύο οποιοιδήποτε ανηγµένοι κλιµακωτοί πίνακες γραµµοϊσοδύναµοι µε τον πίνακα A είναι

ίσοι. ∆ιατυπώστε και αποδείξτε ένα ϑεώρηµα σχετικά µε τους ανηγµένους κλιµακωτούς πίνακες

κάθε πίνακα.
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