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Abstract 
 
In the discipline of Mathematics Education, during the last fifty years, various learning theories 
concerning mathematical concepts have been proposed. Each theory employs a certain terminology, a 
fact making the formation of a unified approach, a difficult task. As far as the learning of geometrical 
concepts is concerned, on the one hand there is a trend for investigation independently of similar efforts 
in the fields of Algebra and Analysis and on the other hand most of the research concentrates on proof 
ignoring the very important stage of visualisation. This work analyses basic components of the 
geometrical way of thinking aiming in the formation of a unified approach in the learning of 
Mathematical concepts.   
 
Περίληψη 
 
Στο χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης , τα τελευταία 50 χρόνια, έχουν προταθεί διάφορες θεωρίες 
µάθησης των µαθηµατικών εννοιών. Στα πλαίσια της κάθε θεωρίας χρησιµοποιείται και µια ιδιαίτερη 
ορολογία, γεγονός που καθιστά δύσκολο το σχηµατισµό µιας σφαιρικής αντίληψης της όλης 
διαδικασίας. Ιδιαίτερα όσον αφορά τη διαδικασία µάθησης των γεωµετρικών εννοιών, αφ’ ενός µεν 
υπάρχει µια τάση διερεύνησης του θέµατος ανεξάρτητα από την αντίστοιχη διαδικασία µάθησης 
εννοιών από το χώρο της Αριθµητικής, Αλγεβρας και Ανάλυσης, αφ’ετέρου οι περισσότερες έρευνες 
εστιάζονται στο θέµα της απόδειξης, αγνοώντας ένα προηγούµενο εξαιρετικά σηµαντικό στάδιο, 
εκείνο της οπτικοποίησης . Η συγκεκριµένη εργασία αναλύει βασικές συνιστώσες του γεωµετρικού 
τρόπου σκέψης, µε στόχο την ανάδειξη ενός κοινού κορµού στη διαδικασία κατανόησης των 
Μαθηµατικών. 
 
 
 
Εισαγωγή 
 
Στη βιβλιογραφία της µαθηµατικής εκπαίδευσης υπάρχει µια τάση για διάκριση της 
µαθηµατικής γνώσης σε Αφηρηµένη ή Αλγοριθµική (Halmos 1985), σε ∆ηλωτική ή 
∆ιαδικαστική (Anderson 1976), σε Προιόν ή ∆ιαδικασία (Kaput 1979, Davis 1975, 1984), σε 
Αντικείµενο ή ∆ιαδικασία (Dubinsky & Lewin 1976). Οι µαθηµατικές έννοιες µπορούν να 
λειτουργήσουν ως Εργαλεία ή/και ως Αντικείµενα (Douady 1987), και γενικά τα 
Μαθηµατικά µπορεί να είναι ∆ιαλεκτικά ή Αλγοριθµικά (Henrici 1974). Αντίστοιχα, η 
κατανόηση των Μαθηµατικών µπορεί να είναι Εννοιολογική ή ∆ιαδικαστική (Lesh & Landau 
1983, Hiebert 1986), Συσχετιστική (relational) ή Εργαλειακή (instrumental) (Skemp1976). 
Ο ίδιος ο Piaget (1970), διέκρινε δύο τρόπους µαθηµατικής σκέψης: ένα σχηµατικό 
(figurative), που αναφέρεται στη δυνατότητα να βλέπουµε τα πράγµατα στατικά, ως µια 
ολότητα, και έναν λειτουργικό (operative) που σχετίζεται µε νοητικούς µετασχηµατισµούς. 
Σε ένα ιδιαίτερα αξιόλογο θεωρητικό κείµενο, η Sfard (1991), επιχειρεί µια σύνθεση των 
προηγούµενων διχοτοµήσεων, αποδεικνύοντας ότι η διαδικασία µάθησης και επίλυσης 
προβληµάτων στα Μαθηµατικά, συνίσταται σε µια αλληλεπίδραση λειτουργικών και 
δοµικών αντιλήψεων της ίδιας έννοιας. 
 
Το ότι οι µαθηµατικές έννοιες, δεν προσεγγίζονται µέσω των αισθήσεων -γεγονός που 
διαφοροποιεί τα Μαθηµατικά από τις άλλες Θετικές Επιστήµες- είναι µια αδιαµφισβήτητη 
θέση. Το σηµαντικό είναι ότι στα Μαθηµατικά µπορεί κάποιος να χειρίζεται έννοιες µέσω 
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των αναπαραστάσεών τους και να αναφέρεται σε ιδιότητές τους, χωρίς να χρειάζεται να 
πάρει θέση στο φιλοσοφικό ερώτηµα της ύπαρξης ή µη των µαθηµατικών αντικειµένων. 
Οι αναπαραστάσεις των µαθηµατικών αντικειµένων είναι κυρίως σηµειωτικές 
αναπαραστάσεις. Σηµειωτικές αναπαραστάσεις είναι οι αναπαραστάσεις που εκφέρονται µε 
χρήση σηµείων (signes), (εκφωνήσεις στη φυσική γλώσσα, αλγεβρικοί τύποι, γραφικές 
παραστάσεις, γεωµετρικά σχήµατα) και αποτελούν το µέσο που διαθέτει το άτοµο για να 
εξωτερικεύσει τις νοητικές του αναπαραστάσεις. Είναι, εποµένως, εξαρτώµενες από τις 
νοητικές αναπαραστάσεις και δεν εξυπηρετούν παρά την ανάγκη επικοινωνίας.  
Η δυνατότητα χειρισµού µαθηµατικών αντικειµένων, εξαρτάται άµεσα από το 
χρησιµοποιούµενο σηµειωτικό σύστηµα. Οι µαθηµατικές επεξεργασίες δεν µπορούν να 
γίνουν παρά µέσω σηµειωτικών αναπαραστάσεων και όχι µέσω νοητικών αναπαραστάσεων.  
 
Η εξέλιξη της επιστηµονικής σκέψης δεν νοείται ανεξάρτητα από την εξέλιξη ιδιαίτερων 
συµβολισµών για την αναπαράσταση αντικειµένων και των µεταξύ τους σχέσεων. 
Η ιστορία δείχνει ότι η εξέλιξη των Μαθηµατικών συνδέεται µε την εξέλιξη διαφόρων 
σηµειωτικών συστηµάτων που είχαν ως απαρχή τα δυο βασικά αντιληπτικά συστήµατα: 
Γλώσσα και Εικόνα ( Μιλάω και Βλέπω). 
Για παράδειγµα: 

 Από τη γραπτή γλώσσα, προέκυψαν τα συµβολικά συστήµατα, από αυτά η αλγεβρική 
γραφή και από αυτή, από τον 19ο αιώνα και µετά, οι τυπικές γλώσσες 

 Από την εικόνα, προέκυψαν τα γεωµετρικά σχήµατα µε τη χρήση εργαλείων, στη 
συνέχεια τα σχήµατα σε προοπτική, µετά οι γραφικές παραστάσεις µε στόχο να 
µεταφραστούν οι γραµµές σε εξισώσεις. Κάθε σηµειωτικό σύστηµα εξασφάλιζε 
ιδιαίτερους τρόπους αναπαράστασης και τρόπους µαθηµατικής σκέψης.  

Η εσωτερίκευση αυτών των σηµειωτικών αναπαραστάσεων ως νοητικές αναπαραστάσεις 
δηµιουργεί νοητικές εικόνες (mental images). 
Εποµένως δεν µπορούµε να ισχυριστούµε µονοµερώς ότι οι σηµειωτικές αναπαραστάσεις 
είναι προϊόντα νοητικών  αναπαραστάσεων. Το αντίστροφο ισχύει επίσης. 
Σύµφωνα µε τον Duval (1995α, σελ. 3-4): 
«η νοητική επεξεργασία των µαθηµατικών αντικειµένων (εννοιών), εξαρτάται άµεσα από το 
χρησιµοποιούµενο σηµειωτικό σύστηµα αναπαράστασης. Αρκεί να εξετάσει κάποιος την 
περίπτωση της Αριθµητικής για να το καταλάβει: δεν παρατηρείται το ίδιο επίπεδο δυσκολίας 
στην περίπτωση της δεκαδικής γραφής και στη περίπτωση της κλασµατικής γραφής ενός 
αριθµού…Αν  δούµε το θέµα σφαιρικά, η πρόοδος στα Μαθηµατικά συνοδεύεται πάντα από την 
εµφάνιση και εξέλιξη νέων σηµειωτικών συστηµάτων που συνυπάρχουν µε το πρώτο και 
βασικότερο σύστηµα, εκείνο της φυσικής γλώσσας…Η ποικιλία των σηµειωτικών συστηµάτων  
επιτρέπει  την ύπαρξη διαφόρων µορφών αναπαράστασης του ίδιου αντικειµένου αυξάνοντας 
έτσι τις γνωστικές δυνατότητες του υποκειµένου και κατά συνέπεια τις νοητικές του 
αναπαραστάσεις…» 
Ένα άτοµο µπορεί να έχει πρόσβαση σε µια µαθηµατική έννοια, µόνον αν διαθέτει 
τουλάχιστον δύο σηµειωτικά συστήµατα γι’ αυτή την έννοια, και αν µπορεί να περνά χωρίς 
δυσκολία από το ένα σύστηµα στο άλλο (Duval 1995α, σελ. 22).  
Μια µαθηµατική έννοια (το «αναπαριστώµενο»: represente) µπορεί να θεωρηθεί ως το 
«περιεχόµενο» µιας σηµειωτικής αναπαράστασης, η οποία ως εκ τούτου συνιστά την 
«εικόνα» (το «αναπαριστόν»: representant)  της έννοιας. Το «περιεχόµενο» µπορεί να 
εκφράζεται µέσα από διαφορετικές «εικόνες» (για παράδειγµα, µια συνάρτηση µπορεί να 
αναπαρασταθεί µέσω του αλγεβρικού της τύπου, µέσω µιας γραφικής παράστασης ή µέσω 
ενός πίνακα τιµών). Το σηµαντικό είναι να µπορεί κάποιος να διακρίνει την έννοια µέσα από 
τις διαφορετικές της αναπαραστάσεις.  
 
Όπως ήδη αναφέρθηκε, η Sfard (1991) υποστηρίζει ότι οι µαθηµατικές έννοιες µπορούν να 
προσεγγιστούν δοµικά και λειτουργικά. Η δοµική προσέγγιση έγκειται σε µια σφαιρική 
αντίληψη της έννοιας σε αντίθεση µε τη λειτουργική που συνεπάγεται την ερµηνεία της 
έννοιας ως διαδικασία, ως «µια δυναµική µάλλον, παρά ως µια ενεργή οντότητα η οποία 
αρχίζει να υπάρχει όταν οι συνθήκες το επιβάλλουν σε µια ακολουθία δράσεων» (σελ. 4). 
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Όλες όµως οι (σηµειωτικές) αναπαραστάσεις µιας έννοιας δεν ερµηνεύονται µε την ίδια 
ευκολία δοµικά και λειτουργικά. Για παράδειγµα, σύµφωνα µε τη Sfard, η γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης προσφέρει µια δοµική αντίληψη, ενώ ο αλγεβρικός τύπος της 
συνάρτησης προσφέρεται συγχρόνως για λειτουργική και δοµική προσέγγιση. Το σύµβολο 
της ισότητας µπορεί να ερµηνευθεί ως εντολή εκτέλεσης πράξεων, αλλά και ως σύµβολο 
ταύτισης των δύο µερών. 
Η δυνατότητα αντίληψης µιας έννοιας από ένα υποκείµενο λειτουργικά και δοµικά είναι 
απαραίτητη για την πλήρη κατανόηση αυτής της έννοιας. 
 Αν και «..στη διαδικασία σχηµατισµού µιας έννοιας η λειτουργική αντίληψη προηγείται της 
δοµικής» ( Sfard 1991, σελ.10), στο χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης, η ικανότητα για 
δοµική προσέγγιση θεωρείται ως ο απώτερος στόχος της µαθησιακής διαδικασίας. Αυτός 
είναι και ο λόγος που η διαδικασία δοµικής συγκρότησης των µαθηµατικών εννοιών 
αποτέλεσε το αντικείµενο πολλών ερευνών, τόσο από το χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης, 
όσο και από το χώρο της ψυχολογίας τα τελευταία σαράντα χρόνια.  
 
 
 
Αναζήτηση ενός θεωρητικού µοντέλου (νοητικής) κατασκευής των µαθηµατικών 
εννοιών 
 
Ήδη από το 1960 ο Piaget εστίασε την έρευνά του στην διερεύνηση του πως οι δράσεις και οι 
λειτουργίες γίνονται θεµατοποιηµένα αντικείµενα σκέψης ή αφοµοίωσης (thematized objects 
of thought or assimilation). O Dienes (1960), ακολουθώντας τον Piaget, χρησιµοποίησε µια 
γραµµατική µεταφορά για να περιγράψει πως ένα κατηγόρηµα (ή δράση) γίνεται το 
υποκείµενο ενός περαιτέρω κατηγορήµατος, το οποίο µε τη σειρά του γίνεται το υποκείµενο 
ενός άλλου. Ο Bruner (1966), στο έργο του “Patterns of Growth”, περιέγραψε τα στάδια  της 
γνωστικής εξέλιξης του ατόµου ως µια εξελισσόµενη ικανότητα έκφρασής του µέσω τριών 
ειδών αναπαραστάσεων: την πραξιακή (enactive), την εικονική (iconic) και την συµβολική 
(symbolic). O Davis (1984, σελ.29-30), είκοσι περίπου χρόνια αργότερα, κινήθηκε προς την 
ίδια κατεύθυνση, διατυπώνοντας την άποψη ότι “όταν µια διαδικασία µαθαίνεται για πρώτη 
φορά, το υποκείµενο τη βιώνει βήµα-βήµα. ∆εν είναι ικανό να αντιληφθεί ακόµα τη 
συνέχεια, τη ροή, την ολότητα της δραστηριότητας. Μέσα όµως από την πρακτική, η 
διαδικασία (procedure) αποκτάει οντότητα, γίνεται ένα «πράγµα» («thing»). Γίνεται το 
αντικείµενο µιας λεπτοµερούς εξέτασης…επισηµαίνονται οι οµοιότητες και οι διαφορές της 
µε άλλες διαδικασίες. Και ενώ η διαδικασία αρχικά ήταν ρήµα που δηλώνει ενέργεια, τελικά 
γίνεται ουσιαστικό που απαιτεί διερεύνηση». Ο Davis χρησιµοποιεί τον όρο διαδικασία 
(«procedure»)  για να δηλώσει έναν αλγόριθµο (µε την έννοια των διαδοχικών βηµάτων) που 
χρησιµοποιείται για την εκτέλεση µιας επεξεργασίας (“process”)(Davis 1983, σελ.257). 
Σύµφωνα µε αυτή τη θεώρηση, στο τέλος της διαδικασίας βρίσκεται η κατανόηση της 
διαδικασίας ως «µαθηµατική οντότητα» (“thing”), µε την έννοια της «εννοιακής ολότητας» 
(«conceptual entity») (Greeno 1983). 
Στη δεκαετία του ‘90, οι έρευνες στράφηκαν σε µια πιο λεπτοµερή περιγραφή της 
διαδικασίας µετασχηµατισµού µιας «γνωστικής επεξεργασίας» («process»), σε  µαθηµατική 
«έννοια» («concept»). 
Η Sfard (1992 p.64) περιγράφει τη µετάβαση από την «λειτουργική» («operational») στη 
«δοµική» («structural») αντίληψη ως µια δοµή τριών βηµάτων: 
«Πρώτα πρέπει να υπάρξει µια διαδικασία που θα εκτελεστεί σε ήδη οικεία αντικείµενα, έπειτα 
θα προκύψει  η θεώρηση αυτής της διαδικασίας σαν ένα συµπαγές και ανεξάρτητο όλο, και 
τελικά θα αποκτηθεί η ικανότητα αντίληψης αυτής της νέας οντότητας σαν ένα συνεχές 
αυτοτελές αντικείµενο».  
Η Sfard αναφέρεται σε αυτά τα βήµατα µε τους όρους Εσωτερίκευση (Interiorization), 
Συµπύκνωση (Condensation) και Πραγµοποίηση (Reification) αντίστοιχα. Η  Συµπύκνωση 
είναι µια τεχνική διαδικασία και αναφέρεται στην ικανότητα παράλειψης κάποιων 
ενδιάµεσων βηµάτων, ενώ η Αντικειµενοποίηση καθιστά την όλη διαδικασία  µια ανεξάρτητη 
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πλαισίου και αποδεσµευµένη από συγκεκριµένους αλγόριθµους οντότητα. Ένα ανεξάρτητο 
γνωστικό αντικείµενο: 
«Χωρίς την Πραγµοποίηση οι ικανότητες του ατόµου περιορίζονται σε ένα επίπεδο καθαρά 
λειτουργικό» («operational”) (Sfard 1992 σελ.64-65). 
Ο Dubinsky (1991) και οι συνεργάτες του (Cottrill et al. 1996), εκφράζουν την ίδια άποψη 
µέσω της θεωρίας APOS: (Action Process Object. Τα τρία βήµατα της θεωρίας APOS: 
∆ράση-Επεξεργασία-Αντικείµενο, οδηγούν τελικά στην συγκρότηση του νοητικού 
Αντικειµένου (Object), που δεν είναι παρά µια συµπυκνωµένη Επεξεργασία ενσωµατωµένη 
σε ένα αντικείµενο (Ενσωµάτωση:Process Encapsulated into an Object), η οποία στη 
συνέχεια θα αποτελέσει µέρος ενός πληρέστερου Σχήµατος (Schema). 
Στη θεωρία του Dubinsky, ∆ράση είναι οποιοσδήποτε φυσικός ή νοητός µετασχηµατισµός 
αντικειµένων, σε άλλα αντικείµενα. Ένα άτοµο βρίσκεται στο Επίπεδο κατανόησης της 
∆ράσης (Level of an Action Conception) όταν η κατανόησή του περιορίζεται στο να εκτελεί 
έναν µετασχηµατισµό ακολουθώντας συγκεκριµένα- εξωτερικά καθορισµένα – βήµατα. Για 
παράδειγµα όταν δίνεται ο τύπος µιας συνάρτησης και ένα σηµείο, να µπορεί το άτοµο να 
υπολογίζει την τιµή της συνάρτησης σε εκείνο το σηµείo. 
Μια Επεξεργασία είναι µια εσωτερική γνωστική κατασκευή που προκύπτει από 
Εσωτερίκευση της ∆ράσης (Interiorization of an Action). Ένα άτοµο βρίσκεται στο Επίπεδο 
κατανόησης της Επεξεργασίας (Level of a Process Conception) όταν µπορεί να εκτελεί 
βήµατα ευθέως ή αντίστροφα ή συνεπτυγµένα σε νοητικό πλέον επίπεδο. Για παράδειγµα, 
όταν θεωρεί την συνάρτηση σαν «µηχανή» που δέχεται εισόδους(inputs) και «επιστρέφει» 
εξόδους( outputs), ή όταν µπορεί µεν να παραγωγίσει µια συνάρτηση, αλλά δεν είναι ικανό 
να µετατρέψει µια συνάρτηση σε αλγεβρικό συνδυασµό  συναρτήσεων, ώστε να 
απλουστεύσει την παραγώγιση. 
Ένα άτοµο έχει κατασκευάσει µια µαθηµατική έννοια ως νοητικό Αντικείµενο, όταν έχει την 
ικανότητα να αντιλαµβάνεται την Επεξεργασία ως ένα συνεκτικό όλο (Επεξεργασία 
ενσωµατωµένη σε ένα αντικείµενο :Process Encapsulated into an Object). Για παράδειγµα,  
το άτοµο έχει κατασκευάσει την έννοια της συνάρτησης, αν µπορεί να σκεφτεί µια 
συνάρτηση ως άθροισµα δύο συναρτήσεων, χωρίς να αισθάνεται την ανάγκη να αναφερθεί σε 
συγκεκριµένα παραδείγµατα. 
Ένα άτοµο έχει διαµορφώσει το Σχήµα µιας µαθηµατικής έννοιας όταν µπορεί να συνδυάσει 
∆ράσεις, Επεξεργασίες και Αντικείµενα συνειδητά ή ασυνείδητα για να αντιµετωπίσει 
προβληµατικές καταστάσεις στα πλαίσια µιας συγκεκριµένης µαθηµατικής περιοχής. Για 
παράδειγµα, διαθέτει το «Σχήµα της εξίσωσης», όταν µπορεί να εφαρµόσει διάφορες 
µεθόδους επίλυσης και µπορεί να αντιληφθεί τι σηµαίνει το να επιλύεις µια εξίσωση. Στα 
πλαίσια µιας διαρκούς διαδικασίας εξέλιξης, τα Σχήµατα µε τη σειρά τους 
«συµπυκνώνονται» ως  Αντικείµενα (Schema Thematized into an Object).  
Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, ένα άτοµο είναι ικανό για µαθηµατικούς (κυρίως αριθµητικούς 
και αλγεβρικούς) συλλογισµούς, όταν µπορεί να χρησιµοποιεί νοητικές δοµές, που είναι 
µίγµα επεξεργασιών (process) και εννοιών (concept), µε την παρουσία ενός συµβόλου που 
λειτουργεί διπλά (Tall 1994). Γι’ αυτές τις νοητικές δοµές που εµπεριέχουν διαδικασία και 
προϊόν, ο Tall και οι συνεργάτες του επινοούν τον όρο “procept”. 
Το “procept, είναι δηλαδή το αποτέλεσµα µιάς διαδικασίας Πραγµοποίησης (κατά Sfard), ή 
µιάς διαδικασίας Ενσωµάτωσης (κατά τη θεωρία APOS). Για τους Gray και Tall (1993, 
1994),ένα στοιχειώδες procept, είναι σύνθεση τριών συνιστωσών: µιας επεξεργασίας(process) 
που παράγει µια µαθηµατική έννοια (concept), και ενός συµβόλου που χρησιµοποιείται για 
να αναπαραστήσει είτε την επεξεργασία είτε την έννοια. 
Οι συγκεκριµένοι ερευνητές χρησιµοποιούν τον όρο ∆ιαδικασία(Procedure), αντί του όρου 
∆ράση(Action), της θεωρίας APOS, και υιοθετούν τη διάκριση του Davis (1984) µεταξύ 
∆ιαδικασίας(Procedure) και Επεξεργασίας(Process). 
Για παράδειγµα, για τον υπολογισµό του «4+2», µπορούµε να ακολουθήσουµε διάφορες 
διαδικασίες(procedures). Όλες αυτές οι διαδικασίες αναφέρονται στη πράξη της πρόσθεσης 
(process), που καταλήγει στην αντίληψη ενός µαθηµατικού αντικειµένου:της έννοιας 
(object/concept) του ακέραιου αριθµού. 
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Η πράξη της πρόσθεσης, και γενικά µια επεξεργασία(process), γίνεται νοητικό αντικείµενο 
(object/concept), όταν το υποκείµενο  

 δε δεσµεύεται από τις ιδιαιτερότητες του πλαισίου του προβλήµατος,  
 µπορεί να επιχειρηµατολογήσει για τις επιλογές του σε ένα περιβάλλον επικοινωνίας, 

και κυρίως όταν  
 είναι ικανό να επανεξετάσει, και ενδεχοµένως να αναθεωρήσει κάποιες επιλογές του, 

και να τις προσαρµόσει στις ιδιαιτερότητες της εκάστοτε κατάστασης 
 
Είναι εντυπωσιακό ότι ήδη από το 1972, στις «Αρχές της Γενετικής Επιστηµολογίας» ο 
Piaget είχε εκφράσει την άποψη ότι η κατασκευή της µαθηµατικής γνώσης, δεν είναι παρά 
κατασκευή δοµών, άποψη που αποτέλεσε 20 χρόνια αργότερα τον πυρήνα της θεωρίας 
APOS, αλλά και της έννοιας του procept: 
«το σύνολο των Μαθηµατικών µπορεί να εκφραστεί µε όρους κατασκευής δοµών,…οι 
µαθηµατικές οντότητες κινούνται από το ένα επίπεδο στο άλλο. Μια «λειτουργία» (operation) 
πάνω σ’ αυτές τις οντότητες, γίνεται µε τη σειρά της «αντικείµενο» της θεωρίας, και αυτή η 
διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι να φτάσουµε σε δοµές που δοµούνται από «ισχυρότερες» 
δοµές…(«structures, being structured by “stronger” structures») (σελ.70). 
 
 
Η Γεωµετρία ως ιδιαίτερο(;) πεδίο διατύπωσης θεωριών κατασκευής µαθηµατικών 
εννοιών 
 
 Σύµφωνα µε τους Tall et al. (2000), η γνωστική εξέλιξη στη Γεωµετρία διαφέρει ουσιαστικά 
από εκείνη στους άλλους κλάδους των Μαθηµατικών. Η φύση των εννοιών της Αριθµητικής, 
της Άλγεβρας, ή της Ανάλυσης, είναι διαφορετική από τη φύση των εννοιών στη Γεωµετρία. 
Και στις δύο περιπτώσεις, κοινό σηµείο αφετηρίας είναι ο πραγµατικός κόσµος. Ενώ όµως η 
πρώτη επαφή του παιδιού µε τη Γεωµετρία αφορά διαµόρφωση αντίληψης για τα αντικείµενα 
που το περιβάλλουν, η πρώτη επαφή µε την Αριθµητική αφορά ενέργειες πάνω σε 
αντικείµενα. 
 
Σε πρόσφατη εισήγησή του (1999), ο David Tall, αµφισβητεί την εφαρµογή της θεωρίας 
APOS, στην περίπτωση των γεωµετρικών εννοιών, δεδοµένου ότι στο εµπειρικό στάδιο, τα 
σχήµατα συνδέονται µε πραγµατικά αντίστοιχά τους (real-world prototypes), και 
αναγνωρίζονται ως ολότητες (µορφές-gestalts). Ως εκ τούτου, στην περίπτωση της 
Γεωµετρίας, η δοµική αντίληψη των αντικειµένων προηγείται της λειτουργικής: 
«Η Γεωµετρία περιλαµβάνει πολλές ενέργειες εµπειρικής αφαίρεσης εστιάζοντας σε αντικείµενα 
(σε αντίθεση µε την Αριθµητική και την Άλγεβρα που ξεκινούν µε ψευδο-εµπειρική 
αφαίρεση)….Ισχυρίζοµαι ως εκ τούτου ότι η Γεωµετρία ξεκινά ως µια θεωρία που στηρίζεται 
στα αντικείµενα (και όχι σε ενέργειες πάνω σε αντικείµενα). Αυτό δε σηµαίνει ότι δεν υπάρχουν 
επεξεργασίες στη Γεωµετρία (processes) - ασφαλώς και υπάρχουν (σχεδιασµός, µέτρηση, 
κατασκευή κλπ). Εντούτοις, ο στόχος αυτών των επεξεργασιών, (δεν είναι ο νοητικός 
σχηµατισµός αυτών των αντικειµένων, αλλά) είναι να αποκτηθεί γνώση σχετικά µε αυτά τα ίδια 
τα αντικείµενα» 
Σε σχετική έρευνα, ο Tall και οι συνεργάτες του, έθεσαν σε κάποια άτοµα τα εξής 
ερωτήµατα: «Τι σηµαίνει για σας η λέξη τρίγωνο; Τι σηµαίνει για σας η λέξη πέντε;» 
Το συµπέρασµά τους ήταν ότι: 
«η διάκριση µεταξύ της έννοιας του «τριγώνου», και της έννοιας του  «πέντε», είναι η διαφορά 
µεταξύ αυτού που θα µπορούσαµε να ονοµάσουµε  «perceived object” (αντιληπτό αντικείµενο) 
και “conceived object” (κατανοηθέν αντικείµενο). «Το πρώτο δηµιουργείται µε βάση 
αντιληπτικές πληροφορίες και ενέργειες (βλέπω ένα τρίγωνο, κόβω ένα τρίγωνο, µετράω τις 
πλευρές του, αγγίζω τις κορυφές του)…Το δεύτερο προκύπτει όταν το άτοµο αναστοχάζεται  
πάνω σε αντιληπτικά δεδοµένα και ενέργειες…» (Davis, Tall & Thomas 1997, σελ.135).  
H διάκριση µεταξύ «perceived object” και “conceived object” είναι µια διάκριση που είχε 
γίνει ήδη από τον Piaget, σε αναφορές του για γνώση που προκύπτει από εµπειρική αφαίρεση 
(empirical abstraction)- δηλαδή από αντικείµενα του πραγµατικού κόσµου-, και για γνώση 
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που προκύπτει από ψευδο-εµπειρική αφαίρεση (pseudo-empirical abstraction), δηλαδή από 
διαδικασίες που εκτελούνται πάνω σε αντικείµενα: 
 «Η µαθηµατική αφαίρεση προκύπτει όχι από το αντικείµενο πάνω στο οποίο εκτελείται η 
δράση, αλλά από την ίδια τη δράση. Μου φαίνεται ότι αυτή είναι η βάση της µαθηµατικής και 
λογικής αφαίρεσης» (Piaget 1970, p.16, in Sfard 1991) 
Επιγραµµατικά, θα µπορούσαµε να πούµε ότι η γνώση που προκύπτει από εµπειρική 
αφαίρεση είναι η γεωµετρική γνώση, σε αντίθεση µε την συµβολική γνώση (αριθµητική ή 
αλγεβρική γνώση) που προκύπτει από ψευδο-εµπειρική αφαίρεση.  
Η διαφορά αυτή µεταξύ γεωµετρικής και συµβολικής γνώσης, έχει αντίκτυπο στο τρόπο 
οικειοποίησής της από το υποκείµενο. 
«Οι γεωµετρικές ιδέες …γίνονται αντιληπτές δοµικά πριν κατανοηθούν οι εναλλακτικές 
διαδικαστικές περιγραφές τους…….(ενώ) η ιστορική ανάλυση των άλλων (µη γεωµετρικών 
εννοιών) δείχνει ότι στα συµβολικά Μαθηµατικά η πλειοψηφία των ιδεών δηµιουργήθηκε µέσα 
από επεξεργασίες(processes)….Μια εµπεριστατωµένη µελέτη (γνωστικής) εξέλιξης εννοιών 
όπως ο αριθµός ή η συνάρτηση δείχνει ότι κατανοήθηκαν λειτουργικά πολύ πριν επινοηθούν οι 
δοµικοί τους ορισµοί» (Sfard 1991, σελ 11). 
 
Επιχειρώντας µια σφαιρική θεώρηση όλων των προηγούµενων θεωρητικών απόψεων, 
καταλήγουµε, εποµένως, στις εξής διαπιστώσεις σχετικά µε τον τρόπο προσέγγισης των 
συµβολικών εννοιών (έννοιες Αριθµητικής, Άλγεβρας και Ανάλυσης) αφ’ ενός, και των 
γεωµετρικών εννοιών αφ’ ετέρου: 
Ενώ η ικανότητα για δοµική αντίληψη µιας συµβολικής έννοιας (:επίπεδο 
Πραγµοποίησης κατά τη Sfard, ή Ενσωµάτωσης κατά τον Dubinsky) θεωρείται το τελικό 
στάδιο µιας διαδικασίας - µε ενδιάµεσες τις φάσεις της Εσωτερίκευσης και  Συµπύκνωσης 
(κατά τη Sfard), ή ∆ράσης και Επεξεργασίας (κατά τον Dubinsky) που συνεισφέρουν στη 
λειτουργική αντίληψη της έννοιας-, η δοµική αντίληψη µιας γεωµετρικής έννοιας είναι το 
πρώτο στάδιο µιας διαδικασίας που- περνώντας από µια εξαιρετικά σύνθετη φάση 
οπτικοποίησης - καταλήγει στη λειτουργική αντίληψη της έννοιας. 
 
 
Ο ρόλος και η  λειτουργία του γεωµετρικού σχήµατος 
 
Η ανάλυση της διαδικασίας εξέλιξης της γεωµετρικής σκέψης, η περιγραφή της 
φύσης των οπτικών αναπαραστάσεων (visual representations), και ο ρόλος της 
διαίσθησης (intuition) και της φαντασίας (imagery) στη δηµιουργία αυτών των 
αναπαραστάσεων, είναι - σύµφωνα µε πολλούς ερευνητές - από τα πιο δύσκολα 
θέµατα στα πλαίσια της κατανόησης του µαθηµατικού τρόπου σκέψης. 
Σύµφωνα µε τον  Bruner (1966), στο στάδιο των εικονικών αναπαραστάσεων το υποκείµενο 
περνά από τα «πραγµατικά αντικείµενα» - µέσω µιας αφαιρετικής διαδικασίας - σε «οπτικά 
αντικείµενα» («visual objects»), χωρίς να έχει αποκοπεί πλήρως από το πραξιακό στοιχείο. 
Στην περίπτωση της Γεωµετρίας, κατασκευάζει γεωµετρικά σχήµατα µε ή χωρίς τη χρήση 
γεωµετρικών οργάνων, αλλά συγχρόνως είναι σε θέση να εκτελεί νοητικά πειράµατα (thought 
experiments). Αυτός είναι και ο λόγος που το «εικονικό επίπεδο» αποδίδεται συχνά και ως 
«οπτικο-χωρικό επίπεδο» («visuo-spatial»). 
Ο Fischbein (1993) αναφέρεται επίσης στη διπλή φύση του γεωµετρικού σχήµατος, 
παρατηρώντας ότι «έχει µια ιδιότητα που δεν έχουν οι άλλες µαθηµατικές έννοιες, 
συγκεκριµένα περιέχει την νοητική αναπαράσταση των ιδιοτήτων του χώρου» (σελ. 141). 
∆ηλαδή  έχει συγχρόνως εννοιολογικές (µε την έννοια ότι ελέγχονται από µια θεωρία) και 
σχηµατικές ιδιότητες (σε επίπεδο οπτικής αντίληψης). Γι’ αυτό το λόγο αναφέρεται στα 
γεωµετρικά σχήµατα ως «σχηµατικές έννοιες» (figural concepts). Κατά προέκταση, η 
γεωµετρική σκέψη χαρακτηρίζεται από µια αλληλεπίδραση µεταξύ γεωµετρικού 
σχήµατος (µε την έννοια της γεωµετρικής φιγούρας-figure) και αντίστοιχης 
γεωµετρικής έννοιας.  
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Στη διαδικασία εξέλιξης αυτής της σκέψης, το γεωµετρικό σχήµα γίνεται κατ’ αρχήν 
αντιληπτό ως µια ολότητα. (οπτικο-χωρική µορφή: visuo-spatial gestalt). Το υποκείµενο, 
αρχικά αναγνωρίζει «βασικές κατηγορίες», οι οποίες αναπαρίστανται µε «πρότυπες νοητικές 
εικόνες (prototypical mental images (Rosch et al. 1978), δηλαδή αναγνωρίζει σχήµατα 
συγκρίνοντάς τα µε γνωστά πρότυπα, και στη συνέχεια επεξεργάζεται τα στοιχεία αυτών των 
σχηµάτων. 
Η ανάλυση του σχήµατος στα επιµέρους στοιχεία του και η θεώρησή του ως ένα σύνολο 
ιδιοτήτων πραγµατοποιείται από τη στιγµή που αναπτύσσεται ένας λεκτικός κώδικας 
επικοινωνίας.  Με τη χρήση της γλώσσας, το γεωµετρικό σχήµα  σταδιακά µετατρέπεται από 
«οπτικό αντικείµενο» («visual object»), σε «καθορισµένο αντικείµενο (βάσει ιδιοτήτων)» 
(«object-defined») και τέλος σε «ορισµένο αντικείµενο» («defined object»), δηλαδή νοητικό 
αντικείµενο που περιγράφεται από έναν µαθηµατικό ορισµό (Tall  1994 ). 
Συγκεκριµένα, από τη στιγµή που το υποκείµενο θα εφοδιαστεί µε ένα λεκτικό κώδικα 
επικοινωνίας, αρχίζει να βλέπει το γεωµετρικό σχήµα ως ένα σύνολο ιδιoτήτων, για να το 
αντιµετωπίσει στη συνέχεια ως ένα στοιχείο ενός ευρύτερου συνόλου, και τέλος ως τον κρίκο 
µιας ιεραρχικής δοµής. Τα τρία αυτά διαδοχικά στάδια εξέλιξης της γεωµετρικής σκέψης, 
αντιστοιχούν στα επίπεδα της Ανάλυσης, Αφαίρεσης και Επαγωγής της Θεωρίας Επιπέδων 
Γεωµετρικής Σκέψης του van Hiele (1986). 
Για παράδειγµα, στην αρχή, - για το σε εξέλιξη υποκείµενο- τα τετράγωνα  είναι εντελώς 
διαφορετικά από τα  ορθογώνια, στη συνέχεια τα τετράγωνα γίνονται φορείς των ιδιοτήτων 
τους και γίνονται αντιληπτά ως µέλη της οικογένειας των ορθογωνίων αλλά και των ρόµβων, 
και τέλος τα τετράγωνα περιγράφονται  ως το σηµείο τοµής ορθογωνίων και ρόµβων. 
Είναι προφανές, όµως, ότι ένα γεωµετρικό σχήµα περιέχει περισσότερη πληροφορία από 
αυτή που καταγράφεται µε  την απλή παρατήρηση της µορφής του και τη λεκτική περιγραφή 
του: 
«Τα σχήµατα κατά την επίλυση προβληµάτων ή την αναζήτηση απόδειξης επιτρέπουν αυτό που 
ο Peirce ονοµάζει απαγωγή (abduction) και έγκειται στον περιορισµό των υποθέσεων ή των 
δυνατών επιλογών. Το να µιλάµε για την ευρετική δύναµη του σχήµατος ισοδυναµεί µε µια 
απαγωγική σκέψη που οδηγεί στην παραγωγική σκέψη. Η δυνατότητα ενός τέτοιου χειρισµού 
ξεπερνάει τη γνώση µαθηµατικών ορισµών και κανόνων. Η δυνατότητα επεξεργασίας ενός 
σχήµατος συνδέεται µε τη δυνατότητα αναδιοργάνωσης των στοιχείων του, την οπτική η 
θεσιακή  αναδιοργάνωση, που µπορεί να εκτελεστεί φυσικά ή νοητικά ανεξάρτητα από 
οποιαδήποτε µαθηµατική γνώση» (Duval 1995α , σελ 181). 
Συγκεκριµένα ο Duval (1995β), προσδιορίζει τέσσερις τύπους «γνωστικής κατανόησης» 
(cognitive apprehension) ενός γεωµετρικού σχήµατος: 

 Την αντιληπτική κατανόηση (perceptual apprehension), που συνίσταται στην 
κατανόηση της συνολικής µορφής του σχήµατος και (στη περίπτωση ενός σύνθετου 
σχήµατος) στην διάκριση των µερών του µε τρόπο όµως που ενδεχοµένως δεν 
εξυπηρετεί την περαιτέρω επεξεργασία του στην περίπτωση που απαιτείται µια 
αιτιολόγηση, ή απόδειξη (µε βάση το σχήµα) ή έστω µια διαδικασία κατασκευής, 

 Την σειριακή κατανόηση (sequential apprehension), που συνίσταται στην αντίληψη 
του τρόπου δόµησης των επιµέρους στοιχείων του και η οποία είναι απαραίτητη όταν 
χρειάζεται να κατασκευάσουµε (µε τη βοήθεια γεωµετρικών οργάνων ή του 
υπολογιστή) ή να περιγράψουµε ένα σχήµα, 

 Τη λεκτική κατανόηση (discursive apprehension), που συνδέεται αναπόσπαστα µε 
τις δύο προηγούµενες,  ιδιαίτερα όταν η επεξεργασία του σχήµατος εντάσσεται σε 
ένα γενικότερο πλαίσιο κατανόησης µιας εκφώνησης, παρακολούθησης ενός τυπικού 
µαθηµατικού συλλογισµού στα πλαίσια µιας απόδειξης, ή εκτέλεσης αριθµητικών 
υπολογισµών που σχετίζονται µε µετρήσεις των 1D στοιχείων του σχήµατος, και 
τέλος  

 Τη λειτουργική κατανόηση (operative apprehension), η οποία στην ουσία 
εκφράζεται µέσω του απαγωγικού συλλογισµού που αναλύσαµε προηγουµένως.  

 
∆ηλαδή, η λειτουργική κατανόηση ενός σχήµατος είναι ένα είδος ευφυούς οργάνωσης του 
σχήµατος. Σύµφωνα εξ’ άλλου µε τον Piaget (1969), η νοητική αντίληψη ενός αντικειµένου ή 
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µιας διαδικασίας εµπεριέχει ευφυία (intelligence) η οποία οργανώνει τα αισθητηριακά –
αντιληπτικά δεδοµένα. Χάρη σε αυτή, το υποκείµενο εντοπίζει ιδιαίτερα στοιχεία του 
παρατηρούµενου αντικειµένου ή φαινοµένου, οµοιότητες και διαφορές, χωρικές σχέσεις κλπ. 
Πολλοί ερευνητές αναφέρονται στο ρόλο της ευφυίας κατά την εµπειρική αφαίρεση, 
χρησιµοποιώντας τον όρο «φαντασία» (“imagery”) (Krutetskii 1976, Presmeg 1992, Arnheim 
1969, Hebb 1968). 
 Με άλλα λόγια, η αντιληπτική κατανόηση αφορά αυτό που βλέπουµε µε τη πρώτη µατιά στο 
γεωµετρικό σχήµα. Η λεκτική κατανόηση προϋποθέτει µια αλλαγή στην αντιληπτική 
κατανόηση, µια αλλαγή στον τρόπο που βλέπουµε το γεωµετρικό σχήµα. Από τη διάσταση 
2D πρέπει να περάσουµε στη διάσταση 1D και 0D, να κατανοήσουµε δηλαδή τον τρόπο που 
συνδέονται µεταξύ τους τα επιµέρους στοιχεία του σχήµατος (discursive apprehension).  
 
Η λειτουργική κατανόηση, αφορά τη νοητική αναδιοργάνωση του σχήµατος ώστε να 
αναδυθούν σχέσεις που δεν είναι προφανείς στην αντιληπτική κατανόηση (van Sommers 
1984). Η λειτουργική κατανόηση είναι δηλαδή µια ευρετική επεξεργασία του σχήµατος µε 
τρόπο ώστε να διατηρούνται οι ιδιότητές του. 
 
Συνοψίζοντας τους τέσσερις προηγούµενους τρόπους κατανόησης ενός γεωµετρικού 
σχήµατος, ο Duval (1995α, σελ.181-182), διακρίνει τελικώς δύο επίπεδα κατανόησης ενός 
γεωµετρικού σχήµατος: Το πρώτο επίπεδο είναι αυτό που περιγράφεται ως «perception» και 
αφορά µια µορφιστική (gestaltist) κατανόηση του σχήµατος, στα πλαίσια της οποίας 
αναγνωρίζονται οι δοµικές µονάδες του σχήµατος (:στοιχεία 1D και 0D). Αυτό το πρώτο 
επίπεδο αντιστοιχεί στην αντιληπτική κατανόηση (perceptual apprehension) και τη  σειριακή 
κατανόηση (sequential apprehension) που αναφέραµε προηγουµένως. Το δεύτερο επίπεδο 
αφορά τη λειτουργική κατανόηση (operative apprehension) του σχήµατος.  
 
Σχετικά µε τον τρόπο αντίληψης και επεξεργασίας του γεωµετρικού σχήµατος στα πλαίσια 
επίλυσης προβληµάτων, από διδακτική και ψυχολογική σκοπιά είναι σηµαντικό να κάνουµε 
κάποιες επισηµάνσεις: 
 
1. Πολλές φορές γίνεται εσφαλµένη διάκριση µεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών 
αναπαραστάσεων.  Μια αναπαράσταση δεν χαρακτηρίζεται εξωτερική  ή εσωτερική απλά και 
µόνο από τη µορφή της, αλλά από τον τρόπο που δηµιουργείται και το ρόλο που καλείται να 
παίξει στην κατασκευή της γνώσης. Για παράδειγµα ένα σχήµα ή ένα διάγραµµα δεν είναι 
απαραίτητα εξωτερική αναπαράσταση, αλλά µπορεί να υφίσταται και ως νοητική εικόνα, 
προϊόν εσωτερίκευσης µιας εξωτερικής σηµειωτικής αναπαράστασης.. 
Οι νοητικές αυτές εικόνες σε ένα δεύτερο επίπεδο αφαίρεσης µπορούν να λειτουργήσουν ως 
«ευρετικό πεδίο» για τη σύλληψη, την κατανόηση, ή την επεξήγηση συνθετότερων εννοιών. 
Σύµφωνα µε την Dual Coding Theory (Paivio 1986) η µορφή των νοητικών αναπαραστάσεων 
είναι συνήθως διπλή. Ο Paivio υποστηρίζει ότι υπάρχουν δύο τύποι αναπαραστασιακών 
µονάδων: Οι «imagens» για τις νοητικές εικόνες, και οι  «logogens» για τις λεκτικές 
οντότητες. 
Έτσι εξηγείται το γεγονός ότι πολλοί µαθηµατικοί-ερευνητές χρησιµοποιούν (νοητά, στο 
χαρτί, ή στον υπολογιστή) ένα σχήµα ή διάγραµµα, για να αποκτήσουν µια µεγαλύτερη 
εξοικείωση (Sfard 1994) µε τη δοµή του ερευνητικού τους αντικειµένου, και στη συνέχεια 
περνούν σε τυπικό έλεγχο των διαισθητικών τους υποθέσεων (Poincare 1913, Hadamard 
1945). Με τη βοήθεια δηλαδή ενός σχήµατος ή διαγράµµατος, «χτίζουν» νοητά µια έννοια, 
πριν την «ελέγξουν» τυπικά (Skemp 1979). Όταν πρόκειται δε να χρησιµοποιήσουν ένα 
σχήµα για την επεξήγηση µιας αφηρηµένης ιδέας, ο ρόλος αυτού του σχήµατος πολλές φορές 
είναι απλά διαισθητικός. 
Είναι ενδεικτική η µαρτυρία του Hardy (1967 σελ. 125): 
«Ας υποθέσουµε ότι δίνω µια διάλεξη σχετικά µε κάποιο γεωµετρικό σύστηµα, όπως η 
Ευκλείδεια Γεωµετρία, και ότι χαράσσω σχήµατα στο πίνακα για να κεντρίσω τη φαντασία του 
ακροατηρίου, πρόχειρες ευθείες, κύκλους ή ελλείψεις. Αναµφίβολα η αλήθεια των θεωρηµάτων 
που αποδεικνύω µε κανένα τρόπο δεν επηρεάζεται από την ποιότητα των σχηµάτων µου. Η 
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λειτουργία τους είναι απλά να ξεκαθαρίσουν το νόηµα των όσων λέω στους ακροατές, και αν 
αυτό µπορώ να το πετύχω, δεν θα είχα κανένα όφελος να τα ξανάφτιαχνα πιο φροντισµένα. ∆εν 
είναι παρά παιδαγωγικές επεξηγήσεις, και δεν αποτελούν το πραγµατικό αντικείµενο της 
οµιλίας µου». 
Η κατασκευή αφηρηµένων εννοιών µε βάση σχηµατικές νοητικές αναπαραστάσεις 
(visuospatial imagery), δεν χαρακτηρίζει µόνο µαθηµατικούς-ερευνητές (Pinto 1998, Pinto & 
Tall 1999). Σε πρόσφατη δηµοσίευσή τους, οι Pinto & Tall (2002, σελ.2), αναφέρουν 
σχετικά:  
«Στην έρευνά µας σχετικά µε τους διαφορετικούς τρόπους που οι µαθηµατικοί φτιάχνουν 
Μαθηµατικά βρήκαµε ανάλογες διαφορές µε εκείνες των µαθητών που µαθαίνουν Μαθηµατικά. 
Μερικοί δούλευαν ξεκινώντας από τον τυπικό ορισµό και κατασκευάζοντας ιδιότητες µε 
παραγωγική λογική. Αυτή η στρατηγική συνάδει µε τη θεωρία του Dubinsky…Υπάρχουν όµως 
µαθητές που χρησιµοποιούν µια εντελώς διαφορετική στρατηγική…χτίζουν µε βάση τη 
φαντασία τους, δίνουν νόηµα στον ορισµό κατασκευάζοντας µια εικόνα που υποστηρίζει τους 
τυπικούς συλλογισµούς…εξελίσσουν τη σκέψη τους εκλεπτύνοντας και επανακατασκευάζοντας 
την ήδη υπάρχουσα νοητική εικόνα µέχρι που να φτάσει σε µια µορφή που να µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή της τυπικής θεωρίας».  
Αυτή η «εικόνα», δεν αποδίδει πιστά τις ιδιότητες της µαθηµατικής έννοιας, αλλά είναι 
αρκετά «συγκεκριµένη» για το άτοµο που την επικαλείται Οι  Pinto & Tall (2002), 
παραθέτουν µια τέτοια νοητική εικόνα την οποία ένας πρωτοετής φοιτητής, αποτυπώνει στο 
χαρτί, ενώ προσπαθεί να απαντήσει σε ερώτηση που αφορά τον ορισµό του ορίου µιας 
ακολουθίας: « ∆εν θυµάµαι τον ορισµό (του ορίου)….απλά µου έρχεται στο µυαλό αυτή η 
εικόνα….να σκεφτώ…νοµίζω πως µπορώ να  πω ότι….».Στη συγκεκριµένη περίπτωση, ο 
ορισµός προκύπτει από την εικόνα και όχι η εικόνα από τον ορισµό. 
 
 

 
 
2. Οι νοητικές εικόνες γεωµετρικών σχηµάτων, έχουν συνήθως σηµείο αναφοράς µια 
«πρότυπη» φιγούρα: για παράδειγµα, οι βασικές συνιστώσες της εικόνας –πρότυπο του 
ισοσκελούς τριγώνου, είναι οι δύο ίσες πλευρές και το ύψος- άξονας συµµετρίας(Καµπάνη 
2003). «Όταν σχηµατιστούν τα πρότυπα, ως νοητικές εικόνες, επηρεάζουν αποφασιστικά την 
αναγνώριση των σχηµάτων και τη λύση των προβληµάτων»(Hasegawa 1997). 
Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι διαδοχικές προσπάθειες µιας µαθήτριας Α Λυκείου, που 
προσπαθεί να συνταιριάσει τις απαιτήσεις του προβλήµατος µε την νοητική εικόνα του 
προτύπου που έχει σχηµατίσει (Καµπάνη 2003). 
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3. Υπάρχουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ της οπτικής αντίληψης (perception) και της 
οπτικοποίησης (visualization). Στην πρώτη περίπτωση έχουµε µια συνολική εικόνα του 
αντικειµένου ή της κατάστασης που παρατηρούµε, η οποία προφανώς δεν µπορεί παρά να 
είναι ατελής. Η τέλεια οπτική αντίληψη απαιτεί εξερεύνηση µέσω κίνησης είτε του 
παρατηρητή, είτε του εξεταζόµενου αντικειµένου. 
Η οπτικοποίηση δεν στηρίζεται στην άµεση παρατήρηση, αλλά στη δηµιουργία σηµειωτικών 
αναπαραστάσεων, και στην επεξεργασία αυτών των αναπαραστάσεων. ∆εν στηρίζεται 
δηλαδή πάνω στο σχήµα, αλλά σε ενέργειες που εκτελούνται πάνω στο σχήµα. Η δυσκολία 
για το υποκείµενο έγκειται κυρίως στο να αποφασίσει ποιες οπτικές µονάδες θα 
συνδυάσει. «Το σχήµα είναι µια αναπαράσταση, δηλαδή προϋποθέτει την κατασκευή µιας 
εικόνας διαφορετικής από το προϊόν της άµεσης αντίληψης, και τίποτα δεν αποδεικνύει ότι οι 
χωρικές σχέσεις σε αυτή την εικόνα θα είναι του ίδιου επιπέδου όπως εκείνες της αντίστοιχης 
αντιληπτικής εικόνας» (Piaget 1972, σελ. 65). 
Ας δούµε ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα: Σε µαθητές της Α Λυκείου δόθηκε το πρόβληµα: 
«Ξεκινώντας από το ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ φτιάξε ένα ισοσκελές τρίγωνο. ∆ικαιολόγησε 
γιατί το τρίγωνο που έφτιαξες είναι ισοσκελές» 
Χωρίς δυσκολία όλοι οι µαθητές χάραξαν τις διαγώνιες του τραπεζίου και πρότειναν ως 
ισοσκελές τρίγωνο το ∆ΚΓ. Για να αποδείξουν ότι είναι ισοσκελές, έπρεπε είτε να δείξουν ότι 
Κ∆=ΚΓ συγκρίνοντας τα τρίγωνα  ΚΑ∆ και ΚΒΓ, είτε να αποδείξουν την ισότητα των 
γωνιών Κ∆Γ και ΚΓ∆, συγκρίνοντας τα τρίγωνα Α∆Γ και Β∆Γ. 
Η πρώτη περίπτωση αντιστοιχεί µε µια αναδιοργάνωση του αρχικού τραπεζίου σε 
πρωταρχικές δοµές(Vurpillot 1972) 
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Αντίθετα, η δεύτερη περίπτωση, αντιστοιχεί σε χωρισµό του τραπεζίου σε δευτερεύουσες 
επικαλυπτόµενες δοµές. 
 
 
 

 
 
 
 
 
Παρά το ότι η απόδειξη της ισότητας των τριγώνων στη δεύτερη περίπτωση είναι 
µαθηµατικά ευκολότερη, η δυσκολία της οπτικοποίησης του αρχικού τραπεζίου ως σύνθεσης 
δυο επικαλυπτόµενων τριγώνων , έκανε τους µαθητές να στραφούν –χωρίς επιτυχία- στη 
πρώτη περίπτωση. 
 
 
  
4. Ένα σηµαντικό πρόβληµα που εµφανίζεται συχνά στη διδασκαλία των Μαθηµατικών είναι 
ότι οι µαθητές δεν µπορούν να περάσουν από το ένα σύστηµα αναπαράστασης στο άλλο 
(conversion), δεν µπορούν δηλαδή να κινητοποιήσουν πολλά συστήµατα συγχρόνως, και 
κυρίως δεν αναγνωρίζουν την ίδια έννοια µέσα από διαφορετικές της αναπαραστάσεις σε 
διάφορα σηµειωτικά συστήµατα (πχ. φυσική γλώσσα - γεωµετρικό σχήµα, αλγεβρικός τύπος 
- γραφική παράσταση, αριθµητική γραφή - γεωµετρική αναπαράσταση…). 
Πολλές φορές µάλιστα, αντιµετωπίζουν σηµαντικές δυσκολίες και στο να κάνουν µετατροπές  
µέσα στο ίδιο σηµειωτικό σύστηµα . 
Για παράδειγµα , η κατασκευή ενός παραλληλογράµµου, κέντρου Ο µε πλευρές επάνω στις 
ηµιευθείες  DΑ και  DC, είναι εφικτή µόνον αν µπορούν να περάσουν από τη σηµειωτική 
αναπαράσταση Ι του παραλληλογράµµου, στη σηµειωτική αναπαράσταση ΙΙ (Duval 1997). 
 
 

 
5. ∆εν θα πρέπει να συνδέεται (απαραίτητα) η ικανότητα ευρετικής/λειτουργικής 
επεξεργασίας του σχήµατος µε την ικανότητα µαθηµατικής αιτιολόγησης αυτής της 
επεξεργασίας, ή την ικανότητα κατασκευής ενός σχήµατος. Η δυνατότητα 
λειτουργικής επεξεργασίας ενός σχήµατος συνδέεται µε τη δυνατότητα 
αναδιοργάνωσης των στοιχείων του, και τη δυνατότητα για οπτική η θεσιακή 
τροποποίησή του και µπορεί να εκτελεστεί φυσικά ή νοητά ανεξάρτητα από 
οποιαδήποτε µαθηµατική γνώση. 
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Για παράδειγµα, η σύγκριση των εµβαδών των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΜΝ, είναι ανεξάρτητη 
της γνώσης ή µη του τύπου του εµβαδού. Απαιτείται απλά αναδιοργάνωση του αρχικού 
σχήµατος. 
 
 
 

 
Συγκεκριµένα ο Duval (1998) υποστηρίζει ότι αυτό που ονοµάζουµε «γεωµετρική σκέψη», 
περιλαµβάνει τρία είδη γνωστικών διαδικασιών που πληρούν συγκεκριµένες επιστηµολογικές 
λειτουργίες. Οι διαδικασίες αυτές είναι: 

 ∆ιαδικασίες Οπτικοποίησης (ή νοερής απεικόνισης), που σχετίζονται µε τη νοερή 
αναπαράσταση µιας γεωµετρικής έννοιας ή την ευρετική/λειτουργική διερεύνηση 
µιας σύνθετης γεωµετρικής κατάστασης 

 ∆ιαδικασίες Κατασκευής µε χρήση εργαλείων, και  
 ∆ιαδικασίες Συλλογισµού, ιδιαίτερα λεκτικές διαδικασίες, για την επέκταση της 

γνώσης, την επεξήγηση, ή  την απόδειξη. 
Οι διαδικασίες αυτές είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες. Για παράδειγµα, ακόµα και αν 
γενικά η κατασκευή οδηγεί σε µια οπτικοποίηση, και η οπτικοποίηση κατευθύνει µια 
κατασκευή, υπάρχουν και άλλοι παράγοντες που επεµβαίνουν ουσιαστικά (πχ. η 
δυσκολία χρήσης των γεωµετρικών οργάνων). Επίσης, η οπτικοποίηση µπορεί να  
συνεισφέρει θετικά σε επίπεδο συλλογισµού, ενδέχεται όµως να λειτουργήσει και 
παραπλανητικά. Ιδιαίτερα αν υπάρχει µη συµβατότητα µεταξύ νοητικής εικόνας- 
πρότυπο και ζητούµενης κατασκευής. 
Το παρακάτω παράδειγµα είναι ενδεικτικό (Καµπάνη 2003) 
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Συνέπειες για τη διδασκαλία 

 
Η προηγούµενη θεωρητική ανάλυση, µας επιτρέπει να δούµε κάτω από µια άλλη διάσταση 
τον τρόπο που διδάσκονται τα Μαθηµατικά στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 
 
1. Κατ’ αρχήν,  από τη σκοπιά της Ψυχολογίας των Μαθηµατικών, το πλαίσιο ερµηνείας της 
διαδικασίας µάθησης των µαθηµατικών εννοιών είναι κοινό τόσο για τη Γεωµετρία, όσο και 
για την Αριθµητική, Άλγεβρα ή Ανάλυση. 
Τόσο στην περίπτωση της Γεωµετρίας όσο και στην περίπτωση των συµβολικών 
Μαθηµατικών, απουσιάζει το «πραγµατικό αντικείµενο». Το υποκείµενο δεν εκτελεί 
ενέργειες σε αντικείµενα του πραγµατικού κόσµου, αλλά σε (νοητικές) αναπαραστάσεις 
πραγµατικών αντικειµένων. ∆εν υπάρχει, δηλαδή -σύµφωνα µε τον Piaget- «εµπειρική 
αφαίρεση», αλλά «ψευδο-εµπειρική» αφαίρεση. 
Για παράδειγµα, το σύµβολο του αριθµού «1» δεν προκύπτει απ’ ευθείας από την απλή 
παρατήρηση «ενός πραγµατικού αντικειµένου», αλλά  από την λογική διεργασία του 
προσδιορισµού του κοινού χαρακτηριστικού συνόλων µε ένα στοιχείο. Ανάλογα, το 
υποκείµενο που επιλύει ένα πρόβληµα σχετικά µε ένα γεωµετρικό σχήµα, δεν εκτελεί 
ενέργειες σε ένα πραγµατικό αντίστοιχο του σχήµατος, αλλά σε µια σηµειωτική 
αναπαράσταση του πραγµατικού αντικειµένου. Απλά, στην  περίπτωση της Γεωµετρίας  
µιλάµε για οπτικοποίηση ή οπτική σκέψη (visualization or visual thinking), ενώ στη 
περίπτωση της Αριθµητικής, Άλγεβρας ή Ανάλυσης  για αναλυτική σκέψη (analysis or 
analytic thinking), η οποία στηρίζεται σε, λεκτική αναπαράσταση(discursive representation) 
αλλά σε πολλές περιπτώσεις και σε  οπτικοποίηση. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η 
συνάρτηση. 
Η δυσκολία , εποµένως, της οπτικοποίησης ενός γεωµετρικού σχήµατος (όπου οι σχηµατικές 
µονάδες είναι διάστασης 0D, 1D και 2D) δεν είναι ξένη µε τη δυσκολία οπτικοποίησης µιας 
γραφικής παράστασης (όπου οι σχηµατικές µονάδες είναι σηµεία-συντεταγµένες σηµείων), 
αλλά ούτε και µε την επίλυση ενός προβλήµατος αναλογιών (µε λεκτικές µονάδες) ή µιας 
εξίσωσης (µε συµβολικές µονάδες). Εκείνο που αλλάζει είναι οι εσωτερικοί κανόνες που 
διέπουν την κάθε σηµειωτική αναπαράσταση. Αυτό σηµαίνει ότι αποτελέσµατα ερευνών που 
εµφανίζονται ως µεµονωµένες περιπτώσεις µπορεί να αποτελούν απλά τις δύο όψεις του 
ίδιου νοµίσµατος. 
Σε όλες τις περιπτώσεις, η κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών επιτυγχάνεται µέσω της 
εσωτερίκευσης σηµειωτικών αναπαραστάσεων. Τα γεωµετρικά σχήµατα ή οι γραφικές 
παραστάσεις δεν είναι άµεσα προσβάσιµα όπως είναι µια εικόνα. Εποµένως η µάθησή τους 
δε µπορεί να περιοριστεί στο να εκπαιδευτεί κάποιος στο να τα κατασκευάζει σωστά. Κι αυτό 
γιατί κατά την κατασκευή αρκεί να εστιάσουµε την προσοχή µας σε κάποιες σχηµατικές 
µονάδες και σε ιδιότητες, ενώ η οπτικοποίηση συνίσταται στη σύλληψη του συνόλου των 
σχέσεων (synoptic function) και στην αξιολόγηση του τι είναι σηµαντικό και τι όχι. Συνήθως 
οι µαθητές σε ένα σχήµα ή σε µια γραφική παράσταση βλέπουν απλά µια εικόνα και όχι την 
συνολική οργάνωση της αναπαράστασης. 
Η κατανόηση µιας έννοιας προϋποθέτει ικανότητα συσχετισµού των διαφόρων σηµειωτικών 
αναπαραστάσεων της ίδιας έννοιας. 
Γι’ αυτό και παρατηρείται συχνά το γεγονός οι µαθητές να µπορούν εύκολα να 
κατασκευάζουν τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, η να αναγνωρίζουν µια συνάρτηση 
από τη συνολική της µορφή, αλλά να µη µπορούν να  περάσουν από τη γραφική παράσταση 
στην αλγεβρική έκφραση της συνάρτησης, ή να συσχετίσουν συµβολικές εκφράσεις και 
λεκτικές εκφράσεις µε αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις.  
 
Ο Schoenfeld (1986), χαρακτηρίζει αυτή την αδυναµία ως «ακατάλληλη τµηµατοποίηση» 
 (“inappropriate compartmentalization”): «Οι µαθητές δεν βλέπουν καµία σύνδεση µεταξύ των 
παραγωγικών Μαθηµατικών που χρησιµοποιούνται σε µια µαθηµατική απόδειξη και των 
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επαγωγικών Μαθηµατικών των διαδικασιών κατασκευής…Αν (όµως) δεν µπορούν να κάνουν 
τέτοιους συσχετισµούς, αγνοούν την ουσία των Μαθηµατικών».  
Στην πραγµατικότητα, σύµφωνα µε το θεωρητικό πλαίσιο που παρουσιάσαµε, οι σηµαντικοί 
συσχετισµοί που πρέπει να επιδιώξουµε µέσω της διδασκαλίας δεν είναι µεταξύ 
παραγωγικών και εµπειρικών Μαθηµατικών, µεταξύ αποδείξεων και κατασκευών….αλλά 
µεταξύ διαφόρων µορφών σηµειωτικών αναπαραστάσεων. Οι συσχετισµοί αυτοί 
δηµιουργούν τη γνωστική αρχιτεκτονική µέσω της οποίας οι µαθητές µπορούν να 
αναγνωρίζουν το ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο µέσω διαφορετικών αναπαραστάσεων και έτσι 
να κάνουν αντικειµενική σύνδεση παραγωγικών και εµπειρικών Μαθηµατικών (Duval 
1995α.) 
 
Οι θεωρητικές απόψεις που υποστηρίχθηκαν προηγουµένως, δεν αφορούν µόνο τη 
διδασκαλία των Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, αλλά και στην τριτοβάθµια 
επίσης. Σε ένα συλλογικό τόµο σχετικά µε την διδασκαλία της Γραµµικής Άλγεβρας, (Dorier 
1997), ο Joel Hillel υποστηρίζει ότι οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι φοιτητές στη 
Γραµµική Άλγεβρα, οφείλονται κυρίως στη δυσκολία γνωστικής σύνδεσης των διαφόρων 
επιπέδων αναπαράστασης  που χρησιµοποιούνται στη συγκεκριµένη θεµατική περιοχή: 
σύνδεση της γλώσσας της γενικής θεωρίας των διανυσµατικών χώρων µε τη γλώσσα της πιο 
ειδικής θεωρίας των πραγµατικών ν-άδων (της γλώσσας του Rn ) και της γεωµετρικής 
γλώσσας του διδιάστατου και τρισδιάστατου χώρου. (Αυτός) εστιάζει ειδικότερα στην 
αναπαράσταση των διανυσµάτων και των γραµµικών τελεστών σε τρία διαφορετικά επίπεδα: 
αφηρηµένο, αλγεβρικό και γεωµετρικό. 
Οι φοιτητές/ µαθητές δυσκολεύονται να ταυτίσουν ένα διάνυσµα µε τις αναπαραστάσεις του 
σε διαφορετικές βάσεις. 

Αυτά τα τρία επίπεδα αντιστοιχούν σε τρεις µορφές συλλογισµού: Συνθετικό-Γεωµετρικό, 
Αναλυτικό-Αριθµητικό και Αναλυτικό-∆οµικό. Οι µορφές αυτές συλλογισµού,   
αντικατοπτρίζουν την ιστορική σηµειωτική εξέλιξη της Γραµµικής Άλγεβρας: Από την 
«αλγεβροποίηση» του χώρου (µετάβαση από τη Συνθετική στην Αναλυτική Γεωµετρία), στην 
δόµηση, χάρη της οποίας ο χώρος γίνεται ένα αλγεβρικό σύστηµα, κλειστό ως προς κάποιες 
πράξεις. 
Η έρευνα της Κ. Παυλοπούλου (1994) για  τη συσχέτιση σηµειωτικών αναπαραστάσεων στη 
περίπτωση της Γραµµικής Άλγεβρας, επιβεβαιώνει ότι οι σχέσεις µεταξύ εννοιολογικής 
µάθησης και σηµειωτικής µάθησης είναι πολύ πιο σύνθετη από αυτή που υποπτευόµαστε 
όταν οργανώνουµε τη διδασκαλία. 
Παρόµοια συµπεράσµατα έχουν προκύψει και από τη διδακτικο-ψυχολογική ανάλυση και 
άλλων µαθηµατικών εννοιών, όπως για παράδειγµα της έννοιας του ορίου (Cornu 1991, Tall 
& Vinner 1981) 
 
2. Η διερεύνηση του θέµατος της οπτικοποίησης είναι σηµαντική όχι µόνο για διδακτικούς 
λόγους, αλλά και γιατί προσφέρει το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο για µια τεκµηριωµένη 
κριτική των «ευκολιών» που παρέχουν οι σύγχρονες τεχνολογίες. Όσον αφορά τα 
Μαθηµατικά, µια «ευκολία» αξιολογείται ως θετικά συνεισφέρουσα στην κατασκευή ενός 
νοήµατος ή µιας έννοιας, αν εµπεριέχει τη δυνατότητα κίνησης σε όλο το πλέγµα των 
διαφόρων µορφών αναπαράστασης της έννοιας. ∆ηλαδή αν οι νέες τεχνολογίες δεν 
λειτουργήσουν απλά ως ενισχυτές της οπτικής αντίληψης µιας µαθηµατικής έννοιας ή 
κατάστασης, αλλά και ως αναδιοργανωτές του γνωστικού συστήµατος (Pea 1985, Dorfler 
1993).  
 
3. Σε προηγούµενη παράγραφο, επιχειρώντας µια σύγκριση της διαδικασίας κατανόησης των 
συµβολικών εννοιών και των γεωµετρικών εννοιών, διατυπώσαµε την άποψη ότι στην 
περίπτωση των συµβολικών εννοιών, η µαθησιακή διαδικασία είναι µια πορεία από τη 
λειτουργική στη δοµική κατανόηση µιας έννοιας, ενώ αντίθετα στη περίπτωση των 
γεωµετρικών εννοιών, η δοµική κατανόηση µιας γεωµετρικής έννοιας είναι το πρώτο στάδιο 
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µιας διαδικασίας που- περνώντας από µια εξαιρετικά σύνθετη φάση οπτικοποίησης -
καταλήγει στη λειτουργική κατανόηση της έννοιας. 
 
Εντούτοις, ο διαχωρισµός αυτός δεν είναι απόλυτος, ιδιαίτερα όσον αφορά έννοιες από το 
χώρο της Ανάλυσης. Σύγχρονες έρευνες σχετικές µε τις διάφορες µορφές απόδειξης που 
χρησιµοποιούν οι µαθητές στο χώρο των συµβολικών Μαθηµατικών, έδειξαν ότι θα 
µπορούσαµε να εντάξουµε αυτές τις µορφές σε δύο µεγάλες κατηγορίες: τις προτασιακές 
αποδείξεις (prepositional proofs) και τα νοητικά πειράµατα  (thought experiments). Οι 
πρώτες, είναι λεκτικές ή συµβολικές, που διέπονται από ξεκάθαρους και συγκεκριµένους 
κανόνες, ενώ οι δεύτερες θεωρούνται ότι αναπαριστούν πράγµατα ταυτόχρονα, χωρίς 
ιδιαίτερα σύµβολα που να συσχετίζουν  τις διάφορες εκφάνσεις τους. 
Ένα νοητικό πείραµα δεν απαιτεί καµία τυπική γνώση: για να ικανοποιηθούµε από τις 
επιπτώσεις του, απλά φανταζόµαστε µια κατάσταση στην οποία οι υποθέσεις ισχύουν και 
σκεπτόµαστε τις πιθανές επιπτώσεις . Ένα νοητικό πείραµα έχει µια οπτική συνιστώσα. Η 
οπτικοποίηση στο νοητικό πείραµα προσφέρει µια δοµική αντίληψη της έννοιας ή της 
διαδικασίας που επεξεργαζόµαστε νοητικά. Η εικόνα που δηµιουργείται είναι µια γενική 
εικόνα (generic picture) (Mason & Pimm 1984), που στη συνέχεια υπόκειται σε λειτουργική 
επεξεργασία ανάλογα µε τις ιδιαιτερότητες του προβλήµατος. Για να γίνει κατανοητό αυτό, 
αρκεί να σκεφτεί κάποιος, την «εικόνα» της αντιµεταθετικότητας του πολλαπλασιασµού, ή 
του αθροίσµατος, των ν πρώτων ακεραίων, ή το παράδειγµα σχετικά µε τον ορισµό του ορίου 
που αναφέραµε σε προηγούµενη παράγραφο. 
 
 
Είδαµε αναλυτικά σε προηγούµενες παραγράφους ότι στη Γεωµετρία χρησιµοποιούµε 
νοητικά πειράµατα  στα πλαίσια της διαδικασίας οπτικοποίησης. Φαίνεται όµως ότι ο ρόλος 
της οπτικοποίησης και των νοητικών «εικόνων» είναι εξ’ ίσου σηµαντικός και για τη 
διαδικασία κατανόησης εννοιών και από το χώρο της Αριθµητικής, της Αλγεβρας και της 
Ανάλυσης. 
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