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Σε αυτή την εργασία παρουσιάζεται µια διδασκαλία του Πυθαγορείου Θεωρήµατος στη 
Β΄ Γυµνασίου που βασίζεται στην φαινοµενολογική ιδέα της εξαντικειµενίκευσης. Η 
αξιολόγηση της διδασκαλίας βασίστηκε στη σύγκριση του τµήµατος που έγινε η 
διδασκαλία µε ένα άλλο τµήµα τόσο στο σχολικό τεστ, όσο και σε ένα ερωτηµατολόγιο 
αξιολόγησης που κατασκευάστηκε για τις ανάγκες της έρευνας. Η ποσοτική ανάλυση 
υποστηρίζει τον ισχυρισµό ότι η διδακτική µας παρέµβαση επέτρεψε σε µαθητές και 
µαθήτριες ανεξαρτήτου επίδοσης στο σχολικό τεστ να αναπτύξουν ποιοτικές συνδέσεις 
που σχετίζονται µε την εξαντικειµενίκευση του ορθογωνίου τριγώνου. 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

∆ιάφοροι ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών έχουν εφαρµόσει 
φαινοµενολογικές ιδέες (Freudenthal, 1983· Brown & Haywood, 2011· Radford, 
2003). Για παράδειγµα, η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση (Gravemeijer, 1994) 
αντλεί από τη διδακτική φαινοµενολογία του Freudenthal προτείνοντας µια διδακτική 
στρατηγική κατά την οποία οι µαθητές και οι µαθήτριες, µέσω ‘αληθινών’ για αυτούς 
δραστηριοτήτων, καθοδηγούνται στην επανεπινόηση (‘guided reinvention’) 
µαθηµατικών εννοιών. Η φαινοµενολογική οπτική που υιοθετείται σε αυτή την 
έρευνα έχει εννοιολογικές συνδέσεις µε αυτές τις προσεγγίσεις, αλλά 
διαφοροποιείται σαφώς στην παραδοχή ότι το ανθρώπινο σώµα έχει αίσθηση της 
βαρύτητα κατά τον ίδιο τρόπο σε κάθε εποχή και άρα µπορεί να σχεδιαστεί 
διδασκαλία βασιζόµενη στη διαχρονικά αµετάβλητη αισθητηριακή αντίληψη µε 
στόχο την εξαντικειµενίκευση (‘objectification’· Husserl, 1989) του ορθογωνίου 
τριγώνου. Κατά τον Radford (2003), η εξαντικειµενίκευση αναφέρεται στην ‘από-
υποκειµενικοποίηση’ (‘desubjectification’), δηλαδή σε· «δράσεις που καθιστούν κάτι 
απρόσωπο» (σελ. 40) και η κατάδειξη του αντικειµένου γίνεται µέσω σηµείων. 
Συµφωνώντας µερικώς µε αυτή την άποψη, σε αυτή την έρευνα θεωρούµε ότι 
επιπροσθέτως αναδεικνύεται ταυτόχρονα και µια εσωτερική αναπαράσταση ως 
ιδεατότητα (‘ideality’). Τα µαθηµατικά δεν έχουν υλική υπόσταση, ούτε είναι 
παρατηρήσιµα. Νοούνται ως ιδεατότητες οι οποίες µπορούν να επικοινωνηθούν µόνο 
µέσω αναπαραστάσεων (Duval, 2006). 

Εποµένως, προτείνεται µια διδασκαλία του Πυθαγορείου Θεωρήµατος η οποία θα 
διευκολύνει τους µαθητές και τις µαθήτριες να βιώσουν την ‘µεταµόρφωση’ της 
υποκειµενικής εµπειρίας της καθετότητας στην αντικειµενική µαθηµατική ιδέα του 
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ορθογωνίου τριγώνου (πρβλ. Spyrou, Moutsios-Rentzos & Triantafyllou, 2010). 
Βασιστήκαµε στον ισχυρισµό των Lappas και Spyrou (2006) ότι οι Πυθαγόρειες 
Τριάδες µπορεί να βοηθήσουν στη σύνδεση κιναισθητικών δράσεων µε µαθηµατικές 
ιδέες σχετικές µε το Θεώρηµα. Επιπροσθέτως, η εξαντικειµενίκευση είναι στενά 
συνδεδεµένη µε µια σειρά γενικεύσεων (Radford, 2003). Εποµένως, χρησιµοποιούµε 
µια αλληλουχία προτύπων (‘prototypes’· Harel & Tall, 1991) της κατακόρυφου, της 
καθετότητας και των Τριάδων, µε στόχο τη σταδιακή σύνδεση της βαρύτητας και της 
αίσθησης της κατακορύφου, µε την καθετότητα, τις Τριάδες και το Θεώρηµα. 
Σηµειώνεται ότι η διδακτική παρέµβαση είναι αποτέλεσµα της επιλογής µας να είναι 
συµπληρωµατική στην υπάρχουσα διδασκαλία (σύµφωνα µε το αναλυτικό 
πρόγραµµα) και εφαρµόσιµη στην υπάρχουσα εκπαιδευτική πραγµατικότητα. 

Σε αυτή την εργασία παρουσιάζεται µια διδασκαλία του Πυθαγορείου Θεωρήµατος η 
οποία βασίστηκε στη φαινοµενολογική ιδέα της εξαντικειµενίκευσης του ορθογωνίου 
τριγώνου και διερευνάται η αποτελεσµατικότητά της. 

∆ΥΟ ΕΠΙΠΕ∆Α ΕΞΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΕΥΣΗΣ 

Σε αυτή την έρευνα, ανάµεσα στις διάφορες οπτικές για τη φύση των µαθηµατικών 
αντικειµένων (Hart, 1996), υιοθετούµε την έννοια της εξαντικειµενίκευσης (Husserl, 
1989). Οι Lappas και Spyrou (2006) διακρίνουν δύο επίπεδα εξαντικειµενίκευσης. 
Στο 1ο επίπεδο, τα αποτελέσµατα που πηγάζουν από την υποκειµενική εµπειρία 
εξαντικειµενικεύονται µέσω της αριθµητικής τους αναπαράστασης. Για παράδειγµα, 
η γνώση ότι τρία κοµµάτια νήµατος σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο 
εξαντικειµενικεύεται µέσω της σχέσης των αριθµών που δείχνουν το µήκος των 
τριών κοµµατιών. Συνεπώς, η αριθµητική έκφραση ‘α2 = b2 + c2’ (όπου a, b και c 
είναι τα µήκη των πλευρών ενός συγκεκριµένου ορθογωνίου τριγώνου) είναι µια 
αντικειµενική, αλλά επαγωγική περιγραφή, η οποία καταδεικνύει το 1ο επίπεδο 
εξαντικειµενίκευσης του ορθογωνίου τριγώνου. Στο 2ο επίπεδο, τα αρχετυπικά 
αποτελέσµατα ενσωµατώνονται σε µαθηµατική θεωρία µέσω της αξιωµατικής 
απόδειξης. Σε αυτό το επίπεδο, η αλγεβρική πλέον έκφραση ‘α2 = b2 + c2’ προκύπτει 
από παραγωγικούς συλλογισµούς εντός ενός αξιωµατικού συστήµατος και γίνεται 
αποδεκτό ως αληθές σε αυτό το αξιωµατικό σύστηµα (δηλαδή γίνεται θεώρηµα). 
Μέσω των δύο επιπέδων εξαντικειµενίκευσης, το ορθογώνιο τρίγωνο σταδιακά 
απελευθερώνεται από τις αισθητηριακές, βιωµατικές ‘ρίζες’ και γίνεται µια µη 
αυθαίρετη, ανθρωπολογικού χαρακτήρα διαχρονική αλήθεια. 

Η ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΤΟΥ ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΥ ΣΤΗ Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Η διδακτική παρέµβαση είναι συµπληρωµατική στην προβλεπόµενη διδασκαλία του 
Θεωρήµατος στην Β΄ Γυµνασίου. Το Θεώρηµα παρουσιάζεται µέσω µιας τρίωρης 
διδασκαλίας η οποία βασίζεται στην έννοια του εµβαδού (Βλάµος, ∆ρούτσας, 
Πρέσβης & Ρεκούµης, 2007). Οι µαθητές και οι µαθήτριες καλούνται να 
υπολογίσουν το εµβαδό δύο ίσων τετραγώνων που αποτελούνται από διαφορετικούς 
συνδυασµούς τετραγώνων και ορθογωνίων τριγώνων. ∆εδοµένου ότι δύο ίσα 
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σχήµατα έχουν το ίδιο εµβαδό, προκύπτει η βασική εξίσωση του Θεωρήµατος. 
Έπειτα, διατυπώνονται το Θεώρηµα και το αντίστροφό του. 

Η ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΑΣΗ 

∆ιδακτικό πλαίσιο 

Στο σχεδιασµό της διδακτικής παρέµβασης υιοθετούµε την άποψη του Husserl 
(1989) ότι η διδακτική παρέµβαση πρέπει να συνδέεται µε τον κόσµο που οι άνθρωποι 
βιώνουν, εν αντιθέσει µε την λογικο-παραγωγική διδασκαλία των γεωµετρικών 
εννοιών η οποία υποχρεώνει τους µαθητές και τις µαθήτριες «να αντιµετωπίσουν 
έτοιµες έννοιες και προτάσεις» (σελ. 169) χωρίς τη χρήση προ-επιστηµονικών υλικών 
(‘prescientific materials’) αφαιρώντας έτσι από τη γεωµετρία το ‘αληθινό της νόηµα’. 

Επιπλέον, αν και η αναπαραγωγή της ιστορικής εξέλιξης µιας έννοιας είναι 
ενδεχοµένως αδύνατη (Radford, 1997), µια αρχαία ιδέα µε το κατάλληλο διδακτικό 
έργο προσαρµογής µπορεί να βρει εφαρµογή σε µια διδασκαλία συµβατή µε τα 
σύγχρονα αναλυτικά προγράµµατα (Arcavi & Isoda, 2007· Jankvist, 2009). 

Κατά τον Duval (2006), το µαθηµατικό αντικείµενο καταδεικνύεται από τη σχέση 
µεταξύ διαφορετικών αναπαραστάσεών του και δεν ταυτίζεται µε αυτές. Η γνώση 
προκύπτει από την ικανότητα των µαθητών και των µαθητριών να µεταφράζουν 
µεταξύ των διαφορετικών σηµειωτικών συστηµάτων που συνδέονται µε την κάθε 
αναπαράσταση. Επιπλέον, ο Radford (2003) επισηµαίνει ότι η εξαντικειµενίκευση 
είναι στενά συνδεδεµένη µε µια σειρά γενικεύσεων. Βάσει αυτών και του διδακτικού 
πλαισίου των Harel και Tall (1991) που επισηµαίνει την σηµασία της αλληλουχίας 
κατάλληλων προτύπων για την επίτευξη κατάλληλων γενικεύσεων, είναι σηµαντικό 
να συµπεριλάβουµε στον σχεδιασµό της διδασκαλίας κατάλληλα πρότυπα τα οποία 
συνδέονται µε διαφορετικά αναπαραστασιακά συστήµατα (πρβλ. ‘τρεις κόσµοι των 
µαθηµατικών’ · Tall, 2004): πραξιακά (‘enactive’), γεωµετρικά και αριθµητικά. 

Επιπροσθέτως, στο σχεδιασµό της διδασκαλίας είναι σηµαντικό να ενσωµατωθεί: α) 
Ο αναστοχασµός των µαθητών και µαθητριών τόσο πάνω στη σκέψη τους, όσο και 
πάνω στη δράση τους (‘αναστοχαστική δράση’ · Τζεκάκη, 2011), β) Η δυνατότητα για 
συζήτηση και τεκµηρίωση των απόψεων από τους µαθητές και τις µαθήτριες, αφού η 
εξαντικειµενίκευση συµβαίνει µέσω του λόγου (προφορικού ή γραπτού), γ) Η 
δυνατότητα των µαθητών και µαθητριών για έλεγχο των σκέψεων και δράσεών τους. 

Συνοπτικά, η διδακτική παρέµβαση δοµείται βάσει τριών αξόνων: 1) Την επιλογή και 
αλληλουχία κατάλληλων προτύπων που συνδέονται µε διαφορετικά 
αναπαραστασιακά συστήµατα, µε τις λειτουργίες του κόσµου της πραγµατικότητας, 
καθώς και µε τα ιστορικά και νευροφυσιολογικά δεδοµένα, 2) Την δηµιουργία 
περιβάλλοντος στην τάξη που επιτρέπει στους µαθητές και τις µαθήτριες να 
αναστοχάζονται πάνω στις σκέψεις και στις δράσεις τους, να τις ελέγχουν και να τις 
επικοινωνούν, 3) Την συµβατότητα µε το υπάρχον αναλυτικό πρόγραµµα και την 
εφαρµοσιµότητα στην υπάρχουσα εκπαιδευτική πραγµατικότητα. 
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Πρότυπα 

Για την επιλογή προτύπων, βασιστήκαµε σε δεδοµένα από την νευροφυσιολογία και 
την ιστορία. Η βαρύτητα έχει επηρεάσει την εξέλιξη των αισθητηριακών και 
νευρικών συστηµάτων τα οποία βοηθούν στην αναγνώριση ή την µοντελοποίηση της 
κατακόρυφου µε σκοπό τη διατήρηση της όρθια στάσης που είναι κρίσιµη για την 
επιβίωση του ανθρώπου (Merfeld, Zupan & Peterka, 1999· Noback, Strominger, 
Demarest & Ruggiero, 2005). ∆εδοµένου ότι ο ορίζοντας και η κατακόρυφος ορίζουν 
µια ‘φυσική’ καθετότητα, ισχυριζόµαστε ότι ένα πραξιακό πρότυπο που την υλοποιεί 
θα βοηθήσει στην εξαντικειµενίκευση του ορθογωνίου τριγώνου. 

Επιπροσθέτως, το Θεώρηµα εµφανίζεται σε διάφορους πολιτισµούς και σε διάφορα 
στάδια ανάπτυξής του· για παράδειγµα, οι Πυθαγόρειες Τριάδες (Maor, 2007). 
∆εδοµένου ότι η διδασκαλία του Θεωρήµατος στο σχολείο βασίζεται στην έννοια 
του εµβαδού, ισχυριζόµαστε ότι οι Τριάδες είναι κατάλληλο αριθµητικό πρότυπο για 
τους σκοπούς της διδακτικής µας παρέµβασης. Επιπλέον, οι σχηµατικοί αριθµοί 
µπορούν να αποτελέσουν αριθµητικό και γεωµετρικό πρότυπο των τετράγωνων 
αριθµών. Ισχυριζόµαστε ότι οι σχηµατικοί τετράγωνοι αριθµοί µπορούν να 
βοηθήσουν στη σύνδεση των Τριάδων και της αριθµητικής έκφρασης του 
Θεωρήµατος (που εντάσσονται στο αριθµητικό αναπαραστασιακό πλαίσιο) µε το 
γεωµετρικό σχήµα ορθογώνιο τρίγωνο (που εντάσσεται στο γεωµετρικό 
αναπαραστασιακό πλαίσιο). Συνεπώς, κατά τον Duval (2006), οι σχηµατικοί 
τετράγωνοι αριθµοί µπορούν να βοηθήσουν στην κατάδειξη του µαθηµατικού 
αντικειµένου ‘ορθογώνιο τρίγωνο’ (στο 1ο επίπεδο εξαντικειµενίκευσης, αφού 
αναφερόµαστε σε συγκεκριµένες αριθµητικές σχέσεις). 

∆οµή διδακτικής παρέµβασης 

Η διδακτική παρέµβαση αυτής της έρευνας χωρίζεται σε πέντε ενότητες. Στην πρώτη 
ενότητα, η διδασκαλία γίνεται µέσω επίδειξης προς όλη την τάξη, ενώ στις επόµενες 
οι µαθητές και οι µαθήτριες λειτουργούν οµαδοσυνεργατικά ανά δυάδες στο θρανίο. 

Στην πρώτη ενότητα, στον τρισδιάστατο χώρο και µέσω χειραπτικού υλικού 
στοχεύουµε, µέσω της Βασικής Πυθαγόρειας Τριάδας (3,4,5), στην σύνδεση της 
φυσικής καθετότητας µε την καθετότητα και το ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 
µήκος 3, 4 και 5. Χρησιµοποιούµε ένα δοχείο µε χρωµατισµένο υγρό, νήµα της 
στάθµης και τρεις ράβδους κατάλληλα χρωµατισµένους που υλοποιούν την Βασική 
Τριάδα (Σχήµα 1). Αρχικά, συνδέεται οπτικά η ‘φυσική’ καθετότητα µεταξύ του 
νήµατος της στάθµης µε την επιφάνεια χρωµατισµένου υγρού που ηρεµεί µε το 
τριγωνικό πλαίσιο που σχηµατίζουν οι τρεις ράβδοι. Στη συνέχεια, οι µαθητές και οι 
µαθήτριες καλούνται µε αυτές τις ράβδους να σχηµατίσουν ένα τριγωνικό πλαίσιο 
στο πάτωµα που έχει την ίδια γωνία µε την ‘γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ της 
επιφάνειας του υγρού και του νήµατος’, καθώς και να την προσδιορίσουν στο 
πλαίσιο που σχηµάτισαν. Γίνεται οπτικός έλεγχος των ισχυρισµών µεταφέροντας το 
τριγωνικού σχήµατος πλαίσιο από το πάτωµα στον τοίχο. Κατόπιν, µεταβάλλουµε τη 
γωνία µεταξύ των ράβδων ‘3’ και ‘4’ (σε άµεση οπτική αντιδιαστολή µε την ‘φυσική 
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καθετότητα της επιφάνειας του υγρού και του νήµατος) µε ερωτήσεις που απαιτούν 
τη σύνδεση του µήκους της ράβδου ‘5’ µε το χαρακτηρισµό της γωνίας: ορθής (ίση 
µε 5), οξείας (µικρότερης από 5) ή αµβλείας (µεγαλύτερης από 5). 

       
Σχήµα 1: Στιγµιότυπα από την πρώτη ενότητα της διδακτικής παρέµβασης. 

Στην δεύτερη ενότητα, µέσω ενός φύλλου εργασίας (Σχήµα 2), στοχεύουµε στις ίδιες 
ποιοτικές συνδέσεις µεταξύ της πλευράς µήκους 5 και της απέναντι γωνίας µε την 
πρώτη ενότητα, αλλά αυτή τη φορά στον δισδιάστατο αναπαραστασιακό πλαίσιο του 
µαθηµατικού συµβολισµού στο χαρτί. Επιπλέον, σε τρίγωνο πλευρών µήκους 3, 4 
και 5, ζητείται η καταγραφή του ποιοτικού κανόνα που συνδέει το µήκος της 
πλευράς µήκους 5 µε την γωνία µεταξύ των πλευρών µήκους 3 και 4. 

Στα έξι παρακάτω τρίγωνα οι δύο πλευρές είναι 3 και 4. Να σημειώσεις το είδος της γωνίας (ορθή, οξεία, αμβλεία) που 

βρίσκεται ανάμεσά τους, να μετρήσεις την τρίτη πλευρά και να συμπληρώσεις τον πίνακα. 

 

Τρίγωνο ΑΒΓ ΔΖΕ ΛΜΚ ΙΘΞ ΟΡΣ ΧΩΤ 

Μήκος τρίτης πλευράς       

Είδος περιεχόμενης γωνίας       

Με βάση τον παραπάνω πίνακα στα τρίγωνα με πλευρές 3 και 4 μήπως παρατηρείς κάποια σχέση μεταξύ της γωνίας 

ανάμεσα στις πλευρές 3,4 και της τρίτης πλευράς;  
Σχήµα 2: Παράδειγµα από το φύλλο εργασίας της δεύτερης ενότητας της παρέµβασης. 

Στην τρίτη ενότητα, στοχεύουµε στην εύρεση Πυθαγορείων Τριάδων. Οι µαθητές και 
οι µαθήτριες καλούνται να προτείνουν Τριάδες, να διατυπώσουν υποθέσεις και 
κανόνες παραγωγής τέτοιων Τριάδων. Επιπροσθέτως, προτρέπονται στον έλεγχο 
αυτών των υποθέσεων στον κατάλληλο χώρο που προβλέπεται στο φύλλο εργασίας. 

Στην τέταρτη ενότητα, εισάγονται οι σχηµατικοί τετράγωνοι αριθµοί µε στόχο να 
συνδεθεί ο αριθµός που αντιπροσωπεύει το µήκος της πλευρά ενός τριγώνου µε τον 
αντίστοιχο σχηµατικό τετράγωνο αριθµό. Βάσει αυτών, στο φύλλο εργασίας οι 
µαθητές και οι µαθήτριες εξοικειώνονται µε τους σχηµατικούς αριθµούς και 
προτρέπονται στην διατύπωση µιας σχέσης µεταξύ του πλήθους των ψηφίδων και 
του αντίστοιχου σχηµατικού αριθµού. Επιπλέον, παρέχεται χειραπτικό υλικό εκατό 
ψηφίδων για τους µαθητές και τις µαθήτριες που θέλουν να το χρησιµοποιήσουν. 
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Με τη βοήθεια των προηγουμένων να συμπληρώσεις τον παρακάτω πίνακα. 

ΤΡΙΑΔΕΣ ΜΗΚΩΝ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ  

ΑΡΙΘΜΟΙ ΨΗΦΙΔΕΣ ΣΧΗΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  

ΚΑΘΕΤΕΣ ΠΛΕΥΡΕΣ ΥΠΟΤΕΙΝΟΥΣΑ ΚΑΘΕΤΕΣ ΠΛΕΥΡΕΣ ΥΠΟΤΕΙΝΟΥΣΑ  

3 4 5 9 16 25  

        

Σχήµα 3: Παράδειγµα από το φύλλο εργασίας της πέµπτης ενότητας της παρέµβασης. 

Στην πέµπτη ενότητα, στοχεύουµε στην διατύπωση του κανόνα ‘52 = 32 + 42’ ή της 
επαγωγικής αριθµητικής έκφρασης ‘α2 = b2 + c2’. Οι µαθητές και οι µαθήτριες 
καλούνται να συµπληρώσουν έναν πίνακα που συνδέει τις Τριάδες µε το πλήθος των 
ψηφίων των αντίστοιχων σχηµατικών τετράγωνων αριθµών (Σχήµα 3). Βάσει αυτού 
του πίνακα, τους ζητείται να διατυπώσουν έναν κανόνα που συνδέει τα µήκη των 
πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου. Επιπλέον, στο φύλλο εργασίας, δίνεται µια 
δραστηριότητα κατά την οποία σε ένα τρίγωνο µε πλευρές µήκους 3, 4, 5 καλούνται 
να χρησιµοποιήσουν τις ψηφίδες για να σχηµατίσουν τους σχηµατικούς τετράγωνους 
αριθµούς που αντιστοιχούν στις δύο καθετές πλευρές. Στη συνέχεια, ελέγχουν εάν οι 
ίδιες ψηφίδες µπορούν να σχηµατίσουν τον σχηµατικό τετράγωνο αριθµό που 
αντιστοιχεί στο µήκος της υποτείνουσας. 

ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 

Το Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης αποτελείται από 11 ερωτήµατα τύπου Likert, ο 
στόχος των οποίων είναι να διερευνήσει την γνώση των µαθητών και των µαθητριών 
για τον χαρακτηρισµό: α) ενός τριγώνου (ορθογωνίου, οξυγωνίου, αµβλυγώνιου· βλ. 
Σχήµα 4, Ερώτηση 2), β) µιας γωνίας (ορθής, οξείας και αµβλείας· βλ. Σχήµα 4, 
Ερώτηση 4), γ) µιας πλευράς µη ορθογωνίου τριγώνου σε σχέση µε ορθογώνιο 
τρίγωνο µε δύο πλευρές ίσες µε τις δύο εναποµείνασες πλευρές του µη ορθογωνίου 
τριγώνου (βλ. Σχήµα 4, Ερώτηση 8). Επιπλέον, τα ερωτήµατα διαφοροποιούνται αν 
οι αριθµοί που αντιπροσωπεύουν το µήκος των πλευρών των τριγώνων: δ) είναι η 
Βασική Πυθαγόρεια Τριάδα ή όχι (βλ. Σχήµα 4, αντίστοιχα Ερώτηση 2 και Ερώτηση 
4), και ε) Αν συνάδουν µε το δοθέν σχήµα, δηλαδή αν υπάρχει οπτική και αριθµητική 
συµφωνία ή διαφωνία (βλ. Σχήµα 4, αντίστοιχα Ερώτηση 4 και Ερώτηση 2). 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΚΑΙ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΕΣ 

Στην έρευνα συµµετείχαν δύο τµήµατα της Β΄ Γυµνασίου. Το κάθε τµήµα 
αποτελούνταν από 10 αγόρια και 16 κορίτσια (Ν = 52). Στο τµήµα παρέµβασης, έγινε 
η διάρκειας µιας διδακτικής ώρας διδακτική παρέµβαση από έναν από τους δύο 
ερευνητές, ενώ στο τµήµα ελέγχου, δεν έγινε διδακτική παρέµβαση. Τα δύο τµήµατα 
επιλέχθηκαν να διδάσκονται από τον ίδιο µαθηµατικό, έτσι ώστε να υπάρχει όµοια 
διδασκαλία και αξιολόγηση. Για να υπάρχει ίσος αριθµός διδακτικών ωρών στα δύο 
τµήµατα, στο τµήµα ελέγχου έγινε µια επιπλέον ώρα διδασκαλίας στο Θεώρηµα από 
τον διδάσκοντα. Αφού συµπληρώθηκαν οι ώρες διδασκαλίας στα δύο τµήµατα, τους 
δόθηκε ένα σχεδιασµένο από τον διδάσκοντα τεστ αξιολόγησης των γνώσεων τους 
στο Θεώρηµα (‘Σχολικό Τεστ’). Το Σχολικό Τεστ αποτελεί µέρος του σχεδιασµού 
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του διδάσκοντα για τη διδασκαλία του Θεωρήµατος και είναι ανεξάρτητο στο 
περιεχόµενο και στους στόχους του από την διδακτική µας παρέµβαση. Μερικές 
µέρες αργότερα, τους δόθηκε το Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης. 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι: 

       Α       

         
      Β                Γ 

 Α. οξυγώνιο Β. ορθογώνιο Γ. αμβλυγώνιο Δ. 

Δεν μπορώ 

να 

απαντήσω 

Ε. Ισοσκελές 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3 

3 4 

5 

 απαντήσω 

ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

Στο διπλανό τρίγωνο ΑΒΓ: 

       Β       

         
      Α                Γ 

 Α. 
Η γωνία ��� 

είναι ορθή 
Β. 

Η γωνία ��� 

είναι αμβλεία 
Γ. 

Η γωνία ��� 

είναι οξεία 
Δ. 

Δεν μπορώ 

να 

απαντήσω 

Ε. 
Η γωνία ��� είναι ίση 

με τη γωνία ���  

 

10 

8 

6 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 8 

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 

Στο τρίγωνο ΚΛΜ η γωνία ��� είναι οξεία. 

Μπορείτε να βρείτε το μήκος της ΛΜ; 

Β       

Α                          Γ 

          Λ       

   
 Κ                                             Μ 

 Α. 

Η πλευρά 

ΛΜ είναι 

ίση με 5 

Β.

Η πλευρά ΛΜ 

είναι 

μεγαλύτερη 

από 5 

Γ. 

Η πλευρά 

ΛΜ είναι 

μικρότερη 

από 3 

Δ. 
Δεν μπορώ να 

απαντήσω 
Ε. 

Η πλευρά ΛΜ είναι 

μικρότερη από 5 

 

5 

4 

3 

4 

3 

 
Σχήµα 4: Παραδείγµατα ερωτηµάτων από το Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης. 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Η διδακτική παρέµβαση 

Οι µαθητές και οι µαθήτριες συµµετείχαν ενεργά στη διδακτική παρέµβαση. Για 
παράδειγµα, στην πρώτη ενότητα, µια µαθήτρια δυσκολεύτηκε να σχηµατίσει το 
τριγωνικό πλαίσιο στο πάτωµα, αλλά µε καθοδήγηση από τον ερευνητή και την 
παρέµβαση µιας συµµαθήτριας το πλαίσιο σχηµατίστηκε (Σχήµα 5). 

          
Σχήµα 5: Στιγµιότυπα από το σχηµατισµό του τριγωνικού πλαισίου στο πάτωµα. 

Επιπλέον, φαίνεται ότι ακολουθήθηκαν τα αναµενόµενα γνωστικά µονοπάτια. Για 
παράδειγµα, στην εύρεση Τριάδων (τρίτη ενότητα) προτάθηκαν οι (6,7,8) και 
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(6,8,10). Στο παρακάτω απόσπασµα, σηµειώνεται η προσπάθεια να επικοινωνηθεί το 
επιχείρηµα για την επιλογή της Τριάδας και για την θέση της ορθής γωνίας, µε στόχο 
την ενίσχυση των ποιοτικών συνδέσεων µεταξύ µήκους πλευρών και είδους γωνίας. 

Μαθήτρια 1: 10, 8 και 6. 

Ερευνητής: 10 µάλιστα. Πώς το σκέφτηκες; 

Μαθήτρια 1: ∆ιπλασιάζουµε. 

Ερευνητής: Κι εσύ [απευθυνόµενος σε άλλη µαθήτρια], τι ήθελες να πεις; 

Μαθήτρια 2: Ε … 6, 7, 8. 

Ερευνητής: Πως το σκέφτηκες αυτό; 

Μαθήτρια 2: Επειδή είναι 3, 4, 5 µε τη σειρά και το 6, 7, 8 θα είναι το ίδιο. 

Ερευνητής: Εσύ που µου είπες να διπλασιάσουµε … απέναντι από ποια πλευρά θα είναι 
η ορθή; Μου είπες 6, 8, 10… 

Μαθήτρια 1: Απέναντι από τη 10. 

Ερευνητής: Εσύ αφού είπες 6, 7, 8 που νοµίζεις ότι θα είναι η ορθή; 

Μαθήτρια 2: Θα είναι …6 και 7 [εννοεί ανάµεσα στις πλευρές µήκους 6 και 7] 

Επιπροσθέτως, οι µαθητές και οι µαθήτριες, µε την βοήθεια της δραστηριότητας µε 
τις ψηφίδες της πέµπτης ενότητας και την καθοδήγησή µας, κατάφεραν να 
διατυπώσουν τον κανόνα ‘52 = 32 + 42’: 

Ερευνητής: Μπορείτε να σκεφτείτε κάποια σχέση που να συνδέει τις κάθετες πλευρές µε 
την υποτείνουσα τώρα [αφού έχουν ολοκληρώσει την δραστηριότητα µε τις 
ψηφίδες]; … Πόσες ψηφίδες ήταν η πλευρά 3; 

Μαθητές και µαθήτριες: 9. 

Ερευνητής: Η πλευρά 4; 

Μαθητές και µαθήτριες: 16. 

Μαθήτρια: 25! 

Ερευνητής: Ποια πλευρά; 

Μαθητές και µαθήτριες: Η 5. 

Ερευνητής: Κι εγώ σας είπα πάρτε τις ψηφίδες όλες από τις δύο κάθετες πλευρές και 
κοιτάξτε να δείτε αν φτάνουν για να φτιάξουν την υποτείνουσα [το 
σχηµατικό αριθµό που αντιστοιχεί στη υποτείνουσα]…και φτάσανε… Γιατί 
φτάσανε λέτε; [παύση] Τις βάλαµε µαζί τις ψηφίδες…[παύση]… Βλέπετε 
τώρα κάποια σχέση µεταξύ τους; [δύο µαθήτριες σηκώνουν το χέρι τους] 

Μαθήτρια: Ότι αν τις προσθέσουµε τις δύο πλευρές βγαίνει ο αριθµός των ψηφίδων της 
τρίτης. [ακολουθεί διάλογος για τη ‘µετάφραση’ της περιόδου µε 
µαθηµατικό συµβολισµό, ο οποίος καταλήγει στην έκφραση‘52 = 32 + 42’]. 
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Σχολικό τεστ και Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης 

∆εν βρέθηκε στατιστικώς σηµαντική διαφοροποίηση των δύο τµηµάτων µε τον 
έλεγχο Mann-Whitney στην επίδοση στο Σχολικό Τεστ (U=227, p>0,05, r=0,18) ή 
στο Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης (U=260, p>0,05, r=0,15). Όµως, βρέθηκε 
στατιστικώς σηµαντική θετική συσχέτιση των δύο επιδόσεων µόνο στο τµήµα 
ελέγχου (p<0,05, rs=0,40). Επιπροσθέτως, στη σύγκριση των δύο τµηµάτων µε τον 
ακριβή έλεγχο Fisher για τα ερωτήµατα του Ερωτηµατολογίου Αξιολόγησης βρέθηκε 
στατιστικώς σηµαντική διαφοροποίηση υπέρ του τµήµατος παρέµβασης στο 
Ερώτηµα 2 (p<0,05, phi=0,35) και στο Ερώτηµα 4 (p<0,05, phi=0,35) (βλ. Σχήµα 4). 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΙΚΑ ΣΧΟΛΙΑ 

Συµπερασµατικά, ισχυριζόµαστε ότι η περιεκτική διδακτική µας παρέµβαση µπορεί 
να χαρακτηριστεί ως αποτελεσµατική, αφού φαίνεται να βοηθάει στην ανάπτυξη 
ποιοτικών συνδέσεων µεταξύ των αριθµών που συνδέονται µε τα µήκη πλευρών 
ορθογωνίου τριγώνου και του χαρακτηρισµού ενός τριγώνου ως ορθογώνιο. Αν και 
δεν φαίνεται να επηρεάστηκε η επίδοση στο Σχολικό Τεστ, καταγράφηκε 
διαφοροποίηση στον τρόπο που τα δύο τµήµατα ανταποκρίθηκαν στο 
Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης. Στο τµήµα ελέγχου υπάρχει στατιστικώς σηµαντική 
συσχέτιση της επίδοσης στο Σχολικό Τεστ µε την επίδοση στο Ερωτηµατολόγιο 
Αξιολόγησης, η οποία όµως δεν καταγράφεται στο τµήµα παρέµβασης. Η διδακτική 
µας παρέµβαση φαίνεται να επέτρεψε σε µαθητές ανεξαρτήτου επίδοσης σε τυπικού 
περιεχοµένου τεστ να αναπτύξουν τις ποιοτικές συνδέσεις στις οποίες στοχεύαµε. Ο 
ισχυρισµός αυτός ενισχύεται µε την στατιστικώς σηµαντική υπεροχή του τµήµατος 
παρέµβασης σε δύο ερωτήµατα του Ερωτηµατολογίου Αξιολόγησης. 

Τέλος, το Ερώτηµα 2 (Σχήµα 4) αφορά στον χαρακτηρισµό γωνίας που βρίσκεται 
απέναντι από πλευρά µήκους 5 σε τρίγωνο πλευρών µήκους 3, 4 και 5 που όµως δεν 
έχει σχεδιαστεί ‘σωστά’, δηλαδή υπάρχει σύγκρουση οπτικού και αριθµητικού 
ερεθίσµατος. Φαίνεται ότι για το τµήµα παρέµβασης ο αριθµός αποτελεί ισχυρότερο 
επιχείρηµα αλήθειας από την εικόνα, το οποίο αποτελεί ένδειξη ότι το τµήµα 
παρέµβασης είναι πιο κοντά από το τµήµα ελέγχου στο 1ο επίπεδο 
εξαντικειµενίκευσης του ορθογωνίου τριγώνου. 
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