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 Περίληψη 
 
Η άλγεβρα παρέχει τη δυνατότητα να χειριζόµαστε και να αναπαριστούµε µε συντοµία, 
ακρίβεια και σαφήνεια τις µαθηµατικές ιδέες και να αναπτύσσουµε αποτελεσµατικές 
διαδικασίες επίλυσης προβληµάτων. Ωστόσο, για πολλούς από τους µαθητές αποτελεί 
µια από τις δυσκολότερες ενότητες των σχολικών µαθηµατικών. Η εργασία 
επικεντρώνεται στις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην άλγεβρα και 
παρουσιάζει τα αποτελέσµατα µιας εµπειρικής µελέτης, που στόχευε στη διερεύνηση της 
επίδοσης Ελλήνων µαθητών ηλικίας 13-15 χρόνων σε συγκεκριµένες αλγεβρικές 
δραστηριότητες. Σύµφωνα µε αυτά, τα εξαιρετικά χαµηλά ποσοστά επιτυχίας των 
µαθητών οφείλονται κυρίως στην προσέγγιση που ακολουθείται σήµερα στη διδασκαλία 
των σχετικών ενοτήτων.   
 
Παράγοντες δυσκολίας στην κατανόηση των αλγεβρικών ιδεών από τους µαθητές 
 
Οι δυσκολίες των µαθητών στην άλγεβρα αποτέλεσαν το θέµα πολλών ερευνών από 
τη δεκαετία ακόµη του 1970. Πολλές από αυτές τις δυσκολίες αποδόθηκαν στο 
υψηλό επίπεδο γενίκευσης και αφαίρεσης των αλγεβρικών ιδεών και στην ιδιοµορφία 
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της αλγεβρικής σκέψης. Για παράδειγµα, ο Thwaites (1982) αναφέρει τέσσερις 
παράγοντες που καθιστούν τη διδασκαλία της άλγεβρας δύσκολη: την αδυναµία 
οπτικοποίησης των αλγεβρικών ιδεών, την αυθαίρετη φύση των αλγεβρικών ιδεών, 
την πολύπλοκη φύση τους και τη σχέση µεταξύ αλγεβρικού συµβολισµού και 
πλαισίου αναφοράς. 
     Αρκετές έρευνες έχουν επικεντρώσει το ενδιαφέρον τους στις δυσκολίες που 
αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην κατανόηση της σχέσης µεταξύ αριθµητικών και 
αλγεβρικών ιδεών και στον τρόπο µε τον οποίο αυτή η σχέση αξιοποιείται στο 
πλαίσιο της διδασκαλίας. Η συνήθης διδακτική πρακτική, όταν εισάγεται µια 
αλγεβρική ιδέα, είναι η αναφορά στις προηγούµενες σχετικές αριθµητικές εµπειρίες 
των µαθητών και η εξαγωγή  λογικών συµπερασµάτων. Αµέσως µετά οι µαθητές 
ασκούνται εκτεταµένα στο χειρισµό συµβολικών αναπαραστάσεων της αλγεβρικής 
ιδέας, µε την εφαρµογή συγκεκριµένων κανόνων. Αυτή η προσέγγιση στηρίζεται 
στην αρχή ότι, εφόσον η αριθµητική και η άλγεβρα αφορούν σε αριθµούς και οι 
µαθητές είναι εξοικειωµένοι µε τις ιδιότητες των αριθµών και τις πράξεις µε αυτούς, 
υπάρχουν πολύ λίγα πράγµατα που χρειάζεται να προστεθούν σε αυτήν τη γνώση, για 
να µπορέσουν να προσεγγίσουν τις αλγεβρικές ιδέες. Ωστόσο, αυτό δεν είναι 
αλήθεια. Τα στοιχεία και οι κανόνες της άλγεβρας αποτελούν αφαιρέσεις των 
αντίστοιχων στοιχείων και κανόνων της αριθµητικής, δηλαδή αποτελούν αφαιρέσεις 
αφαιρέσεων και, εποµένως, η κατανόησή τους αποτελεί µια ιδιαίτερα απαιτητική 
διαδικασία. Οι σχετικές έρευνες υποδεικνύουν ότι πολλά παιδιά τείνουν να 
µεταφέρουν τους κανόνες της αριθµητικής στο αλγεβρικό πεδίο χωρίς καµία 
προσαρµογή, κυρίως εξαιτίας της έµφασης που δίνεται κατά τη διδασκαλία των 
αλγεβρικών ιδεών στην αντίληψη ότι «τα γράµµατα είναι όπως οι αριθµοί», καθώς 
και του γεγονότος ότι οι µοναδικές «εικόνες αριθµών», τις οποίες διαθέτουν οι 
µαθητές, προέρχονται από την αριθµητική τους εµπειρία (π.χ., Bednarz et al., 1992).   
     Ένας άλλος παράγοντας που φαίνεται να ευθύνεται σηµαντικά  για τις δυσκολίες 
που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην άλγεβρα είναι η εκτεταµένη χρήση συµβόλων 
που τη διακρίνει. Οι δυσκολίες των µαθητών συνδέονται µε µια σειρά από 
χαρακτηριστικά γνωρίσµατα των συµβόλων, όπως: α) το επίπεδο αφαίρεσης των 
ιδεών που αναπαριστούν, β) η πυκνότητα του νοήµατος που µεταφέρουν, γ) η 
εξάρτηση της σηµασίας τους από τα σύµβολα µε τα οποία γειτονεύουν, δ) η έµφαση 
που δίνεται κατά τη διδασκαλία στο χειρισµό τους, χωρίς παράλληλη εστίαση στις 
αλγεβρικές ιδέες που αναπαριστούν. Με άλλα λόγια, οι µαθητές ωθούνται πολύ 
γρήγορα στο χειρισµό ενός ιδιαίτερα αφαιρετικού συστήµατος αναπαράστασης, του 
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συµβολικού, έχοντας µικρή εξοικείωση µε αυτό, καθώς και ανεπαρκή και συχνά 
επισφαλή κατανόηση των ιδεών που αυτό αναπαριστά. 
      Μια άλλη πηγή προβληµάτων στην άλγεβρα αποτελεί η ιδιαιτερότητα της 
φυσικής γλώσσας που χρησιµοποιείται για την επεξεργασία των αλγεβρικών ιδεών 
(π.χ. Pimm, 1987).  Εκφράσεις όπως «έστω α ένας τυχαίος θετικός αριθµός» δεν είναι 
εύκολο να γίνουν κατανοητές από τους µαθητές. Αυτό επιβαρύνεται και από το 
γεγονός ότι οι ρυθµοί µάθησης που επιβάλλει το Αναλυτικό Πρόγραµµα είναι συχνά 
τόσο ταχείς, ώστε δε δίνεται αρκετός χρόνος στους µαθητές, για να αφοµοιώσουν τις 
σχετικές ιδέες και να οικειοποιηθούν τη γλωσσική τους έκφραση. Επιπλέον, η 
συνεχής εναλλαγή µεταξύ µαθηµατικών συµβόλων και φυσικής γλώσσας, την  οποία 
απαιτεί η µελέτη των αλγεβρικών ιδεών, προϋποθέτει µια σχετική ευχέρεια στη 
µετάβαση από το ένα σύστηµα αναπαράστασης στο άλλο, η οποία δεν επιτυγχάνεται 
µε ευκολία από όλους τους µαθητές (π.χ. Ryan & Williams, 1998).  
    Είναι φανερό ότι η ιδιαίτερα αφαιρετική φύση των αλγεβρικών εννοιών και 
διαδικασιών, η προσέγγισή τους ως γενίκευση των αντίστοιχων αριθµητικών, η 
ποικιλία και η απαιτούµενη συχνή εναλλαγή συστηµάτων αναπαράστασης, καθώς και 
η υπερβολική έµφαση στους µηχανισµούς χειρισµού αυτών των συστηµάτων 
αναπαράστασης καθιστούν την κατανόηση των αλγεβρικών ιδεών µια ιδιαίτερα 
πολύπλοκη και επίπονη µαθησιακή εµπειρία για τους µαθητές.  Η µετάβαση από το 
πεδίο της αριθµητικής σε αυτό της άλγεβρας δεν συνιστά µια απλή διαδικασία 
επέκτασης ή γενίκευσης της αριθµητικής γνώσης ή εκµάθησης επιτυχούς διαχείρισης 
ενός συµβολικού συστήµατος. Θα µπορούσε να υποστηριχτεί ότι η προσέγγιση των 
αλγεβρικών ιδεών προϋποθέτει τη συνειδητοποίηση των δυνατοτήτων του νου να 
αντιλαµβάνεται σχέσεις. 
 
∆υσκολίες και λάθη των µαθητών στην άλγεβρα 
 
Η διδασκαλία της άλγεβρας στην υποχρεωτική εκπαίδευση επικεντρώνεται σε 
τέσσερις βασικούς µαθησιακούς στόχους: στην κατανόηση και µελέτη αλγεβρικών 
παραστάσεων, στην επίλυση γραµµικών και µεγαλύτερου (κυρίως δεύτερου) βαθµού 
εξισώσεων, στην επίλυση προβληµάτων µε εξισώσεις και στη µελέτη συναρτήσεων.  
Παρακάτω παρουσιάζονται µερικές από τις βασικότερες δυσκολίες των µαθητών σε 
καθεµιά από τις αντίστοιχες ενότητες, µε εξαίρεση αυτή των συναρτήσεων, που 
αποτελεί µια ιδιαίτερα σηµαντική ενότητα της άλγεβρας, η µελέτη της οποίας δεν 
εντάσσεται στους στόχους της παρούσας εργασίας.  
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(α) Αλγεβρικές παραστάσεις-χρήση των γραµµάτων:  Μεγάλο µέρος της σχολικής 
άλγεβρας αφορά στην κατανόηση και διαχείριση αλγεβρικών αναπαραστάσεων.  
Παρόλα αυτά, οι σχετικές έρευνες καταγράφουν πολύ χαµηλά επίπεδα επίδοσης των 
µαθητών σε σχετικές δραστηριότητες. Αρκετοί ερευνητές αποδίδουν αυτήν την 
αποτυχία στην άγνοια βασικών ιδιοτήτων και δοµικών χαρακτηριστικών των 
τεσσάρων πράξεων της αριθµητικής από πολλούς µαθητές.  Για παράδειγµα, η Booth 
(1984) υποστήριξε ότι, όταν ένας µαθητής αδυνατεί να κατανοήσει (ή να αποδεχτεί) 
ότι ο συνολικός αριθµός των αντικειµένων που περιέχονται σε δύο σύνολα µε 3 και 5 
αντικείµενα είναι 3+5 (και όχι µόνον 8), τότε είναι πολύ πιθανό να δυσκολεύεται να 
αναγνωρίσει ότι η έκφραση µ+ν παριστάνει το σύνολο των αντικειµένων δύο 
συνόλων µε µ και ν αντικείµενα αντιστοίχως.  
     Σηµαντικός αριθµός ερευνών επικεντρώνεται στην περιορισµένη κατανόηση από 
τους µαθητές του τρόπου µε τον οποίο χρησιµοποιούνται τα γράµµατα στις 
αλγεβρικές παραστάσεις. Τα περισσότερα ευρήµατα συγκλίνουν στο γεγονός ότι  οι 
µαθητές τείνουν να ερµηνεύουν ένα γράµµα ως το όνοµα ενός συγκεκριµένου 
αριθµού, δηλαδή ως συγκεκριµένο άγνωστο (π.χ. Booth, 1988). Για παράδειγµα, 
πολλοί µαθητές πιστεύουν ότι οι εξισώσεις 5ν+14=89 και 5µ+14=89 έχουν 
διαφορετικές λύσεις.  
     Σηµαντική συµβολή στην κατανόηση του τρόπου, µε τον οποίο οι µαθητές 
αντιλαµβάνονται πώς χρησιµοποιούνται τα γράµµατα στην άλγεβρα είχε η έρευνα 
του Kuchemann (1981) στη Βρετανία. Η συγκεκριµένη έρευνα αποτελούσε µέρος του 
ερευνητικού προγράµµατος Concepts in Secondary Mathematics and Science 
(CSMS), στο πλαίσιο του οποίου κατασκευάστηκε ένας αριθµός από δοκιµασίες για 
διάφορες ενότητες των µαθηµατικών. Η δοκιµασία της άλγεβρας σχεδιάστηκε για την 
αξιολόγηση της αλγεβρικής κατανόησης µαθητών ηλικίας 13+ έως 15+ ετών, από 
τους οποίους ζητήθηκε να εργαστούν σε µια ποικιλία από τυπικές δραστηριότητες της 
σχολικής άλγεβρας. Ο Kuchemann κατηγοριοποίησε καθεµιά από τις 51 υπο-
ερωτήσεις της δοκιµασίας σε µια από τις παρακάτω έξι κατηγορίες που περιγράφουν 
χρήσεις του γράµµατος σε µια αλγεβρική έκφραση. Η σειρά µε την οποία 
αναφέρονται αυτές οι κατηγορίες αντικατοπτρίζει και το επίπεδο δυσκολίας των 
αντίστοιχων ερωτήσεων: 
 

η τιµή του γράµµατος µπορεί να υπολογιστεί, δηλαδή να του δοθεί µια 
συγκεκριµένη τιµή (π.χ. α+5=15, α=;) 
το γράµµα µπορεί να αγνοηθεί ή να του δοθεί κάποια συγκεκριµένη τιµή (π.χ. 
α+β=5, α+β+4=;) 
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το γράµµα µπορεί να θεωρηθεί ως κάποιο συγκεκριµένο αντικείµενο, π.χ. αν χ 
είναι η πλευρά ενός ισόπλευρου τριγώνου, τότε η περίµετρός του Π=;) 
το γράµµα γίνεται αντιληπτό ως κάποιος συγκεκριµένος άγνωστος (π.χ. α+β=8, 
α+β+γ=;) 
το γράµµα µπορεί να θεωρηθεί ότι αναπαριστά ένα γενικευµένο αριθµό, δηλαδή 
µπορεί να πάρει διάφορες τιµές (π.χ. η ισότητα α+β+γ=α+δ+γ είναι αληθής 
πάντοτε, µερικές φορές ή ποτέ;) 
το γράµµα γίνεται κατανοητό ως µια µεταβλητή (π.χ. ποιος αριθµός είναι 
µεγαλύτερος, ο 2α ή ο α+2;). 

 
Τα αποτελέσµατα της έρευνας του Kuchemann έδειξαν ότι, αν και η ερµηνεία που 
επέλεξαν οι µαθητές να υιοθετήσουν σε κάθε περίπτωση σχετιζόταν µε τη φύση και 
την πολυπλοκότητα της ερώτησης, πολύ λίγοι από αυτούς ήταν σε θέση να 
θεωρήσουν το γράµµα ως γενικευµένο αριθµό, παρά την εµπειρία τους σε 
δραστηριότητες που επικεντρώνονταν στην έκφραση αριθµητικών κανονικοτήτων.  
Ακόµη λιγότεροι ήταν οι µαθητές του δείγµατος που µπόρεσαν να ερµηνεύσουν το 
γράµµα ως µεταβλητή. Η πλειοψηφία τους είτε αγνόησε τα γράµµατα, είτε επέλεξε να 
τα χειριστεί ως συγκεκριµένα αντικείµενα, ενώ αρκετοί τα αντιµετώπισαν ως 
συγκεκριµένους αγνώστους. Για παράδειγµα, για τους 3.000 µαθητές ηλικίας 14 
περίπου χρόνων που συµµετείχαν στην έρευνα τα ποσοστά επιτυχίας σε ερωτήσεις 
όπου το γράµµα µπορούσε να ερµηνευτεί ως αντικείµενο, να αγνοηθεί ή να 
υπολογιστεί η τιµή του, κυµάνθηκαν µεταξύ του 60% και του 97%, σε ερωτήσεις στις 
οποίες το γράµµα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως συγκεκριµένος άγνωστος ή ως 
γενικευµένος αριθµός ήταν µεταξύ του 5% και του 41% και, τέλος, στη µοναδική 
ερώτηση όπου το γράµµα έπρεπε να αντιµετωπιστεί ως µεταβλητή, το ποσοστό 
επιτυχίας ανήλθε µόλις στο 6%.  
 
(β) Εξισώσεις: Μια από τις βασικές διαπιστώσεις ενός µεγάλου αριθµού ερευνών, 
που ασχολήθηκαν µε τις επιδόσεις των µαθητών στις εξισώσεις, είναι ότι πολλοί από 
τους µαθητές θεωρούν το ‘=’ ως ένα σηµάδι για «να κάνεις κάτι» και συχνά «να 
δώσεις την απάντηση, έναν αριθµό» και όχι ως το σύµβολο της ισότητας µεταξύ του 
δεξιού και του αριστερού σκέλους. Αυτή η αντίληψη του συµβόλου της ισότητας 
δηµιουργεί δυσκολίες στην κατανόηση και στο χειρισµό των µετασχηµατισµών της 
εξίσωσης, που απαιτούνται για την επίλυσή της. 
     Η επίλυση µιας εξίσωσης προϋποθέτει την ικανότητα του µαθητή να τη χειρίζεται 
ως αντικείµενο, εκτελώντας τις ίδιες πράξεις και στις δύο πλευρές της (τυπική 
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µέθοδος επίλυσης). Ωστόσο, η σχετική έρευνα αποκαλύπτει ότι συχνά οι µαθητές είτε  
ακολουθούν άλλες µεθόδους επίλυσης µιας εξίσωσης (π.χ. Kieran, 1992), που έχουν 
µικρή εµβέλεια, είτε υιοθετούν την τυπική µέθοδο, αλλά εργάζονται µηχανικά, χωρίς 
να αντιλαµβάνονται τους χειρισµούς που εκτελούν. Και στις δύο περιπτώσεις, 
σύντοµα οδηγούνται σε αδιέξοδο. Τα αποτελέσµατα των σχετικών ερευνών 
συγκλίνουν στην άποψη ότι οι µαθητές που κατανοούν και εφαρµόζουν µε επιτυχία 
την τυπική µέθοδο έχουν κατανοήσει την εξίσωση ως µια κατάσταση «ισορροπίας» 
µεταξύ δύο ποσοτήτων (π.χ. MacGregor & Stacey, 1998).   
     Καθώς οι µαθητές προχωρούν στην επίλυση γραµµικών εξισώσεων, καλούνται να 
ασχοληθούν µε περιπτώσεις εξισώσεων στις οποίες εµπλέκονται πολλές πράξεις και 
απαιτούνται κατάλληλοι µετασχηµατισµοί. Η έρευνα δείχνει ότι οι µαθητές 
δυσκολεύονται και συχνά υιοθετούν φτωχές ή και περιορισµένης εµβέλειας 
στρατηγικές για την επίλυσή τους (π.χ. Farmaki et al., 2004). Συγκεκριµένα, η βασική 
τους δυσκολία φαίνεται να έγκειται στο γεγονός ότι αδυνατούν να διαµορφώσουν και  
να διατηρήσουν µια σαφή αντίληψη των χαρακτηριστικών µιας εξίσωσης, στα οποία 
θα πρέπει να επικεντρωθούν, προκειµένου να αποφασίζουν ποιος είναι ο επόµενος 
µετασχηµατισµός που θα πρέπει να εκτελεστεί, όπως η ύπαρξη ή µη κλασµάτων, οι 
αλγεβρικές πράξεις που υφίστανται, κ.ά.   
     Αρκετές έρευνες εντόπισαν τη δυσκολία των µαθητών να µεταβούν από τη 
διαδικαστική αντίληψη της αλγεβρικής εξίσωσης (έµφαση στην εκτέλεση 
αριθµητικών πράξεων, µε στόχο την εύρεση ενός αριθµητικού αποτελέσµατος) στη 
δοµική της αντίληψη (έµφαση στην εκτέλεση πράξεων µε αλγεβρικές παραστάσεις 
και στην εύρεση αλγεβρικού αποτελέσµατος). Για παράδειγµα, οι Wagner et al. 
(1984) ζήτησαν από 15χρονους µαθητές να λύσουν την εξίσωση κ/8-3=14 και στη 
συνέχεια την εξίσωση λ/8-3=14.  Οι περισσότεροι από αυτούς αντιλήφτηκαν ότι οι 
λύσεις των δύο εξισώσεων δε θα διέφεραν.  Ωστόσο, όταν στην πρώτη εξίσωση το κ 
αντικαταστάθηκε µε το κ+1 και ζητήθηκε από τους ίδιους µαθητές η τιµή του κ+1, οι 
περισσότεροι έλυσαν την εξίσωση ως προς κ και κάποιοι ως προς κ+1 και στη 
συνέχεια υπολόγισαν την τιµή του κ. Τα αποτελέσµατα αυτά δείχνουν τη δυσκολία 
των µαθητών να αναγνωρίσουν οµοιότητες επιφανειακής δοµής µεταξύ εξισώσεων.   
 
(γ)  Προβλήµατα µε εξισώσεις: Τα πορίσµατα των σχετικών ερευνών προτείνουν την 
αναζήτηση των χαµηλών επιδόσεων που καταγράφονται στις δραστηριότητες 
επίλυσης προβληµάτων µε εξισώσεις στις πρώτες κιόλας µαθηµατικές εµπειρίες των 
µαθητών στο ∆ηµοτικό Σχολείο (π.χ., Carpenter & Moser, 1982). Συγκεκριµένα, 
υποστηρίζεται ότι σε όλη τη διάρκεια της πρωτοβάθµιας µαθηµατικής εκπαίδευσης, η 
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έµφαση στην επίλυση προβληµάτων βρίσκεται στις πράξεις που πρέπει να 
εκτελεστούν και όχι στην αναπαράστασή τους. Κατά συνέπεια, όταν ζητηθεί από τους 
µαθητές να σκεφτούν µε αλγεβρικούς όρους, η σκέψη τους θα πρέπει να κάνει ένα 
µεγάλο άλµα, καθώς επιβάλλεται να επικεντρωθεί στη δοµή του προβλήµατος και όχι 
στις πράξεις που απαιτούνται για την επίλυσή του.   
     Η έρευνα που εστιάζεται στις διαδικασίες αναπαράστασης που χρησιµοποιούν οι 
µαθητές, όταν επιλύουν ένα πρόβληµα µε εξισώσεις, εντοπίζει δύο κυρίαρχες 
προσεγγίσεις. Στην πρώτη, το πρόβληµα «µεταφράζεται» φράση προς φράση σε 
αλγεβρική µορφή. Ο σχηµατισµός των αντίστοιχων εξισώσεων απαιτεί κάποια 
σηµασιολογική γνώση, αλλά συχνά οι µαθητές που υιοθετούν αυτήν την προσέγγιση 
εργάζονται αποκλειστικά µε βάση τη γλωσσική σύνταξη του προβλήµατος. Η 
δεύτερη προσέγγιση αφορά στη χρησιµοποίηση ενός µαθηµατικού τύπου ή κανόνα.  
Για παράδειγµα, όταν οι µαθητές αυτής της προσέγγισης διαβάζουν σε ένα πρόβληµα 
«ένα αυτοκίνητο κινείται σε µία ευθεία ….» υποθέτουν ότι πρόκειται για ένα 
πρόβληµα σχετικό µε χρόνο, απόσταση και ταχύτητα, δηλαδή το κατηγοριοποιούν 
άµεσα µε βάση κάποια ερµηνεία µαθηµατικού περιεχοµένου.   
       Γενικά, έχει παρατηρηθεί ότι οι µαθητές δυσκολεύονται ιδιαίτερα να εντοπίσουν 
τις οµοιότητες δοµής µεταξύ προβληµάτων µε εξισώσεις, τα οποία διαθέτουν 
διαφορετικά σενάρια. Συχνά καταφεύγουν σε στρατηγικές «µετάφρασης» ή 
αντικαθιστούν διάφορες τιµές στις εξισώσεις που κατασκευάζουν, για να 
διαπιστώσουν αν είναι σωστές και, µερικές φορές, χρησιµοποιούν πίνακες τιµών, για 
να εντοπίσουν τις σχέσεις µεταξύ των µεταβλητών του προβλήµατος. Σε οποιαδήποτε 
περίπτωση, η πλειοψηφία των µαθητών δυσκολεύεται να αναγνωρίσει τις σχέσεις 
µεταξύ των µεταβλητών ενός προβλήµατος.  Η ελάχιστη διαφοροποίηση στο σενάριο 
ενός προβλήµατος µπορεί να τους οδηγήσει σε αποτυχία στην κατασκευή της 
κατάλληλης εξίσωσης (Kieran, 1992).   
 
Η µελέτη 
 
Η έρευνα που παρουσιάζεται σε αυτήν την εργασία αφορά στα αποτελέσµατα µιας 
δοκιµασίας που σχεδιάστηκε για την αξιολόγηση του επιπέδου κατανόησης βασικών 
αλγεβρικών εννοιών από παιδιά ηλικίας 13-15 χρόνων.  Συγκεκριµένα, στόχος της 
ήταν η καταγραφή της επίδοσης µαθητών αυτής της ηλικίας σε µια ποικιλία  από 
τυπικές εργασίες της σχολικής άλγεβρας. Για το σκοπό αυτό, αξιοποιήθηκε η 
αντίστοιχη δοκιµασία, που συγκροτήθηκε στο πλαίσιο της έρευνας CSMS στη 
Βρετανία, οι ερωτήσεις της οποίας επιδίωκαν την αποτύπωση του επιπέδου 
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κατανόησης βασικών αλγεβρικών ιδεών από τους µαθητές, παρά τη δυνατότητα 
εφαρµογής κανόνων και αλγορίθµων από αυτούς (Kuchemann, 1981). Από τις 23 
ερωτήσεις της δοκιµασίας, 21 µεταφράστηκαν και προσαρµόστηκαν στα ελληνικά 
δεδοµένα. Πέντε από τις ερωτήσεις αφορούσαν στην αντικατάσταση τιµών σε µια 
αλγεβρική παράσταση, µία στην απλοποίηση µιας αλγεβρικής παράστασης, δέκα 
στην κατασκευή και ερµηνεία εξισώσεων ή τύπων, καθώς και την επίλυση 
εξισώσεων, τρεις στην αναγνώριση σχέσεων µεταξύ των µεταβλητών µιας 
αλγεβρικής παράστασης, δύο στη σύγκριση δύο ή περισσότερων αλγεβρικών 
παραστάσεων και µία ερώτηση σε απλές πράξεις µε αλγεβρικές παραστάσεις (βλ. 
παράρτηµα).  
      Η δοκιµασία δόθηκε σε 329 συνολικά µαθητές των τριών τάξεων του Γυµνασίου 
που φοιτούσαν σε σχολικές µονάδες του Ν. Έβρου. Συγκεκριµένα, στην έρευνα 
συµµετείχαν 110 µαθητές της Α΄ Γυµνασίου (54 αγόρια και 56 κορίτσια), 103 
µαθητές της Β΄ Γυµνασίου (49 αγόρια και 54 κορίτσια) και 116 µαθητές της Γ΄ 
Γυµνασίου (62 αγόρια και 54 κορίτσια). Τα δεδοµένα της έρευνας  συγκεντρώθηκαν 
ένα µήνα πριν τη λήξη της σχολικής χρονιάς και σε διάστηµα ενός µηνός.  Μετά από 
σχετικές συνεννοήσεις µε τον διευθυντή της σχολικής µονάδας και τους 
εκπαιδευτικούς (µαθηµατικούς) που δέχτηκαν να συµµετάσχουν στην έρευνα, η 
δοκιµασία διανεµήθηκε στα τµήµατα που δίδασκαν και συµπληρώθηκε από τους 
µαθητές τους κατά τη διάρκεια δύο συνεχόµενων διδακτικών ωρών. 
     Η παρούσα εργασία επικεντρώνεται αρχικά στη µελέτη της µεταβλητής «επίδοση 
κατά ερώτηση» και στη συνέχεια στη διµεταβλητή «φύλο – επίδοση κατά ερώτηση».  
Για την πρώτη µεταβλητή συγκροτήθηκε ο πίνακας συχνοτήτων «σωστού-λάθους» 
κατά ερώτηση, ενώ για τη σχέση φύλου και επίδοσης κατά ερώτηση υπολογίστηκε ο 
δείκτης συνάφειας Φ (προσδιορισµός του µεγέθους της συνάφειας των δύο 
κατηγορικών µεταβλητών) σε συνδυασµό µε το χ2-κριτήριο (διαπίστωση του αν το 
µέγεθος της συνάφειας είναι ή όχι σηµαντικό και σε ποιο επίπεδο σηµαντικότητας). 
    Όπως και στην περίπτωση της βρετανικής έρευνας, τα κριτήρια τα οποία 
χρησιµοποιήθηκαν για την ερµηνεία των αποτελεσµάτων ήταν κυρίως δύο: η 
πολυπλοκότητα της αλγεβρικής δοµής και η σηµασία των γραµµάτων, δηλαδή σε 
ποιο βαθµό οι µαθητές ήταν σε θέση να αποδώσουν στα γράµµατα το µαθηµατικό 
τους νόηµα. Για τη συγκρότηση του τελευταίου κριτηρίου αξιοποιήθηκε η 
κατηγοριοποίηση που πρότεινε ο Kuchemann ως προς τη χρήση του γράµµατος σε 
µια αλγεβρική πρόταση: µπορεί να υπολογιστεί ή να αγνοηθεί, να θεωρηθεί ως 
αντικείµενο, ως συγκεκριµένος άγνωστος, ως γενικευµένος αριθµός και ως 
µεταβλητή. 
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Ανάλυση δεδοµένων και συζήτηση 
 
Ο πίνακας 1 παρακάτω παρουσιάζει το ποσοστό των σωστών απαντήσεων των 
µαθητών του δείγµατος κατά ερώτηση. 
 

Πίνακας 1  Οι επιδόσεις των µαθητών κατά ερώτηση, τάξη και φύλο 
 

Α′ Γυµνασίου Β′ Γυµνασίου Γ′ Γυµνασίου  
Α Κ Σύνολο Α Κ Σύνολο Α Κ Σύνολο 

1 9,3 8,9 9,1 36,7 37,0 36,9 45,2 59,3 51,7 
2 35,2 28,6 31,8 49,0 51,9 50,5 50,0 57,4 53,4 
3 1,9 0,0 0,9 2,0 7,4 4,8 12,9 9,3 11,2 
4 5,6 12,5 9,1 24,5 33,3 29,1 40,3 46,3 43,1 
5 18,5 32,1 25,5 42,9 66,7 55,3 72,6 68,5 70,7 
6 9,3 14,3 11,8 30,6 53,7 42,7 43,5 44,4 44,0 
7 16,7 14,3 15,5 30,6 35,2 33,0 24,2 7,4 16,4 
8 79,6 87,5 83,6 81,6 85,2 83,5 77,4 96,3 86,2 
9 9,3 16,1 12,7 34,7 48,1 41,7 19,4 37,0 27,6 

10 5,6 8,9 7,3 16,3 29,6 23,3 19,4 38,9 28,4 
11 42,6 41,1 41,8 55,1 63,0 59,2 64,5 77,8 70,7 
12 53,7 41,1 47,3 65,3 85,2 75,7 71,0 81,5 75,9 
13 0,0 1,8 0,9 4,1 7,4 5,8 25,8 18,5 22,4 
14 14,8 12,5 13,6 28,6 55,6 42,7 37,1 55,6 45,7 
15 13,0 16,1 14,5 16,3 16,7 16,5 33,9 51,8 42,2 
16 3,7 1,8 2,7 6,1 14,8 10,7 9,7 27,8 18,1 
17 9,3 5,4 7,3 24,5 24,1 24,3 32,3 46,3 38,8 
18 0,0 1,8 0,9 0,0 7,4 3,9 11,3 7,4 9,5 
19 9,3 3,6 6,4 18,4 44,4 32,0 22,6 48,2 34,5 
20 0,0 0,0 0,0 2,0 0,0 1,0 6,4 0,0 3,4 
21 3,7 3,6 3,6 18,4 33,3 26,2 33,9 61,1 46,6 

Σηµείωση: Στις ερωτήσεις του τεστ που περιλάµβαναν περισσότερα από ένα ερωτήµατα, για 
να χαρακτηριστεί µια απάντηση ως «σωστή», θα έπρεπε ο µαθητής να απαντήσει σωστά 
τουλάχιστον στα 2/3 των υπο-ερωτηµάτων της. 

 



Η επίδοση µαθητών ηλικίας 13-15 χρόνων σε θέµατα σχολικής άλγεβρας 

 109

Σύµφωνα µε τον πίνακα 1, οι επιδόσεις των µαθητών των τριών τάξεων που 
συµµετείχαν στην έρευνα είχαν ως εξής: 
Α΄ Γυµνασίου: Η επίδοση των µαθητών του δείγµατος αυτής της τάξης ήταν γενικά 
πολύ χαµηλή. Συγκεκριµένα, σε 16 από τις 21 ερωτήσεις του τεστ, το ποσοστό των 
σωστών απαντήσεων δεν ξεπέρασε το 15%, ενώ σε 4 ερωτήσεις κυµάνθηκε από 25% 
- 48% (ερωτήσεις 2, 5, 11, 12).  Στη µοναδική ερώτηση που καταγράφηκαν υψηλά 
ποσοστά επιτυχίας (ερώτηση 8 - 83,6%), οι µαθητές έπρεπε απλώς να υπολογίσουν 
την περίµετρο ενός σχήµατος µε γνωστά µήκη πλευρών, δεν επρόκειτο δηλαδή για 
µια «αλγεβρική» ερώτηση.  
     Οι ερωτήσεις, στις οποίες σηµειώθηκε µέτρια επίδοση (ερωτήσεις 2, 5, 11 και 12), 
είναι εκείνες όπου το γράµµα µπορεί να ερµηνευτεί έως και ως αντικείµενο (βλ. 
παραπάνω ιεράρχηση κατηγοριών χρήσης του γράµµατος σε µια αλγεβρική έκφραση 
κατά Kuchemann). Από την άλλη, οι ερωτήσεις στις οποίες σηµειώθηκαν σχεδόν 
µηδενικά ποσοστά επιτυχίας είναι κυρίως αυτές που απαιτούν είτε την ερµηνεία του 
γράµµατος, τουλάχιστον ως συγκεκριµένου αγνώστου (ερωτήσεις 3 και 18 
αντιστοίχως), είτε την εφαρµογή µετασχηµατισµών σε µια αλγεβρική παράσταση 
(ερώτηση 13), ή µια εξίσωση για την επίλυσή της (ερώτηση 20). Τα απογοητευτικά 
αυτά αποτελέσµατα υποδηλώνουν την απουσία κατανόησης βασικών στοιχείων της 
άλγεβρας από τους µαθητές αυτής της τάξης. 
Β΄ Γυµνασίου: Τα ποσοστά επιτυχίας των µαθητών αυτής της τάξης στις ερωτήσεις  
της δοκιµασίας ήταν γενικά υψηλότερα των αντίστοιχων της Α΄ τάξης. Συγκεκριµένα, 
σε 12 από τις 21 ερωτήσεις η διαφορά αυτή κυµάνθηκε από 18% - 30%, σε δύο 
προσέγγισε το 15% (ερωτήσεις 10 και 17), ενώ στις υπόλοιπες επτά ήταν µικρότερη 
του 8% περίπου.   
     Οι ερωτήσεις, όπου παρατηρούνται ικανοποιητικά ποσοστά επιτυχίας (50% - 75% 
περίπου), είναι αυτές στις οποίες και οι µαθητές της προηγούµενης τάξης τα 
κατάφεραν σε κάποιο βαθµό, ενώ εκείνες όπου παρατηρούνται µέτρια ποσοστά 
επιτυχίας (µεταξύ του 30% και του 43%) είναι ερωτήσεις στις οποίες οι µαθητές της 
Β΄ τάξης ανταποκρίθηκαν πολύ καλύτερα από τους µαθητές της Α΄ τάξης (ερωτήσεις 
1, 6, 7, 9, 14 και 19). Επιπλέον, στις πρώτες εντάσσονται κυρίως αλγεβρικές 
παραστάσεις όπου το γράµµα µπορεί να ερµηνευτεί έως και ως αντικείµενο, ενώ στις 
δεύτερες αλγεβρικές παραστάσεις στις οποίες το γράµµα απαιτείται να ερµηνευτεί 
έως και ως συγκεκριµένος άγνωστος.  
     Τέλος, οι ερωτήσεις µε τα χαµηλότερα ποσοστά επιτυχίας (1% - 25% περίπου) 
είναι αυτές στις οποίες δεν παρατηρήθηκε ουσιαστική διαφορά στην επίδοση σε 
σχέση µε την προηγούµενη τάξη. Οι ερωτήσεις που ανήκουν σε αυτήν την οµάδα είτε 
απαιτούν την ερµηνεία του γράµµατος τουλάχιστον ως συγκεκριµένου αγνώστου 
(ερωτήσεις 3, 15, 16, και 18), είτε αφορούν σε κάποιο µετασχηµατισµό µιας 
αλγεβρικής παράστασης ή µιας εξίσωσης (ερωτήσεις 13 και 20 αντιστοίχως).   
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Γ΄ Γυµνασίου: Οι επιδόσεις των µαθητών της Γ΄ τάξης του δείγµατος εµφανίζονται 
γενικά λίγο υψηλότερες από τις αντίστοιχες της Β΄ τάξης.  Σε 8 από τις 21 ερωτήσεις, 
αυτή η διαφορά επίδοσης κυµαίνεται από 10% - 26% περίπου, ενώ στις υπόλοιπες 
είναι µικρότερη του 8%, πάντοτε υπέρ των µαθητών της τελευταίας τάξης του 
Γυµνασίου. Ωστόσο, σε δύο ερωτήσεις (7 και 9) σηµειώνεται µια αρκετά χαµηλότερη 
επίδοση των µαθητών αυτής της τάξης σε σύγκριση µε εκείνην των µαθητών της 
προηγούµενης τάξης (κατά 15% περίπου). Επειδή και οι δύο αυτές ερωτήσεις 
αφορούν σε θέµατα µέτρησης και απαιτούν την ερµηνεία του γράµµατος ως 
αντικειµένου ή ως γενικευµένου αριθµού, η αιτιολογία αυτής της πτώσης θα πρέπει 
να αναζητηθεί τόσο στο Αναλυτικό Πρόγραµµα (µικρή ενασχόληση των µαθητών 
αυτής της τάξης τη συγκεκριµένη χρονική περίοδο µε θέµατα µέτρησης στη 
Γεωµετρία) όσο και στην «αστάθεια» της κατάκτησης της χρήσης ενός γράµµατος µε 
τους παραπάνω τρόπους, που αποτελεί αντικείµενο µελέτης κυρίως της Β΄ τάξης. 
      Οι ικανοποιητικές, οι µέτριες και οι χαµηλές επιδόσεις σε αυτήν την τάξη 
(περίπου 50% - 76%, 36% - 47% και 3% - 29% αντιστοίχως) κυµαίνονται στα ίδια 
επίπεδα και παρατηρούνται στις ίδιες γενικά ερωτήσεις σε σχέση µε τη Β΄ τάξη. Θα 
µπορούσε λοιπόν να ισχυριστεί κανείς ότι στη Γ΄ τάξη παρατηρείται κάποια 
σταθεροποίηση σε ό,τι αφορά την επίδοση των µαθητών σε δραστηριότητες στις 
οποίες είτε επιβάλλεται η ερµηνεία του γράµµατος έως και ως συγκεκριµένου 
αριθµού, είτε απαιτείται ο µετασχηµατισµός µιας αλγεβρικής έκφρασης.  Ωστόσο, τα 
ποσοστά επιτυχίας σε δραστηριότητες που απαιτούν την κατανόηση του γράµµατος 
τουλάχιστον ως γενικευµένου αριθµού και ακόµη περισσότερο ως µεταβλητής 
παραµένουν σε πολύ χαµηλά επίπεδα. 
      Συνοψίζοντας, οι επιδόσεις των µαθητών σε δραστηριότητες µε αλγεβρικές 
εκφράσεις που απαιτούν είτε την ερµηνεία του γράµµατος το πολύ ως αντικειµένου, 
είτε κάποιο µετασχηµατισµό των αλγεβρικών εκφράσεων, βρίσκονται σε πολύ χαµηλά 
επίπεδα στην Α΄ Γυµνασίου, είναι σε ικανοποιητικό βαθµό υψηλότερες στη Β΄ 
Γυµνασίου και καταγράφονται στα ίδια περίπου επίπεδα στη Γ΄ Γυµνασίου.  Σε ό,τι 
αφορά τις δραστηριότητες στις οποίες απαιτείται η ερµηνεία του γράµµατος το πολύ ως 
συγκεκριµένου αριθµού, η επίδοση των µαθητών του δείγµατος είναι σχεδόν µηδενική 
στην Α΄ Γυµνασίου, σηµαντικά υψηλότερη στη Β΄ Γυµνασίου χωρίς, ωστόσο, να 
ξεπεράσει το 45% και στα ίδια επίπεδα στη Γ΄ Γυµνασίου. Τέλος, το ποσοστό επιτυχίας 
σε ερωτήσεις που απαιτούν την ερµηνεία του γράµµατος τουλάχιστον ως γενικευµένου 
αριθµού κυµαίνεται και στις τρεις τάξεις σε πολύ χαµηλά επίπεδα (κάτω του 10%). Τα 
παραπάνω συµφωνούν σε µεγάλο βαθµό µε τα σχετικά αποτελέσµατα της 
βιβλιογραφίας, επιβεβαιώνοντας τις καταλυτικές επιπτώσεις:  
α) των µαθηµατικών εµπειριών των µαθητών στο ∆ηµοτικό Σχολείο (χαµηλό σηµείο 
εκκίνησης στην Α΄ Γυµνασίου, που συνεπάγεται µέτριες επιδόσεις σε δραστηριότητες 
που απαιτούν απλώς τον υπολογισµό της τιµής του γράµµατος και ακόµη πιο µέτριες 
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σε αυτές όπου απαιτείται το γράµµα είτε να αγνοηθεί είτε να γίνει αντιληπτό ως 
αντικείµενο),  
β) της ιδιαίτερα αφαιρετικής φύσης της ερµηνείας του γράµµατος ως γενικευµένου 
αριθµού και ακόµη περισσότερο ως µεταβλητής (εξαιρετικά χαµηλά ποσοστά 
επίδοσης στις αντίστοιχες ερωτήσεις σε όλες τις ηλικίες) και  
γ) της προσέγγισης που ακολουθείται στη διδασκαλία της άλγεβρας στο Γυµνάσιο, µε 
τους καταιγιστικούς ρυθµούς επεξεργασίας της αλγεβρικής γνώσης και την έµφαση 
στο µηχανικό χειρισµό των αλγεβρικών συµβόλων (µόλις λιγότεροι από τους µισούς 
µαθητές του δείγµατος της Β΄ και της Γ΄ Γυµνασίου ήταν σε θέση να ανταποκριθούν 
σε δραστηριότητες που προϋποθέτουν την ανάπτυξη κάποιας αλγεβρικής σκέψης, αν 
και όχι στα αναµενόµενα επίπεδα, µε δεδοµένη την εκτεταµένη αλγεβρική τους 
εµπειρία στην τάξη). 
     Από τον πίνακα 1 γίνεται φανερό ότι υπάρχουν ορισµένες ερωτήσεις, στις οποίες  
παρατηρείται µια αξιοσηµείωτη διαφορά µεταξύ των επιδόσεων των δύο φύλων (π.χ. 
ερωτήσεις 5 και 6 στη Β΄ Γυµνασίου). Έτσι, θεωρήθηκε ενδιαφέρον να εξεταστεί η 
συνάφεια των µεταβλητών φύλο και επίδοση κατά ερώτηση. Για το σκοπό αυτό 
υπολογίστηκαν ο δείκτης Φ και το χ2-κριτήριο για τις συγκεκριµένες διµεταβλητές 
και για κάθε ερώτηση της δοκιµασίας χωριστά. Ο πίνακας 2 παρακάτω παρουσιάζει 
τα αποτελέσµατα αυτής της ανάλυσης µόνο για τις περιπτώσεις στις οποίες 
εντοπίστηκε στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των δύο µεταβλητών (στην Α΄ 
Γυµνασίου δεν εντοπίστηκε καµία στατιστικά σηµαντική διαφορά επίδοσης µεταξύ 
των δύο φύλων). 

Πίνακας 2  Ο δείκτης Φ για τις µεταβλητές φύλο και επίδοση κατά ερώτηση 
 

Β΄ Γυµνασίου Γ΄ Γυµνασίου Ερώτηση 
Φ χ2 Φ χ2 

5 -0,24     6,9*   
6 -0,23 6,58**   
8   -0,27 10,31* 
9   -0,20    5,45** 

10   -0,22    6,41** 
12 -0,23 6,66*   
14 -0,27 8,79* -0,18    4,74** 
15   -0,18    4,60** 
16   -0,23 7,66* 
19 -0,28 9,27*  -0,027 9,52* 
21   -0,27 9,74* 

*: Επίπεδο σηµαντικότητας 1%, **: Επίπεδο σηµαντικότητας 5% 
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Από τον πίνακα 2 γίνεται φανερό ότι οι περισσότερες στατιστικά σηµαντικές 
διαφορές στην επίδοση των δύο φύλων εµφανίζονται στη Γ΄ Γυµνασίου και είναι 
πάντοτε υπέρ των κοριτσιών. Συγκεκριµένα, τα κορίτσια της Β΄ Γυµνασίου και 
ακόµη περισσότερο της Γ΄ Γυµνασίου τα κατάφεραν καλύτερα από τα αγόρια κυρίως 
σε προβλήµατα, η επίλυση των οποίων απαιτεί την ερµηνεία του γράµµατος έως και 
ως συγκεκριµένου αγνώστου. Το αποτέλεσµα αυτό βρίσκεται σε συµφωνία µε µέρος 
της σχετικής βιβλιογραφίας που υποστηρίζει ότι τα κορίτσια ηλικίας 14-15 χρόνων 
σηµειώνουν συχνά υψηλότερες επιδόσεις από τα αγόρια της ίδιας ηλικίας σε 
µαθηµατικές δραστηριότητες που απαιτούν γλωσσικές ικανότητες (Malone & Miller, 
1993), καθώς και σε διάφορες αλγεβρικές δοκιµασίες (π.χ. Hanna, 1989). 
 
Συµπεράσµατα 
 
Είναι φανερό από την ανασκόπηση της σχετικής βιβλιογραφίας ότι η άλγεβρα, παρά 
την αξία της για τη µαθηµατική και για την ευρύτερη εκπαίδευση των µαθητών και 
παρά το σηµαντικό αριθµό διδακτικών ωρών που αφιερώνονται στο σχολείο για τη 
µελέτη της, παραµένει για τους περισσότερους από τους µαθητές µια από τις 
δυσκολότερες περιοχές του Αναλυτικού Προγράµµατος των µαθηµατικών. Είναι, 
λοιπόν, αναγκαία η συνέχιση τής σε βάθος διερεύνησης των τρόπων, µε τους οποίους 
οι µαθητές προσεγγίζουν τις αλγεβρικές ιδέες. Η µελέτη που παρουσιάστηκε στην 
παρούσα εργασία εντάσσεται σε αυτήν την προσπάθεια. Συγκεκριµένα, στόχος της 
ήταν η ουσιαστικότερη κατανόηση του τρόπου, µε τον οποίο αντιλαµβάνονται οι 
µαθητές συγκεκριµένες πτυχές της σχολικής άλγεβρας και ειδικότερα τις χρήσεις 
γραµµάτων στις διάφορες αλγεβρικές παραστάσεις και ισότητες.  
     Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι η πλειοψηφία των 13-15 χρόνων µαθητών του 
δείγµατος δεν ήταν σε θέση να απαντήσουν µε επιτυχία σε ερωτήσεις οι οποίες 
απαιτούσαν την αντιµετώπιση του γράµµατος ως γενικευµένου αριθµού ή ακόµη και 
ως συγκεκριµένου αριθµού.  Η αποτυχία αυτή δεν µπορεί να ερµηνευτεί στη βάση 
του χαµηλού γνωστικού επιπέδου των µαθητών, καθώς µια τέτοια ερµηνεία θα 
αδυνατούσε να εξηγήσει τη µεγάλη ποικιλία λαθών που παρατηρήθηκαν στις 
απαντήσεις των µαθητών του δείγµατος. Οι τελευταίες φανερώνουν ότι οι µαθητές, 
για να ερµηνεύσουν γράµµατα και αλγεβρικές εκφράσεις, στηρίζονται συχνά στη 
διαίσθησή τους, σε εικασίες, αναλογίες µε άλλα συµβολικά συστήµατα που 
γνωρίζουν και λανθασµένες αντιλήψεις που αποτελούν προϊόν αποτυχηµένης 
διδασκαλίας. Επιπλέον, αρκετές φορές φαίνεται να αγνοούν βασικές αρχές του 
συµβολικού συστήµατος των µαθηµατικών, όπως η αρχή της συµβατότητας, και να 
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µη συνειδητοποιούν την ισχύ του. Οι παρανοήσεις τους οδηγούν σε σοβαρές 
δυσκολίες στην προσέγγιση των αλγεβρικών ιδεών, οι οποίες είναι δυνατόν να 
παραµείνουν για πολλά χρόνια, αν δεν εντοπιστούν και αντιµετωπιστούν. Θα 
µπορούσε να ισχυριστεί κανείς ότι, στους άπειρους στην άλγεβρα µαθητές, οι 
παρανοήσεις και τα λάθη υποδηλώνουν χαµηλό επίπεδο κατάκτησης της αλγεβρικής 
γνώσης και αποτελούν προϊόν της προσπάθειάς τους να κατανοήσουν ένα νέο 
σύστηµα συµβολισµού ή να µεταφέρουν νοήµατα από άλλα πλαίσια. Ωστόσο, στους 
πιο έµπειρους στην άλγεβρα µαθητές, τα λάθη και οι παρανοήσεις υποδηλώνουν 
αποτυχία στη σταθεροποίηση της µάθησης, η οποία µπορεί να οφείλεται σε πολλούς 
παράγοντες και, κυρίως, στις σχετικές εµπειρίες µάθησης που τους παρέχονται στο 
σχολείο. Τα παραπάνω φανερώνουν ότι, καθώς οι µαθητές του δείγµατος πλησιάζουν 
στο τέλος της γυµνασιακής τους εκπαίδευσης, η αλγεβρική τους σκέψη εµφανίζεται 
να αναπτύσσεται µε ιδιαίτερα αργούς ρυθµούς, παρουσιάζοντας κατακτήσεις σε 
ζητήµατα που αφορούν, κυρίως, σε διαδικαστικά χαρακτηριστικά της αλγεβρικής 
γνώσης αλλά και σοβαρά κενά και παρανοήσεις, που συνδέονται µε εννοιολογικά και 
δοµικά δεδοµένα της, γεγονός που σηµατοδοτεί χαµηλά επίπεδα τυποποίησης αυτής 
της γνώσης και συνιστά ένα ασταθές υπόβαθρο για την περαιτέρω µαθηµατική 
εκπαίδευση των µαθητών. Η διαπίστωση αυτή καθιστά φανερή την αναγκαιότητα 
επίγνωσης εκ µέρους των εκπαιδευτικών των αντιλήψεων που διαµορφώνουν οι 
µαθητές, καθώς και των προηγούµενων γνώσεών τους σχετικά µε τη σηµασία των 
γραµµάτων και τον αλγεβρικό συµβολισµό ώστε να είναι σε θέση να σχεδιάσουν και 
να υλοποιήσουν κατάλληλα τη διδασκαλία των αντίστοιχων ενοτήτων του 
Αναλυτικού Προγράµµατος των µαθηµατικών. Ιδιαίτερα, αποτελεί ευθύνη τους να 
εξασφαλίσουν ότι οι πρώτες, κυρίως, εµπειρίες των µαθητών στη χρήση γραµµάτων 
στην άλγεβρα θα θέσουν τις βάσεις για µια σαφούς δοµής αλγεβρική γνώση. Η 
δοκιµασία που αξιοποιήθηκε στην παρούσα εργασία µπορεί να αποτελέσει ένα 
πλαίσιο προσέγγισης και ερµηνείας των προσπαθειών των µαθητών τους προς αυτήν 
την κατεύθυνση. 
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Παράρτηµα - ∆οκιµασία 

ΦΥΛΟ: Αγόρι Κορίτσι ΤΑΞΗ:  …….

1. Συµπλήρωσε τα κενά: α) χ     χ+2,    6      … r      … β) χ     4χ, 3      …

2. Αν η είναι φυσικός αριθµός, γράψε το µικρότερο και τον µεγαλύτερο από τους:
µικρότερος ………………… µεγαλύτερος ……..

3. Αν  n είναι φυσικός αριθµός, ποιος είναι µεγαλύτερος,  2n ή  n+2;
Απάντηση: …………………………….
Επεξήγηση: ……………………………

4. α.  Το 4 προστιθέµενο στο n µπορεί να γραφεί ως n+4. Πρόσθεσε το 4 σε καθένα από τα επόµενα:
8   ………… n+5 …………. 3n ………….

β.  Το  n πολλαπλασιαζόµενο επί 4 µπορεί να γραφεί ως  4n. Πολλαπλασίασε καθένα από τα επόµενα µε 4:
8   ………… n+5 …………. 3n ………….

5. Αν  a+b = 43    a+b+2 = …. Αν  n-246 = 762 n-247= ……… Αν  e+f=8 e+f+g= ….

6. Tι µπορείς να πεις για το  a, αν a+5=8 …………………………
Tι µπορείς να πεις για το  b, αν b+2 είναι ίσο µε 2b …………………………

7. Ποια είναι τα εµβαδά των σχηµάτων;

E= …………..

     Π= ……. Π= …….          Π= ……

Το τετράγωνο έχει πλευρά µήκους α. Έτσι για την 
περίµετρό του µπορούµε να γράψουµε Π= 4α

n+1 , n+4, n-3,  n-7

3

4 10

8.

E= …………..

9.

Τι µπορούµε να γράψουµε για την περίµετρο 
καθενός από τα διπλανά σχήµατα;

E= …………..

n

E= …………..

6

Η περίµετρος του πρώτου σχήµατος είναι ίση µε 6+3+4+2,            
που είναι ίσο µε 15. Να βρεθεί η περίµετρος του δεύτερου             
σχήµατος Π= ……..

5

m m         2

u
u

5
5

t
h

h h

 h

e e

e

α

6

 



  Π = …….

10.

11. Τι µπορείς να πείς για το u, αν u=v+3 και v=1; Τι µπορείς να πείς για το m, αν m=3n+1 και n=4;

12.

13. Το a+3a µπορεί να γραφεί πιο απλά ως 4a.Γράψε, όπου είναι δυνατό, τις παρακάτω πιο απλά:
2a+5a= ……. 2a+5b=……. 3a-(b+a)=…………. a+4+a-4= … (a+b)+a= ………

2a+5b+a=….. (a-b)+b= …… 3ab+a= …… (a+b)+(ab)= ……….

14.

Έτσι ένα σχήµα µε 5 πλευρές έχει 2 διαγωνίους
Έτσι ένα σχήµα µε 57 πλευρές έχει …... διαγωνίους
Έτσι ένα σχήµα µε k πλευρές έχει …... διαγωνίους

15.

16.

17. A+B+C = C+A+B  Πάντοτε, ποτέ , µερικές φορές, όταν.........
L+M+N = L+P+N  Πάντοτε, ποτέ , µερικές φορές, όταν.........

18.

21. Τα µπλε µολύβια κοστίζουν 30 λεπτά το ένα και  τα  κόκκινα  µολύβια  κοστίζουν 25 λεπτά το ένα.  Αγοράζω 
µερικά µπλε και κόκκινα µολύβια και όλα µαζί κοστίζουν 2,5 ευρώ.  Αν µ είναι ο αριθµός των µπλε µολυβιών 
που  αγοράστηκαν  και  κ ο  αριθµός των κόκκινων µολυβιών που αγοράστηκαν, γράψε τη σχέση που συνδέει 
τα µ και κ.   ……..

………………………

………………………………………………..

Ποιος είναι ο συνολικός αριθµός χαρτονιών που αγοράστηκαν;   ……..

Σ’ ένα σχήµα σαν το παρακάτω, µπορείς να βρεις τον αριθµό των διαγωνίων από µια συγκεκριµένη κορυφή, 
αφαιρώντας 3 απ' τον αριθµό των πλευρών του

Ο βασικός εβδοµαδιαίος µισθός της Μαρίας είναι 150 ευρώ. Πληρώνεται επίσης άλλα 8 ευρώ για κάθε ώρα
υπερωρίας. Αν h είναι ο αριθµός των ωρών υπερωρίας της και w η συνολική εβδοµαδιαία αµοιβή της σε ευρώ,
γράψε µια ισότητα που να συνδέει τα w και h.   .......................................

Τα µπλε χαρτόνια κοστίζουν 8 λεπτά το ένα και τα κόκκινα 6 λεπτά το ένα. Αν µ είναι ο αριθµός
των µπλε χαρτονιών και κ ο αριθµός των κόκκινων, που αγοράστηκαν για να φτιάξουµε µια µάσκα,
τι αντιπροσωπεύει το 8µ+6κ; ………..

f = 3g+1    Τι θα συµβεί στο f, αν το g µεγαλώσει κατά 2 ;

a = b+3     Τι θα συµβεί στο a, αν το b µεγαλώσει κατά 2 ;

Αν η ισότητα  (x+1)3 + x = 349  είναι αληθής όταν  x=6, τότε ποια τιµη του χ κάνει την ισότητα                                     
(5x+1)3 +5x=349 αληθή;

Μέρος του παρακάτω σχήµατος δεν έχει σχεδιαστεί. 
Υπάρχουν n πλευρές συνολικά, όλες µήκους 2. Ποια 
είναι η περίµετρός του;

20.

19.

………………………

Ποια θα ήταν η συνολική εβδοµαδιαία αµοιβή της αν εργαζόταν 4 ώρες υπερωρία κάθε εβδοµάδα; …………

Τι µπορείς να πεις για το  c,  αν  c+d = 10  και  c  είναι µικρότερος του d; …………………………

Το σταφιδόψωµο κοστίζει σ λεπτά το καθένα και το κουλούρι κ λεπτά το καθένα.Αν αγοράσω 4
σταφιδόψωµα και 3 κουλούρια, τι σηµαίνει το 4σ+3κ; ……………

………………………………………………..

Πότε   είναι   τα   επόµενα  αληθή; 
Πάντοτε,  ποτέ  ή  µερικές  φορές; 
Υπογράµµισε τη σωστή απάντηση

Αν ο Γιάννης έχει ζ βώλους και ο Πέτρος έχει λ βώλους, τι θα µπορούσες να γράψεις για τον αριθµό των
βώλων που έχουν και οι δυο µαζί; …………………………………………
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