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Περίληψη 
 

Στη βιβλιογραφία τεκµηριώνεται από πλήθος ερευνών η δυσκολία που έχουν οι µαθητές 
στην κατανόηση των εννοιών της άλγεβρας. Η πλειοψηφία των µαθητών, ακόµα και σε 
ηλικίες πάνω από 15 χρόνων, δεν έχει την ικανότητα να ερµηνεύει τα αλγεβρικά γράµµατα, 
είτε ως γενικευµένους αριθµούς είτε ως συγκεκριµένους άγνωστους. . Η κύρια ερµηνεία που 
δίνεται για τις δυσκολίες των µαθητών στην άλγεβρα είναι αυτή της σύνδεσης µε τα επίπεδα 
της γνωστικής ανάπτυξης. Υποστηρίζεται επίσης ότι πολλές από τις δυσκολίες των αρχαρίων 
στην άλγεβρα µαθητών µπορεί να οφείλονται στον τρόπο που διδάσκονται τις αριθµητικές 
διαδικασίες στο δηµοτικό και ο οποίος δεν ‘δουλεύει’ στην περίπτωση της άλγεβρας ή ακόµη 
στον παραδοσιακό τρόπος διδασκαλίας που δίνει έµφαση στις δεξιότητες-κάνε ότι κάνω- και 
δεν βοηθά στη εννοιολογική κατανόηση Στην εισήγηση παρουσιάζουµε ένα test που δόθηκε 
σε µαθητές Β και Γ Γυµνασίου και αφορά τις παραπάνω αλγεβρικές έννοιες µε σκοπό να 
διαπιστώσουµε αν οι δυσκολίες που καταγράφονται στη βιβλιογραφία είναι σύµφωνες µε την 
ελληνική πραγµατικότητα. Τα περισσότερα ερωτήµατα προέρχονται από αντίστοιχες διεθνείς 
έρευνες.  Στην εργασία αυτή περιοριζόµαστε στη περιγραφή του test, σε µια έκθεση και ένα 
πρώτο σχολιασµό των αποτελεσµάτων, υπό το πρίσµα της διεθνούς βιβλιογραφίας και δεν 
έχουµε στη παρούσα φάση ως στόχο µια σε βάθος ερµηνεία τους. Το test αυτό αποτελεί 
µέρος µιας ευρύτερης  µελέτης για τη µάθηση και τη διδασκαλία της άλγεβρας στο Γυµνάσιο.  

 
Σύντοµη αναφορά στην εκπαιδευτική έρευνα στην άλγεβρα 

 
Στα προηγούµενα χρόνια έχει πραγµατοποιηθεί αρκετή έρευνα στη σχολική άλγεβρα και 

οι ερευνητές έχουν εστιάσει τη προσοχή τους σε συγκεκριµένα φαινόµενα που 
παρατηρούνταν κατά την εξέλιξη της άλγεβρας όπως για παράδειγµα η φύση του γράµµατος 
ως συµβόλου. Ο Kuchemann (1981), διατυπώνει ένα πλήθος παρατηρηµένων σηµασιών για 
το γράµµα ως σύµβολο όπως ‘το γράµµα αγνοείται’, ‘το γράµµα ως άγνωστος’, ‘το γράµµα 
ως αντικείµενο’, ‘το γράµµα ως µεταβλητή’, ‘το γράµµα ως γενικευµένος αριθµός’ κλπ. Το 
ίδιο διάστηµα η Wagner (1977, 1981) εστίασε τη προσοχή της στο εάν τα παιδιά µπορούν να 
‘διατηρήσουν µια εξίσωση’ υπό την έννοια ότι αν αλλάξει το γράµµα για τον άγνωστο δεν θα 
αλλάξει το ουσιαστικό νόηµα της εξίσωσης. Με την έλευση των υπολογιστών, πολλοί 
ερευνητές σκέφτηκαν τρόπους µε τους οποίους θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ο 
υπολογιστής για να δώσει νόηµα στη µεταβλητή µέσω προγραµµατισµού (Tall & Thomas 
1991 µε basic, Sutherland 1992 µε logo, De Marois 1998 µε γραφικό υπολογιστή). Ανέδειξαν 
ποικίλα ενδιαφέροντα φαινόµενα, για παράδειγµα ότι τα παιδιά µπορούν να αντιληφθούν τις 
µεταβλητές στην αρχή να ισχύουν σαν αντικείµενα (πχ µήλα και πορτοκάλια στην 
παράσταση 3χ+5ψ) ή σαν ένας κώδικας (πχ α=1,β=2, γ=3, δ=4 ,ε=5,…, ω=24). Όταν 
έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή µε την άλγεβρα τα παιδιά πρέπει να αντιµετωπίσουν και 
να λύσουν αρκετά εµπόδια. Ένα από αυτά είναι η γνωστική αντίθεση µεταξύ της φυσικής 
γλώσσας και των κανόνων που ισχύουν στην άλγεβρα, για παράδειγµα το 352 έχει νόηµα 
όταν διαβάζεται από αριστερά προς τα δεξιά, η αλγεβρική παράσταση 3.2+5 διαβάζεται και 
εκτελείται από αριστερά προς τα δεξιά, ενώ η παράσταση 5+3.2 διαβάζεται από τα αριστερά 
προς τα δεξιά, αλλά εκτελείται  από τα δεξιά προς τα αριστερά. Ένα άλλο εµπόδιο 
δηµιουργείται όταν τα παιδιά ερχόµενα σε επαφή µε την άλγεβρα, συνηθισµένα να βρίσκουν 
αριθµητικές απαντήσεις σε µαθηµατικά προβλήµατα προσδοκούν ότι τα ίδιο θα συµβαίνει 
και στην άλγεβρα (Κieran, 1981). Σχετικό µ’ αυτό το δίληµµα είναι το εµπόδιο ‘διαδικασία-
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αποτέλεσµα’, που αιτιολογείται από το γεγονός ότι η παράσταση 5+3χ, για παράδειγµα, 
αναπαριστά και τη διαδικασία µε την οποία υπολογίζεται αυτή η παράσταση και το 
αποτέλεσµα του υπολογισµού. Προκειµένου να επιτύχει στην άλγεβρα ο µαθητής πρέπει να 
οργανώσει µε κάποιο τρόπο τη σκέψη του για να αντιµετωπίσει αυτά τα εµπόδια. Ο Dubinski 
και οι συνεργάτες του (Dubinski 1991, Cottrill et all 1996) πρότειναν τη θεωρία APOS (Ac-
tions, Processes, Objects, Schema) σύµφωνα µε την οποία Ενέργειες επαναλαµβανόµενες σε 
∆ιαδικασίες,  υποστασιοποιούνται σε Αντικείµενα και τελικά ‘εµφυτεύονται’ σε Γνωστικά 
Σχήµατα.  Oι Gray & Tall (1991) καθόρισαν το procept (process-concept) ως το συνδυασµό 
ενός συµβόλου το οποίο αναπαριστά είτε τη διαδικασία είτε το αποτέλεσµα αυτής της 
διαδικασίας. Οι Sfard και Linchevski (1994) εξήγησαν ότι ο δυϊσµός διαδικασία-αντικείµενο 
(κάτι αντίστοιχο µε την ιδέα του prοcept των Gray,Tall) µπορεί να επηρεάσει την ανάπτυξη 
της κατανόησης πχ της σχέσης της ισότητας. Μια συνέπεια του να σκέφτεται ένας  µαθητής 
το σύµβολο της ισότητας, µόνο σαν σύµβολο του “κάνω κάτι” (Behr, Erlwanger και Nichols 
1976, Frendenthal, 1973 και Kieran, 1981, αναφέρονται στο T. Goodson-Espy 1998), είναι να 
µην καταλαβαίνει τις διαδικασίες που χρειάζονται για να λύσει εξισώσεις σαν την 
3χ+8=7χ+4, επειδή δεν δέχεται την αρχική πρόταση, ότι αυτές, οι δύο ποσότητες είναι 
ισοδύναµες. Οι Hercovics και Linchevski (1994), χαρακτήρισαν  τις δυσκολίες αυτού του 
σταδίου, σαν ένα “γνωστικό κενό-εµπόδιο” .  Μπορούµε να βρούµε παραδείγµατα για το 
δυϊσµό διαδικασία-αντικείµενο, ουσιαστικά σε κάθε µαθηµατικό επίπεδο. Στην αριθµητική 
για παράδειγµα, ένας µαθητής µπορεί να θεωρήσει το 3+4 σαν µία οδηγία για να εκτελέσει 
την πράξη της πρόσθεσης, αλλά µπορεί να αρνηθεί να το θεωρήσει σαν την ποσότητα 7, αν 
δεν δει το σύµβολο της ισότητας στην έκφραση 3+4=7. Στη περίπτωση αυτή ο µαθητής έχει 
εστιάσει την προσοχή του στην διαδικασία της πρόσθεσης. Αυτό το θέµα γίνεται υπερβολικά 
σπουδαίο, όταν οι µαθητές αρχίζουν να αντιµετωπίζουν εκφράσεις όπως 3+χ σε 
προαλγεβρικές συνθήκες. Εάν οι µαθητές επιµένουν να βλέπουν µια τέτοια έκφραση, µόνο 
σαν µία ένδειξη του να εκτελέσουν πρόσθεση, τότε µπορεί να αντιµετωπίσουν δυσκολία στο 
να αποδεχθούν τέτοιες παραστάσεις ως αποτέλεσµα απλοποίησης παραστάσεων, όπως 
αναφέρει η Collis (1975) (αναφέρεται στο T. Goodson-Espy 1998) σαν “αποδοχή της 
έλλειψης τερµατισµού” και  στην κατανόηση των διαδικασιών για την επίλυση εξισώσεων.  
Φαίνεται ότι, για έναν αρχάριο, η ικανότητα να θεωρεί µία διαδικασία σαν ένα αντικείµενο 
είναι µία σταδιακή εξέλιξη. Η ιστορική ανάλυση της Sfard (1991), προτείνει ότι για πολλούς 
ανθρώπους η λειτουργική-διαδικαστική σύλληψη είναι το πρώτο βήµα στην απόκτηση νέων 
µαθηµατικών εννοιών. Αυτό το πλαίσιο στηρίζεται στην υπόθεση ότι η µετάβαση από τις 
υπολογιστικές διαδικασίες στα αφηρηµένα αντικείµενα (σχηµατισµός έννοιας από τη 
διαδικαστική-λειτουργική στη δοµική της αντίληψη) πραγµατοποιείται µέσω µιας 
διαδικασίας που ολοκληρώνεται σε τρία στάδια: εσωτερίκευση, συµπύκνωση και 
υποστασιοποίηση. Το τελευταίο θεωρείται ένα σύνθετο φαινόµενο, το οποίο φαίνεται 
εγγενώς τόσο δύσκολο, που µπορεί να παραµείνει ουσιαστικά απρόσιτο για ορισµένους 
µαθητές. Αυτά τα τρία βήµατα αποτελούν ένα σχήµα που προτείνει µια ιεραρχία, όπου ένα 
στάδιο δεν µπορεί να επιτευχθεί προτού να πραγµατοποιηθούν τα προηγούµενα. Αυτό 
έρχεται σε πλήρη συµφωνία µε τα στάδια της γνωστικής ανάπτυξης-γνωστικά επίπεδα- όπως 
ορίστηκαν από τον Piaget, όπου για να φθάσει κάποιος σε ένα γνωστικό επίπεδο πρέπει να 
περάσει από τα προηγούµενα. Αυτό που έχει υποστεί κριτική στη θεωρία του Piaget  είναι οι 
ηλικίες, στις οποίες γίνεται το πέρασµα από το ένα επίπεδο στο άλλο.  Κάθε στάδιο στη 
διαδικασία του σχηµατισµού της έννοιας, συνεχίζει η Sfard µπορεί να συνοψιστεί ως εξής: η 
εσωτερίκευση χαρακτηρίζεται ως η διαδικασία που εκτελείται σε ήδη γνωστά αντικείµενα, η 
συµπύκνωση έχει να κάνει µε το στάδιο στο οποίο αυτή η διαδικασία µετατρέπεται σε 
αυτόνοµη οντότητα και η υποστασιοποίηση αφορά τη δυνατότητα να θεωρηθεί αυτή η νέα 
οντότητα ως ένα ολοκληρωµένο - µαθηµατικό - αντικείµενο, το οποίο έχει αποκτηθεί. Η  
Sfard υποστηρίζει ότι η θεωρία της µπορεί να εφαρµοστεί για να αναπτυχθεί µια διδακτική 
προσέγγιση στην άλγεβρα. Η πρότασή της στηρίζεται στο επιχείρηµα ότι η δοµική 
προσέγγιση είναι περισσότερο αφαιρετική από τη λειτουργική, ο οποία υπονοεί ότι ένας 
µαθητής θα µπορούσε µετά βίας να φθάσει σε µια δοµική σύλληψη χωρίς προηγούµενη 
λειτουργική κατανόηση.   
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Η παραδοσιακή διδασκαλία επιχειρεί να αντιµετωπίσει τα εµπόδια δίνοντας έµφαση στους 
υπολογισµούς και στο χειρισµό αλγεβρικών παραστάσεων, για παράδειγµα οι µαθητές 
διδάσκονται κανόνες έτσι ώστε να αναπτύξουν τις απαιτούµενες δεξιότητες ελπίζοντας ότι η 
κατανόηση θα ακολουθήσει. Είναι τεκµηριωµένο ότι οι µαθητές έχουν µεγάλη δυσκολία στην 
επιθυµητή κατανόηση (Matz 1980, Kuchemann 1981, Wagner, Rachlin & Jensen 1984). 
Υπάρχει πλήθος ενδείξεων από tests, αποτελέσµατα σε διάφορες εξετάσεις και βαθµούς 
εισαγωγής στα πανεπιστήµια, ότι η έµφαση σε χειριστικές δεξιότητες δεν έχουν ως 
αποτέλεσµα την επιθυµητή κατανόηση.  
Αν λοιπόν τα γνωστικά επίπεδα αποτελούν ένα φράγµα  για τη κατασκευή ορισµένων εννοιών, 
αυτό µπορεί να εξηγήσει το γιατί οι µαθητές δεν µπορούν να κάνουν ορισµένες αλγεβρικές 
εργασίες. Αυτή η υπόθεση µπορεί να οδηγήσει στο συµπέρασµα ότι ίσως πρέπει να 
επανεξετάσουµε το τι µαθηµατικά διδάσκουµε και πως τα διδάσκουµε στους µαθητές µας. 
 

Πολλές µελέτες έχουν πραγµατοποιηθεί µε στόχο ένα θεωρητικό υπόβαθρο για τη 
διδασκαλία και τη µάθηση της άλγεβρας. Ενδιαφέρον προς αυτή τη κατεύθυνση αποτελούν οι 
εργασίες στις οποίες αναφερθήκαµε συνοπτικά των Herscovics, Τall, Dubinski και της Sfard 
(εκτενέστερα), η εργασία που έγινε από τον Mason  (1984) στην έκφραση γενικότητας ως 
ιδιαίτερης διαδροµής της αλγεβρικής σκέψης και οι θέσεις που αναπτύχθηκαν από τον Freu-
denthal και τους συνεργάτες του και οδήγησαν στη θεωρία της Ρεαλιστικής Μαθηµατικής 
Εκπαίδευσης (ΡΜΕ). Η ΡΜΕ προτείνει,  αφετηρία στη διδασκαλία να είναι τα µαθηµατικά ως 
ανθρώπινη δραστηριότητα και όχι ως ένα κατασκευασµένο σύστηµα. Η δραστηριότητα 
προτείνεται ως τρόπος να επινοήσουν οι µαθητές µαθηµατικές  έννοιες µέσα από 
προβλήµατα. Πυρήνας της δραστηριότητας είναι η µαθηµατικοποίηση υλικού, είτε 
καθηµερινών είτε µαθηµατικών καταστάσεων. Όρος κλειδί είναι η ‘καθοδηγούµενη 
επινοητικότητα’. Έτσι το ζητούµενο είναι το πώς θα βοηθήσει ο δάσκαλος τους µαθητές να 
κατακτήσουν τα µαθηµατικά µε βάση το ‘σχήµα’ καθοδηγούµενη 
επινοητικότητα→προοδευτική µαθηµατικοποίηση.  
 

Κριτική  της σχολικής άλγεβρας – Η Ελληνική πραγµατικότητα 
 
Η κριτική για τη σχολική άλγεβρα αναφέρεται στη βιβλιογραφία για άλλες χώρες αλλά 

όπως θα παρατηρήσουµε έχει άµεση συσχέτιση και µε την Ελληνική πραγµατικότητα. Τα 
κύρια προβλήµατα που αναφέρονται στη διδασκαλία της σχολικής άλγεβρας έχουν να κάνουν 
µε τη γλώσσα της άλγεβρας, τη δοµή της και την έλλειψη πρακτικής χρήσης της άλγεβρας 
από τους µαθητές. Ένα άλλο σοβαρό ζήτηµα είναι ο τρόπος διδασκαλίας. Οι µαθητές 
φαίνεται ότι µαθαίνουν να αντιγράφουν κανόνες και αλγεβρικούς χειρισµούς από το δάσκαλό 
τους χωρίς πραγµατική κατανόηση για το τι και το πώς. ∆ίνεται λίγη προσοχή στη γενίκευση 
και στη δυναµική όψη των µεταβλητών. Το άλµα στο τυπικό επίπεδο γίνεται πολύ γρήγορα, 
σχεδόν σε µια ή δυο σελίδες του σχολικού βιβλίου, έτσι δεν δίνεται επαρκής χρόνος στους 
µαθητές για να αναπτύξουν τα δικά τους γνωστικά σχήµατα. 

Μία από τις σηµαντικότερες ερµηνείες που προτείνονται για τι δυσκολίες των µαθητών 
στην άλγεβρα είναι ο αφηρηµένος και χωρίς αναφορικό νόηµα τρόπος προσέγγισης των 
εννοιών της. Οι µαθητές δεν κατανοούν  γιατί µαθαίνουν τους διάφορους συµβολισµούς και 
τους χειρισµούς τους και αδυνατούν να κάνουν µια σύνδεση όλων αυτών των εννοιών  και 
ταυτόχρονα όλες αυτές οι έννοιες να έχουν µια πραγµατική αναφορά στις εµπειρίες τους µε 
βάση τις οποίες θα κατασκευάσουν ένα νόηµα για τις έννοιες που διδάσκονται. 

Στο Ελληνικό εκπαιδευτικό σύστηµα µε βάση το αναλυτικό πρόγραµµα και τα βιβλία δεν 
φαίνεται να υπάρχει ένας σαφής και µε συγκεκριµένους στόχους προσανατολισµός, για την 
εισαγωγή στην άλγεβρα. Αν θεωρήσουµε ότι η εισαγωγή στην άλγεβρα γίνεται όταν αρχίζουν 
να χρησιµοποιούνται τα ‘γράµµατα’ ως αφηρηµένα αριθµητικά σύµβολα, είτε για να 
γενικεύσουν ιδιότητες του αριθµητικού συστήµατος, τις οποίες έχουν ήδη παρατηρήσει οι 
µαθητές όπως για παράδειγµα 5+3=3+5, την οποία γενικεύουν ως α+β=β+α, είτε ως άγνωστο 
για την επίλυση εξισώσεων µε βάση ιδιότητες πράξεων όπως για παράδειγµα 5+3=8 ή 5=8-3 
και 3.4=12 ή 3=12:4, τις οποίες γενικεύουν ως χ+3=8 ή χ=8-3 και 4.χ=12 ή χ=12:4, τότε από 
την Α Γυµνασίου γίνεται µια εισαγωγή στην άλγεβρα µε τον τρόπο αυτό. Επίσης 
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χρησιµοποιούνται τα γράµµατα για να γενικεύσουν µια συγκεκριµένη καινούργια ιδιότητα ή 
ένα ορισµό, για παράδειγµα  α(β+γ)=α.β+α.γ ή  χ+χ+χ+χ=4χ ή  αν = α.α.α.α…α. Επίσης τα 

‘γράµµατα’ χρησιµοποιούνται σε τύπους πχ εµβαδών Ε=
2
1
βυ. Στη Β τάξη γίνεται µια πιο 

συστηµατική χρήση της άλγεβρας µε επίλυση γραµµικών εξισώσεων, η διδασκαλία των 
οποίων εξαντλείται µέσα σε τρεις σελίδες του σχολικού βιβλίου, όπου παρουσιάζονται 
εξισώσεις µε άγνωστο και στα δύο µέλη, µε παρενθέσεις, µε δεκαδικούς συντελεστές, µε 
κλασµατικούς συντελεστές, αδύνατες και αόριστες. Είναι τεκµηριωµένες στη βιβλιογραφία οι 
δυσκολίες που παρουσιάζουν οι µαθητές στην εννοιολογική κατανόηση της επίλυσης 
εξισώσεων(MacGregor M., 1999, Pirie S. & Martin L., 1997, Kieran, 1989, 1994, 1997). ∆εν 
είναι περίεργο που οι µαθητές ‘µαθαίνουν’ αλγοριθµικές διαδικασίες, αν αναλογιστεί κανείς 
ότι τη κύρια µεθοδολογική προσέγγιση αποτελεί η συνταγή ‘αλλάζω µέλος, αλλάζω 
πρόσηµο’. Προσέγγιση που έχει υποστεί ισχυρή κριτική και ενισχύει τεχνικές και τρικ χωρίς 
κατανόηση. Η συνάρτηση, που αποτελεί µια από τις κεντρικές έννοιες στα µαθηµατικά, 
αποτελεί ένα ξεκοµµένο κεφάλαιο της ύλης των µαθηµατικών του Γυµνασίου. Με παρόµοιο 
τυπικό τρόπο προσεγγίζεται και η ύλη των µαθηµατικών στη Γ τάξη, περιλαµβάνοντας 
στοιχεία άλγεβρας από τετραγωνικές ρίζες, διάταξη πραγµατικών αριθµών, ταυτότητες και 
παραγοντοποίηση, εξισώσεις  δευτέρου βαθµού, κλασµατικές εξισώσεις που ανάγονται σε 
δευτεροβάθµιες, συναρτήσεις (γραµµική και δευτεροβάθµια), συστήµατα εξισώσεων πρώτου 
και δεύτερου βαθµού. 

Ο µεγάλος µαθηµατικός και φιλόσοφος Bertrand Russell αναφέρει στην αυτοβιογραφία 
του (αναφέρεται στο Henk van der Kooij, 2001):  «Το ξεκίνηµα της άλγεβρας το βρήκα πολύ 
δύσκολο, ίσως ως αποτέλεσµα κακής διδασκαλίας. Έπρεπε να αποστηθίσω : ‘το τετράγωνο 
του αθροίσµατος δύο αριθµών είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγώνων τους αυξηµένο κατά 
το διπλάσιο γινόµενό τους’. ∆εν είχα την παραµικρή ιδέα τι σήµαινε αυτό και όταν δεν 
µπορούσα να θυµηθώ τα λόγια, ο δάσκαλος µου πέταγε το βιβλίο στο κεφάλι µου, πράγµα 
που δεν διέγειρε µε κανένα τρόπο τη νόησή µου». Το απόσπασµα αυτό από την 
αυτοβιογραφία το B. Ruseell υποδηλώνει τον τρόπο µε τον οποίο ‘διδάσκονταν και 
µαθαίνονταν’ για ένα πολύ µεγάλο διάστηµα τα µαθηµατικά. Έχουν περάσει από τότε πάνω 
από εκατό χρόνια και στα βιβλία µας µπορεί κανείς να δει και σήµερα τέτοιες ασκήσεις µε 
αλγορίθµους ρουτίνας που µαθαίνονται χωρίς κατανόηση του νοήµατος µε αποστήθιση από 
τους περισσότερους µαθητές. ‘Η παραδοσιακή διδασκαλία όπως τονίζει η Kieran (1997), έχει 
αµελήσει και δεν έχει δείξει την απαιτούµενη προσοχή στην παροχή εννοιολογικής 
κατανόησης των αλγεβρικών συµβόλων. Πολύ συχνά η µόνη έµφαση που δίνεται είναι στις 
εξισώσεις και στη λύση εξισώσεων. Η χρήση των γραµµάτων για την παράσταση γενικότητας 
προκειµένου να δικαιολογήσουµε, να εικάσουµε ή να προβλέψουµε και να αποδείξουµε έχει 
παραµεληθεί σφοδρά. Εκείνοι που θα επιχειρούσαν να δώσουν περισσότερο νόηµα στα 
σύµβολα της άλγεβρας χρησιµοποιώντας την έννοια της συνάρτησης ως ένα ενοποιητικό νήµα 
έχουν τη δυνατότητα στη διδασκαλία τους να παρέχουν αυτά τα σύµβολα µε µια λογική, η 
οποία προηγουµένως απουσίαζε’. 

 
Παραθέτουµε στη συνέχεια το test, το οποίο δόθηκε σε 3 τµήµατα της Β και 3 της Γ 

Γυµνασίου σε δύο διαφορετικά σχολεία ενός µέσου προαστίου της Αθήνας.  Συνολικά το test 
δόθηκε σε 167 µαθητές και µαθήτριες. Ο χρόνος που είχαν στη διάθεσή τους για να 
απαντήσουν ήταν 60 λεπτά. Το τεστ αυτό αποτελεί µέρος µιας ευρύτερης  µελέτης για τη 
µάθηση και τη διδασκαλία της άλγεβρας στο Γυµνάσιο.   

Στη συνέχεια δίνουµε στοιχεία και το στόχο για κάθε ερώτηση χωριστά, παραθέτουµε τις 
απαντήσεις σε έναν εκτενή πίνακα καθώς επίσης και µερικούς συγκριτικούς πίνακες και 
τέλος σχολιάζουµε και συζητάµε τις απαντήσεις των µαθητών.  

Στην εργασία αυτή κάνουµε µια περιγραφή του test, µια παρουσίαση των απαντήσεων και 
ένα πρώτο σχολιασµό των απαντήσεων των µαθητών, χωρίς να στοχεύουµε στην παρούσα 
φάση σε µια εις βάθος ερµηνεία τους, πράγµα το οποίο είναι στους στόχους µας να γίνει µε 
την ολοκλήρωση της έρευνας που διεξάγουµε. Τα όποια αποτελέσµατα και συµπεράσµατα 
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δεν µπορούν να γενικευτούν, αποτελούν όµως ενδείξεις για τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν  
στη µάθηση και κατανόηση εννοιών της άλγεβρας οι µαθητές του Γυµνασίου. 

 
 
 
 

ΤΟ  TEST 
 

Πρόβληµα 1 
 
∆ίνεται το ορθογώνιο 
 
            4 
 
  x+3 
1. Ποιο είναι το εµβαδόν του; 
2. Ποια είναι η περίµετρός του; 
 
3. Ποια από τις ακόλουθες εξισώσεις έχει την ίδια λύση µε την εξίσωση 6(x-4)=10;        Α)  

6x-4=10                Β)  x-4=4             Γ)  3x-12=5          ∆)  3x-6=5 
 
4. Η Αθηνά κέρδισε α € κατά τη διάρκεια της βδοµάδας. Από αυτά ξόδεψε β € για ρούχα 

και γ € για τρόφιµα. Γράψτε µια παράσταση χρησιµοποιώντας τα α,β,γ, η οποία να 
αναπαριστά τον αριθµό των € που της απέµειναν  

 
Πρόβληµα 2 
 
Μια πισίνα σχήµατος ορθογωνίου έχει διαστάσεις 5m µήκος και 3m πλάτος. Περιµετρικά της 
πισίνας υπάρχει διάδροµος πλάτους 1m, που πρέπει να στρωθεί µε πλάκες 1 m2 (στο σχήµα 
φαίνεται τοποθετηµένη µια τέτοια πλάκα). 
1. Πόσες πλάκες θα χρειαστούν; 
2. Αν οι διαστάσεις της πισίνας είναι µ m µήκος και π m πλάτος, πόσες τετραγωνικές 

πλάκες 1 m2 θα χρειαστούν; 
 

 
5m 

 
 
              πισίνα 
            3m 
 
 
     
         1m2 
 
 
Πρόβληµα 3 
 
Στον παρακάτω πίνακα ο ψ προκύπτει από τον χ µε ένα συγκεκριµένο κανόνα. Συµπληρώστε 
το πίνακα και διατυπώστε τον κανόνα ή εκφράστε τον ψ συναρτήσει του χ. 
(Υπόδειξη: Μπορείτε, αν θέλετε, να παραστήσετε κάθε ζεύγος αριθµών µε ένα σηµείο σε ένα 
σύστηµα ορθογωνίων αξόνων) 
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x 1 3 4 7 ; 
y 8 ; 11 14 21 
  
 



 7

 
 
Πρόβληµα 4 
 
Το διάγραµµα αναπαριστά το ηµερήσιο κέρδος ψ ως συνάρτηση του αριθµού χ των πελατών 
ενός µικρού ξενοδοχείου δυναµικότητας 30 κλινών. 
 
                              ηµερήσιο κέρδος ψ (σε  €) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
 
          

αριθµός πελατών χ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Για ποιο αριθµό πελατών το ξενοδοχείο δεν έχει ούτε κέρδος ούτε ζηµιά; 
2. Με πόσους πελάτες το ξενοδοχείο έχει ζηµιά; 
3. Με πόσους πελάτες το ξενοδοχείο έχει κέρδος; 
4. Πόσους πελάτες πρέπει να έχει το ξενοδοχείο για να έχει κέρδος 150 €; 

 
 
Ανάλυση – Στόχοι των ερωτήσεων του test 

 
Ο γενικός σκοπός του τεστ ήταν να διαπιστωθεί αν οι µαθητές του Γυµνασίου που έχουν 

διδαχτεί τουλάχιστον ένα σχολικό έτος στοιχεία άλγεβρας κατέχουν βασικές δεξιότητες στο 
χειρισµό αλγεβρικών παραστάσεων. Οι ειδικοί στόχοι είναι οι εξής για κάθε ερώτηση: 

Με τις ερωτήσεις 1 και 2 του προβλήµατος 1 θέλουµε να διαπιστώσουµε αν οι µαθητές 
µπορούν να κάνουν πράξεις σε απλές αλγεβρικές παραστάσεις, αφού προηγουµένως τις 
σχηµατίσουν, αν µπορούν να χειριστούν την αλγεβρική παράσταση ως ένα µαθηµατικό 
αντικείµενο και αν οι µαθητές µπορούν να αποδεχτούν ως αποτέλεσµα µιας διαδικασίας µια 
ανοικτή έκφραση ή αν περιµένουν να βρουν ως απάντηση ένα συγκεκριµένο αριθµό. Η 
ερωτήσεις αυτές έγιναν µε βάση έρευνες που αφορούν τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι 
αρχάριοι στην άλγεβρα µαθητές στην αντιµετώπιση αλγεβρικών παραστάσεων.  

-30 -20 -10 10 20 30

300

200

100

-100

-200

-300
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Με την ερώτηση 3 του προβλήµατος 1 θέλουµε να διαπιστώσουµε αν οι µαθητές 
µπορούν να λύνουν απλές γραµµικές εξισώσεις, αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει την 
ισοδυναµία µεταξύ δύο εξισώσεων εξετάζοντας αν µπορούν να διακρίνουν δύο ισοδύναµες 
µεταξύ τους εξισώσεις και τον τρόπο που προκύπτει µια ισοδύναµη εξίσωση µε µια άλλη, 
χωρίς να χρειαστεί να τις λύσουν. 

Με την ερώτηση 4 θέλουµε να διαπιστώσουµε αν µπορούν οι µαθητές, χρησιµοποιώντας 
αλγεβρικό συµβολισµό να κατασκευάσουν µια αλγεβρική παράσταση, για τη 
µαθηµατικοποίηση  µιας κατάστασης. Ο D. Kuchemann (1981), αναφέρει ότι οι περισσότεροι 
µαθητές 11-16 χρόνων από το µεγάλο δείγµα. που χρησιµοποίησε στο πρόγραµµα ‘έννοιες 
στα δευτεροβάθµια µαθηµατικά και την επιστήµη’ ήταν ανίκανοι να αντιµετωπίσουν θέµατα 
που απαιτούσαν την ερµηνεία των γραµµάτων ως γενικευµένων αριθµών ή ως αγνώστων. 
Παρόµοια αποτελέσµατα αναφέρει ο Carpenter (Carpenter et al, 1981). Αυτά τα 
αποτελέσµατα ρίχνουν φως στο πρόβληµα της µετάφρασης από ένα συµβολικό σύστηµα 
(φυσική γλώσσα) σε ένα άλλο (αλγεβρικός κώδικας), το οποίο εµφανίζει τη δυσκολία που 
έχουν οι αρχάριοι µαθητές της άλγεβρας κατά τη χρήση ενός νέου συµβολικού συστήµατος, 
όταν σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του Kuchemann, δεν εξοικειώνονται ακόµα µε τη 
σηµασιολογική δοµή του. 
 Με την ερώτηση 1 του προβλήµατος 2 θέλουµε να διαπιστώσουµε αν µπορούν οι µαθητές να 
λύνουν προβλήµατα, κατανοώντας εκφράσεις που εµπλέκονται σε µια πραγµατική 
κατάσταση.  Με την ερώτηση 2 θέλουµε να διαπιστώσουµε αν µπορούν οι µαθητές να 
γενικεύσουν µια κατάσταση, χρησιµοποιώντας αλγεβρικό συµβολισµό. Το πρόβληµα αυτό 
προέρχεται από το άρθρο του D. Tall ‘The transition from arithmetic to algebra: Number pat-
terns or proceptual programming?’  στο οποίο αναφέρει τις δυσκολίες που παρουσιάζουν οι 
λιγότερο ικανοί µαθητές όταν προσπαθούν να γεφυρώσουν το χάσµα µεταξύ αριθµητικής και 
άλγεβρας, προσπαθώντας από τους συγκεκριµένους αριθµούς να γενικεύσουν µε τη χρήση 
γραµµάτων, πράγµα που για τους µαθητές που βρίσκονται στο στάδιο των συγκεκριµένων 
ενεργειών αποτελεί ένα κενό που µοιάζει σχεδόν αδύνατο να γεφυρώσουν. Το θέµα αυτό 
αναφέρεται επίσης στα ‘NCTM Standards 2000, για τα Grades 6-8’, ως µια ερευνητική 
δραστηριότητα, για να αποκτήσουν οι µαθητές την ευχέρεια να εναλλάσονται µεταξύ 
διαφόρων αναπαραστάσεων ενός προβλήµατος. Αυτή η ελαστικότητα µπορεί να αναπτυχθεί 
καθώς οι µαθητές αποκτούν εµπειρίες µε πολλαπλούς τύπους αναπαράστασης ενός 
προβλήµατος.  

Στο πρόβληµα 3 θέλουµε να διαπιστώσουµε αν µπορούν οι µαθητές να συνδέσουν τον 
πρώτο αριθµό του ζεύγους µε τον δεύτερο και να βρουν το ένα στοιχείο του ζεύγους όταν 
είναι γνωστό το άλλο και να διαπιστώσουµε αν µπορούν οι µαθητές να περιγράψουν, να 
εικάσουν τον σχετικό κανόνα, µε τον οποίο παράγονται τα στοιχεία του πίνακα, είτε 
περιγράφοντάς τον είτε γράφοντας τον σχετικό τύπο.  Το συγκεκριµένο πρόβληµα προέρχεται 
από το άρθρο των Carpenter, T.P, M.K. Corbit, H. S. Pepner Jr., M. M. Lindquist and P.E. 
Reys: ‘Results from the second mathematics assessment of the national assessment of educa-
tion progress. Reston: NCTM, 1981’. (Αναφέρεται στο: PBS mathline, ATMP lesson: Up, 
Up, and Away) όπου αναφέρεται ότι στην εύρεση του y όταν x=3, απάντησε σωστά µόνο το 
35% των 13-χρονων και µόνο το 59% των 17-χρονων.  

Στο πρόβληµα 4 ο γενικός στόχος είναι να διαπιστώσουµε αν µπορούν οι µαθητές να 
κάνουν ερµηνεία ενός γραφήµατος µιας συνάρτησης, η οποία είναι µοντέλο µιας -
πραγµατικής- κατάστασης. Οι ειδικοί στόχοι για κάθε ερώτηση είναι να διαπιστώσουµε αν 
µπορούν οι µαθητές: α) - στην ερώτηση 1- να ερµηνεύσουν το σηµείο, µε x=0 ως το σηµείο 
όπου η επιχείρηση δεν έχει κέρδος ούτε ζηµία [ή µε άλλα λόγια να διαπιστώσουµε αν 
µπορούν οι µαθητές να λύσουν γραφικά –αν και δεν ερωτούνται µε ρητό τρόπο- την εξίσωση 
ax+b=0, µε y=ax+b την εξίσωση της ευθείας],  β) να λύσουν γραφικά –αν και δεν ερωτούνται 
ευθέως- τις ανισώσεις ax+b>0 ή <0 , (ερωτήσεις 2 και 3) γ) να εκτιµήσουν το ένα µέλος του 
ζεύγους (x,y) όταν τους δίδεται το άλλο, µέσω του γραφήµατος (ερώτηση 4). 
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Αποτελέσµατα test 

 
 

Τις απαντήσεις των µαθητών τις κατατάξαµε σε 3 κατηγορίες: Η κατηγορία µε τον 
χαρακτηρισµό 2 αντιστοιχεί σε ‘σωστή απάντηση’. Η κατηγορία µε τον χαρακτηρισµό 1 
αντιστοιχεί σε απάντηση στην οποία ο µαθητής ‘κάτι έκανε-όχι σωστό’. Η κατηγορία µε τον 
χαρακτηρισµό 0 αντιστοιχεί σε απάντηση η οποία ‘είναι εντελώς λανθασµένη ή δεν έχει 
απαντήσει καθόλου’. Τα γράµµατα Β, Γ, όπου αναφέρονται αντιστοιχούν σε Β , Γ τάξη και το 
Σ αντιστοιχεί στο σύνολο των µαθητών Β και Γ τάξης. 
 

Πίνακας 1 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
που παρουσίασαν οι µαθητές στο test [κατηγορίες 2 και 1] 

ΕΡΩΤΗΣΗ ΣΩΣΤΗ 
[2] 

ΚΑΤΙ ΕΚΑΝΕ- ΟΧΙ ΣΩΣΤΟ 
[1] 

1η  

Εµβαδόν ορθογωνίου 

µε διαστάσεις 4, χ+3 

1. (χ+3)4=4χ+12  
2. 4 ⋅ χ+3=4χ+12  
3. 4(χ+3)  

         4.      4 ⋅ χ+3 ή χ+3 ⋅ 4  

1. (χ+3)4=4χ+12=16χ ή 4 ⋅ χ+3=4χ+12=16χ  
2. 4(χ+3)=4χ+3 ή 4(χ+3)=4χ+7  
3.   α.α.α.α=4.α ή 4.3χ ή(χ+3).4=3χ.4=12χ ή (χ+3).4=12 
ή (χ+3).4=14χ ή χ+3.4=χ+12=13 

2η 

Περίµετρος 

ορθογωνίου µε 

διαστάσεις 4, χ+3 

1. 2.4+(χ+3).2=8+2χ+6=14+2χ 
2. 4+4+χ+3+χ+3=8+2χ+6=14+2χ 
3. 2[4+(χ+3)] ή 4.2+[(χ+3).2] 
4. 4+4+χ+3+χ+3=8+2χ+6 
5. 4+4+χ+3+χ+3=8+(χ+3)+(χ+3) 
6. 4+4+χ+3+χ+3=8+2.(χ+3) 
7. 4+(χ+3)+4+(χ+3) 
 

1. 2(χ+3)+2.4=6χ+8 
2. 4+4+(χ+3)+(χ+3)=8+6χ 
3. 2.4+2(χ+3)=8+2χ+3=11+2χ 
4. 4+4+3χ+3χ 
5. (χ+3)+4=3χ+4=12χ.2=24χ 
6. 2.4+(χ+3).2=8+2χ+3=10χ+3=13χ  
7. ∆ίνεται συγκεκριµένη τιµή στο χ πχ 1 και 

υπολογισµός: 4+4.2=16 ή 2(χ+3)=2(1+3)=8 
8. (χ+3+4)+(χ+3+4)=χ+6+8=χ+14 
9. 4+(χ+3)+4+(χ+3)=7χ+7χ=14χ 
10. 4+(χ+3)+4+(χ+3)=6χ+8=14χ 

11. 2.4+2(χ+3)=8+2χ+6=
2 14 7
2 2
χ χ+ = +  ή 

4+χ+3=7+χ 
12. 2.4.2.(χ+3)=8.2χ.6 
13. Αγνοείται εντελώς το χ και εύρεση της 

περιµέτρου για διαστάσεις 4 και 3. 
  14.  Εύρεση ενός αποτελέσµατος για την περίµετρο – 

συνήθως το σωστό 14 +2χ,  µετατροπή  σε εξίσωση 
3η 

Εξίσωση ισοδύναµη 

µε την 6(χ-4)=10 

1. Πολλαπλασιασµός της Γ µε 2 ή 
διαίρεση της δεδοµένης εξίσωσης µε 2, 
οπότε προκύπτει η Γ  

2. Λύση µόνο της αρχικής ή µόνο της Γ  
3. Λύση της αρχικής και της Γ 
4. Απάντηση Γ, χωρίς εξήγηση 
5. Εξήγηση µε ιδιότητα, αλλά όχι σαφής  
6.      Με λύση όλων των εξισώσεων 

1. Εξήγηση µε ιδιότητα, όχι µε σαφή τρόπο, ότι είναι 
ισοδύναµη είναι η Α  

2. Άλλες απαντήσεις ήταν Β ή ∆ ή και ταυτόχρονα Β 
και ∆ ή Γ και ∆  

 

4η 

Μετάφραση µιας 

κατάστασης σε 

αλγεβρική γλώσσα 

[α,β,γ, €] 

1. α-(β+γ) 
2. α-β-γ 
3. (α-β)-γ 
4. α-(β+γ)=χ ή α-(β+γ)=δ ή α-β-γ=χ 

ή α-β-γ=δ 
5. α-β=δ και δ-γ=ε 
6. α-χ=β+γ 
7. α=β+γ+χ   

         8.      χ=α-(β+γ) 

1. α-β+γ 
2. α=α-(β+γ) 
3. α-(β+γ)=α-βγ 
4. α-(β,γ)=χ 
5. α-β+α-γ=α-(β+γ) 
6. β+γ-α 
7. β-γ+α 
8. Με συγκεκριµένες τιµές για τα α, β ,γ 
 

5η 

Πισίνα [1ο ερώτηµα, 

µε συγκεκριµένες 

διαστάσεις] 

1. 20, εξήγηση χωρίς χρήση εµβαδών  
2. Με χρησιµοποίηση τύπων εµβαδών: 

Εµβαδόν µεγάλου ορθογωνίου – 
Εµβαδόν µικρού ορθογωνίου. 
Συγκεκριµένα Ε1-Ε2=35-25=20  

3. 20, χωρίς εξήγηση 
4.      (6.2)+(2.4)=20 

1. 5+5+7+7=24  
2. 5.3=15 ή 15 χωρίς εξήγηση 
3. 3.5+4=19 
4. Χρήση περιµέτρου: 5+3+3=16 ή 5.2+3.2=16 
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6η 

Πισίνα [2ο ερώτηµα, 

γενίκευση, µε 

διαστάσεις µ και π] 

1. (µ+2)(π+2)-µπ  ή µ+2 . π+2 – µπ 
2. 2µ+2π+4=χ ή µ+π+µ+π+4 ή (2µ+4)+2.2 
3. 20, χωρίς εξήγηση 
 

1. 2µ+2µ+2π+2π  
2. (µ.π).(π.2) ή µ.ν+π.π  
3. (πµ+2)-πµ ή µπ-µπ+2.2  
4. 5.3=15 ή µπ [18] 
5. 2µ+2π ‘η µ+µ+π+π  
6.       (µ+1)+(π+1).2  

7η 

Συµπλήρωση πίνακα 
1. (3,10), (14,21)   
2. (3,10), (14,21) ή (3,10), (13,21) µε 

γράφηµα  
 

1. Χρήση ανάλογων ποσών  
2. (3,9,5), (9,21) ή (3,10), (10,21) ή άλλο ζεύγος 

λάθος 
3.      (3,10) και το άλλο ζεύγος λάθος  

8η 

Πίνακας, διατύπωση 

κανόνα 

1. Τα χ και ψ έχουν διαφορά 7  
2. Στο χ προσθέτουµε το 7 και βγαίνει το 

ψ  
3. Σε κάθε αριθµό ψ αφαιρούµε 7 και 

βγαίνει το χ  
4. ψ-7=χ  
5. Όλα τα ζευγάρια έχουν αφαιρετέο το 7 
6. ψ=χ+7, σε 2 απαντήσεις και σχήµα,  
 

1. Ψ=αχ+β  
2. Εξήγηση µε λόγια, ασαφής  
3. Όσο αυξάνεται το χ αυξάνεται και το ψ 
4. Ψ=χ+β  
5. Τα ποσά δεν είναι ανάλογα, άρα πρέπει να είναι 

αντιστρόφως ανάλογα 
6. Τα ποσά είναι ανάλογα  
7.      Η αναλογία στις τιµές των χ και ψ είναι 2/7  

9η 

Γράφηµα [ούτε 

κέρδος, ούτε ζηµία] 

1.   5 πελάτες 
2.    (5,0) 
 

1. 0 
2. 10 
3. Το 30% των πελατών 
4. 1 
5. περίπου 15 
6. 20 ή 27 ή 30 ή 35 
7. (0,5) 
8.    Με 25 πελάτες δεν κερδίζει λίγα, αλλά ούτε και 
πολλά 

10η 

Γράφηµα [πότε έχει 

ζηµία] 

1. Κάτω από 5 
2. Χ<5 ή 5 1χ> ≥   

3. Από 1 µέχρι και 4 ή 0≤ 4 

 

1. 5 πελάτες 
2. κάποιος άλλος αριθµός όπως 25 ή –5 ‘ή 10 ή 4 ή 0 

ή 1 
3. 30 ή µε λιγότερους από 30 ή πάνω από 30 
4. 9 και κάτω ή κάτω από 100 
5. ∆εν έχει ζηµιά ή λιγότερους από την πρώτη ηµέρα 
6.     0 4 1≤ +  

11η 

Γράφηµα [πότε έχει 

κέρδος] 

1. Πάνω από 5 πελάτες 
2. Χ>5 
3. 6 έως 30 
4. 5 30≤  
 

1. 30 πελάτες 
2. 10 ή 11 και πάνω 
3. 15 πελάτες 
4. 5 30 1≤ +  
5. Από 5 έως άπειρους 
6.      Μέχρι να γεµίσει 

12η 

Γράφηµα[εύρεση του 

χ (αριθµός πελατών) 

όταν δίνεται το ψ 

(κέρδος) ] 

1. 20 πελάτες [27Β,34Γ, οι µισοί από 
αυτούς έκαναν και σχήµα] 

2. Μόνο γράφηµα [1Β, όπου φαίνεται ότι 
στο ψ=150 αντιστοιχεί χ=20] 

3.     Με σχήµα [4Β, 6Γ, γι αυτό το 
αποτέλεσµα είναι προσεγγιστικό από 16 µέχρι 
και 19] 

1. 15 [7] 
2. Ανάλογα ποσά [2] 
3. ∆ιάφοροι απαντήσεις πχ 5 ή 25 ή 12 ή 30 ή 20 και 

πάνω ή χ+30=150 
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Πίνακας 2 – Ποσοστά απαντήσεων 

 
Ερωτήσεις  Β0 

% 
Β1 
     % 

Β2 
% 

Γ0 
% 

Γ1 
% 

Γ2 
% 

Σ0 
% 

Σ1 
% 

Σ2 
% 

1η  21,5 41,8 36,7 22,1 30,9 47,1 21,8 36,7 41,5 
2η  24,1 49,4 26,6 22,1 36,8 41,2 23,1 43,5 33,3 
3η  35,4 16,5 48,1 11,8 29,4 58,8 24,5 22,4 53,1 
4η  19 21,5 59,5 27,9 17,6 54,4 23,1 19,7 57,1 
5η  21,5 17,7 60,8 23,5 47,1 29,4 22,4 31,3 46,3 
6η  60,7 29,1 10,1 42,6 47,1 10,3 52,4 37,4 10,2 
7η  60,7 19 20,3 44,1 17,6 38,2 53,1 18,4 28,6 
8η  65,8 24,1 10,1 75 17,6 7,4 70 21,1 8,8 
9η  41,8 15,2 43 35,3 23,5 41,2 38,8 19 42,2 
10η  45,6 29,1 25,3 29,4 42,6 27,9 38,1 35,4 26,5 
11η  45,6 29,1 25,3 30,9 32,4 36,8 38,8 30,6 30,6 
12η  45,6 12,7 41,8 32,4 10,3 57,4 39,5 11,6 49 

 
 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ  ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ Β ΚΑΙ Γ ΤΑΞΕΩΝ 
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Παρατηρήσεις – Σχόλια - Συµπεράσµατα 
  
Ένα συµπέρασµα που διαπιστώσουµε παρατηρώντας τα διαγράµµατα µε τις σωστές 

απαντήσεις είναι ότι το µικρότερο ποσοστό επιτυχίας είναι για τις ερωτήσεις 6 και 8. Είναι οι 
ερωτήσεις στις οποίες απαιτείται µια µορφή γενίκευσης. Η ερµηνεία εστιάζεται κατά τη 
γνώµη µας αφ’ ενός µεν στο γεγονός ότι το ζήτηµα της γενίκευσης είναι ένα από τα 
δυσκολότερα θέµατα που αντιµετωπίζουν οι µαθητές αυτής της ηλικίας στη µάθηση των 
µαθηµατικών, ειδικά στα αρχικά στάδια µάθησης της άλγεβρας, αφ’ ετέρου δε  στο γεγονός 
ότι η εκπαίδευσή µας δεν περιέχει καθόλου δραστηριότητες οι οποίες να αφορούν ζητήµατα 
γενίκευσης. Η αποτυχία στα ερωτήµατα αυτά είναι και για τις δύο τάξεις σχεδόν καθολική, 
µόνο ένα ποσοστό γύρω στο 10% ανταποκρίνεται ικανοποιητικά σ’ αυτά τα ερωτήµατα. 

 Η δεύτερη παρατήρηση είναι ότι στο ερώτηµα 4 που ζητείται από τους µαθητές να 
γράψουν σε συµβολική µορφή τα δεδοµένα µιας απλής κατάστασης τα ποσοστά των σωστών 
απαντήσεων φαίνεται να  συµφωνούν σε σχέση µε τα ποσοστά που αναφέρει η έρευνα από 
την οποία αντλήσαµε το σχετικό ερώτηµα. Το ποσοστό είναι πάνω από 50% και για τις δύο 
τάξεις, ενώ τα στοιχεία που έχουµε από την έρευνα αναφέρουν ότι το 1/3 των 17χρονων 
µαθητών µε ένα έτος άλγεβρας και το ¼ των µαθητών µε 2 έτη άλγεβρας δεν απάντησαν 
ικανοποιητικά. Επίσης στις δύο πρώτες ερωτήσεις τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων 
δείχνουν ότι υπάρχει συµφωνία σε αυτό που η βιβλιογραφία αναφέρει σε σχέση µε την 
αντιµετώπιση των αλγεβρικών παραστάσεων από τους αρχάριους στην άλγεβρα µαθητές. 

 Επιβεβαιώνεται η βιβλιογραφία σχετικά µε την αδυναµία ορισµένων µαθητών να 
αποδεχτούν το 4χ+12 ως απάντηση και συνεχίζουν γράφοντάς το σαν 16χ ή ακόµα και σαν 
16.  Συγκεκριµένα υπάρχει δυσκολία να αντιµετωπιστεί το γράµµα ως αριθµός, ο οποίος σε 
µια αλγεβρική παράσταση ακολουθεί όλους τους κανόνες του αριθµητικού συστήµατος.  

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι απαντήσεις  όπου οι µαθητές µη αποδεχόµενοι ως απάντηση 
µια ανοικτή έκφραση όπως 2χ+14, την οποία µετατρέπουν σε εξίσωση (πολλές φορές χωρίς 
καν να υπάρχει δεύτερο µέλος) και την λύνουν για να βρουν µια τιµή στο χ. Αρκετοί την τιµή 
του χ που βρίσκουν την αντικαθιστούν στον τύπο που έχουν βρει για το εµβαδόν ή για την 
περίµετρο και βρίσκουν ένα αριθµητικό αποτέλεσµα. ∆εν ενοχλούνται καθόλου αν το χ που 
βρίσκουν είναι αρνητικός αριθµός. Για παράδειγµα βρίσκουν ένα αποτελέσµατα για την 
περίµετρο – συνήθως το σωστό 14 +2χ -  και το µετατρέπουν σε εξίσωση για να βρεθεί το χ: 
γράφουν είτε 2χ=14 και χ=7 είτε -2χ=14 και χ=-7. 

Ενδιαφέρον έχουν οι απαντήσεις όπου αγνοείται εντελώς το χ και γίνεται εύρεση της 
περιµέτρου και του εµβαδού για διαστάσεις 4 και 3. 

Επίσης είναι σηµαντικό το γεγονός ότι 6 µαθητές (κυρίως της  Β τάξης) δίνουν αυθαίρετα 
µια συγκεκριµένη τιµή στο χ και κάνουν πράξεις για να υπολογίσουν το εµβαδόν και την 
περίµετρο.  

Οι παραπάνω µαθητές είναι φανερό ότι βρίσκονται ακόµα στο στάδιο των συγκεκριµένων 
ενεργειών και δεν είναι ακόµα ώριµοι να αποδεχτούν τα ‘αφηρηµένα γράµµατα’ της 
άλγεβρας ως αριθµούς, τους οποίους µε βάση κάποιους κανόνες µπορούµε να τα χειριστούµε.   

Μια άλλη ενδιαφέρουσα παρατήρηση σε 3 απαντήσεις µαθητών Γ τάξης είναι η εξής: 

γράφουν 4(χ+3)=4χ+12= 4 12 3
4 4
χ χ+ = + . Η υπόθεση που κάναµε ως προς την προέλευση 

αυτής της παρανόησης των συγκεκριµένων µαθητών, επιβεβαιώθηκε όταν ρωτήσαµε τον 
καθηγητή της τάξης ‘αν όταν δίδαξε δευτεροβάθµιες εξισώσεις, που είχαν µεγάλους 
συντελεστές συνιστούσε στους µαθητές να απλοποιούν τους συντελεστές για να προκύψει 
εξίσωση ισοδύναµη, που θα λυνόταν πιο εύκολα;’ µας απάντησε καταφατικά. Οι µαθητές 
αυτοί παρανόησαν τη διδακτική οδηγία γιατί έχουν προφανώς ασθενή κατανόηση των 
εννοιών αλγεβρική παράσταση , εξίσωση και του συµβόλου της ισότητας, που άλλοτε το 
θεωρούν ως προτροπή για µα εκτελέσουν κάποια διαδικασία και άλλοτε ως το σύµβολο που 
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ταυτίζει δύο αλγεβρικές παραστάσεις, όπως στις εξισώσεις όπου αναζητείται ο άγνωστος µε 
µια συγκεκριµένη διαδικασία.  

  Στην ερώτηση 3 οι περισσότεροι µαθητές που έδωσαν σωστές απαντήσεις το έκαναν 
λύνοντας όλες ή σχεδόν όλες τις εξισώσεις, για να καταλήξουν στο ποιες έχουν την ίδια 
λύση, έχοντας προφανώς µικρή κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο προκύπτουν ισοδύναµες 
εξισώσεις. Ελάχιστοι απάντησαν µε βάση κάποια ιδιότητα η οποία καθιστά ισοδύναµες τις 
δύο εξισώσεις 6(x-4)=10 και 3x-12=5. Μερικοί µαθητές πιθανόν να ‘είδαν’ την ισοδυναµία 
αυτών των εξισώσεων, αλλά για σιγουριά έλυσαν είτε και τις δύο είτε τη µία από αυτές. 
Κάποιοι απάντησαν ότι είναι ισοδύναµες, αλλά δεν έγραψαν πως το βρήκαν.   

Τέλος παρατηρούµε ότι οι απαντήσεις στο πρόβληµα που αφορά το γράφηµα, το οποίο 
είναι το µοντέλο µιας πραγµατικής κατάστασης, ακόµα κι αν δεν έχουν διδαχτεί καθόλου ή 
ελάχιστα τέτοια θέµατα οι µαθητές δίνουν σωστές απαντήσεις σε πολύ µεγαλύτερα ποσοστά 
από ερωτήµατα που αφορούν αφηρηµένες και τυπικού χαρακτήρα αλγεβρικές 
δραστηριότητες. Συγκεκριµένα τα ποσοστά επιτυχίας είναι για τη Β τάξη πάνω από 40% και 
για τη Γ τάξη 60% , το µεγαλύτερο ποσοστό επιτυχίας.  

΄Ένα συµπέρασµα που φαίνεται να προκύπτει από την παρούσα εργασία και είναι 
σύµφωνο µε τη µαθηµατική εκπαιδευτική βιβλιογραφία είναι ότι υπάρχει ουσιαστικό 
πρόβληµα µε τη µάθηση της άλγεβρας και των µαθηµατικών γενικότερα. Από τα 
αποτελέσµατα του test παρατηρούµε ότι σχεδόν οι µισοί µαθητές δεν µπορούν να 
απαντήσουν σε ερωτήµατα, τα οποία είναι απαραίτητα για να προχωρήσουν σε ένα επόµενο 
στάδιο µάθησης. Συνεπώς δεν είναι άνευ σηµασίας το ερώτηµα: ‘µήπως πρέπει να 
επανεξετάσουµε το τι µαθηµατικά θέλουµε να διδάξουµε, σε ποιους θέλουµε να τα διδάξουµε 
και πως θα τα διδάξουµε;’. 

Κλείνουµε µε τα λόγια του Usiskin (1994): ‘Είµαστε σε µια εξαιρετικά ασυνήθιστη εποχή 
για τα µαθηµατικά, που δεν µοιάζει µε καµία άλλη των τελευταίων 400-500 ετών. Η 
προσιτότητα των µαθηµατικών για τον πληθυσµό γενικά έχει αυξηθεί, λόγω της τεχνολογίας. 
Αυτή η πρόοδος κάνει πιθανό ότι περισσότερα µαθηµατικά από οποιαδήποτε άλλη 
προηγούµενη εποχή θα γίνουν µέρος της µαθηµατικής εκπαίδευσης καθενός και της 
καθηµερινής του παιδείας. Αλλά αυτά τα µαθηµατικά δεν θα είναι ένα υπερσύνολο αυτών 
που διδάσκονται σήµερα. Εκείνα που µπορούν να γίνουν γρήγορα και εύκολα µε τους 
υπολογιστές είναι πολύ πιθανό να εξαφανιστούν από το πρόγραµµα. Αυτά που πιθανόν να 
παραµείνουν θα είναι πιο εννοιολογικά, πιο εφαρµόσιµα και πιο οπτικά.’ 
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Summary 

 
In the literature is documented by great number of researches that it is difficult for the 
students to understand the significances of algebra. Most of the students, including 
those of above 15 years old, are not able to interpret the algebraic letters either as gen-
eralized numbers or as concrete unknown. The connection of the levels of cognitive 
development consists the main interpretation to the difficulties of students in algebra. 
It is also supported that students who for the first time are taught algebra appear to 
face many difficulties owing to the way that numerical procedures which are taught in 
primary school are not suitable in the case of algebra or even the traditional way of 
teaching which focuses in the skills of the students-do what I am doing- does not aid 
the conceptual understanding. In the introduction we present a test which was given in 
students of the second and the third class of high school and which concerns the above 
algebraic significances with view to confirm whether the difficulties that are recorded 
in the literature are concurred with the Greek reality. Most questions come from cor-
responding international researches. In this task, we are restricted in the description of 
the test based on the national literature, which includes a report and a first annotation 
of the results, and at this time we do not aim in a profound interpretation of the re-
sults. This test constitutes a part of a wider study as far as learning and teaching of 
algebra in primary high school are concerned.         

  


