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ηελ ζειίδα απηή παξαζέηνπκε ην δηάγξακκα ηεο κεζφδνπ απφ ην βηβιίν «Πψο λα ην ιχζσ» 

ηνπ G. Polya.  
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Κεθάλαιο 4ο 
 

1. Λύζη Μαθημαηικού Πποβλήμαηορ 

 

1.1. Οπιοθέηηζη ηηρ έννοιαρ: 

Αλαθεξφκαζηε ζηελ «Λχζε Μαζεκαηηθνχ Πξνβιήκαηνο» φηαλ αληηκεησπίδνπκε κηα κε-

νηθεία θαηάζηαζε, απφ ηελ νπνία δελ κπνξνχκε άκεζα λα δηακνξθψζνπκε ηξφπνπο γηα λα 

ηελ δηαπξαγκαηεπηνχκε. 

 Δπνκέλσο, ην βαζχηεξν λφεκα ηνπ φξνπ είλαη ε αλίρλεπζε ελφο δξφκνπ γηα ηελ επίιπζε ελφο 

πξνβιήκαηνο θαη φρη ε εθαξκνγή κηαο γλσζηήο ηερληθήο. Καηά ηελ δηαδηθαζία απηή ν ιχηεο 

έρεη έλα κεγάιν βαζκφ απηνλνκίαο, φπνπ αλαδεηεί δηάθνξεο δπλαηφηεηεο θαη απνθαζίδεη 

θαηάιιεια, εθκεηαιιεπφκελνο ην «απφζεκα» φισλ ησλ γλψζεσλ πνπ δηαζέηεη κε ηελ βνήζεηα 

θαηάιιεισλ ζηξαηεγηθψλ νη νπνίεο νλνκάδνληαη θαη επξεηηθέο (heuristics). 

Πξνζνρή: Σν λα ραξαθηεξίζνπκε κηα καζεκαηηθή πξφηαζε σο πξφβιεκα ή σο άζθεζε, είλαη 

κηα ελέξγεηα ππνθεηκεληθή: Όηη απνηειεί πξφβιεκα γηα θάπνηνλ κπνξεί λα είλαη άζθεζε γηα 

θάπνηνλ άιιν. Γεληθφηεξα, ζα νλνκάζνπκε πξφβιεκα κηα πξφηαζε πνπ παξνπζηάδεη έλαλ 

βαζκφ δπζθνιίαο γηα ηνπο πην πνιινχο καζεηέο καο, φπσο πεξηγξάθνπκε ζηελ πξψηε 

παξάγξαθν. 

 

1.2. Οι ιδέερ ηος G. Polya (1973 a, 1973 b,1965) : 

 

(α).  Η Μέθοδορ 

1. Καηανόηζη ηος πποβλήμαηορ. 

 (i). Ο ιχηεο πξέπεη λα δηαβάζεη ην θείκελν θαη λα «απνζπάζεη» πιεξνθνξίεο κε 

γξακκαηηθή θαη ζεκαζηνινγηθή αλάιπζε. 

 (ii). Απφ ηηο πιεξνθνξίεο απηέο, πξέπεη λα θαηαζθεπάζεη κηα εζσηεξηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ε νπνία λα πεξηέρεη ηε δεδνκέλε θαηάζηαζε, ηνπο ζηφρνπο 

θαη ηηο δηαζέζηκεο ελέξγεηεο. 

2. Δπινόηζη ενόρ ζσεδίος. 

 (i). Αλαγλψξηζε ησλ ρξήζηκσλ ζηξαηεγηθψλ. 

 (ii). Δπηινγή ηεο θαηάιιειεο ζηξαηεγηθήο αλάκεζα ζε πνιιέο δηαζέζηκεο  

3. Δκηέλεζη ηος ζσεδίος. 

       Πξαγκαηνπνίεζε ηεο επηιεγκέλεο ζηξαηεγηθήο. 

4. Αναζκόπηζη. 

       Ση έρεηο κάζεη αθνχ έιπζεο ην πξφβιεκα; 

 

(β). Η έννοια ηηρ Δςπεηικήρ (Γενική Δςπεηική): 

Δπξεηηθή ζεκαίλεη κηα γεληθή  νδεγία ή ζηξαηεγηθή αλεμάξηεηε από νπνηνδήπνηε εηδηθό ζέκα, 

πνπ βνεζά ην ιχηε λα πξνζεγγίζεη θαη λα θαηαιάβεη ην πξφβιεκα θαη λα  δηαρεηξηζηεί 

απνηειεζκαηηθά ηηο δηαζέζηκεο γλψζεηο ηνπ γηα λα ην ιχζεη. 

 Παξαδείγκαηα: 

-Υαξάμηε έλα ζρήκα. Υξεζηκνπνηήζηε θαηάιιειν ζπκβνιηζκφ. 

-Γλσξίδεηε θαλέλα ζρεηηθφ πξφβιεκα; Γλσξίδεηε θαλέλα ζεψξεκα πνπ ζα κπνξνχζε λα είλαη 

ρξήζηκν; 

-Αλ δελ κπνξείηε λα ιχζεηε ην πξφβιεκά ζαο, πξνζπαζήζηε λα ιχζεηε πξψηα έλα άιιν 

ζρεηηθφ πξφβιεκα. Θα κπνξνχζαηε λα ζθεθηείηε έλα ζρεηηθφ πξφβιεκα πην πξνζηηφ; Έλα 

γεληθφηεξν πξφβιεκα; Έλα εηδηθφηεξν; Έλα αλάινγν πξφβιεκα; 

 Πξνζνρή: Οη επξεηηθέο δελ αληηθαζηζηνχλ ηελ έιιεηςε γλψζεσλ! 

 Γηαθξίλνπκε δχν είδε επξεηηθψλ: 
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1.Σηο γεληθέο επξεηηθέο (general heuristics), δειαδή επξεηηθέο ηνπ ηχπνπ πνπ πξναλαθέξακε. 

2.Σηο εηδηθέο επξεηηθέο (task-specific heuristics), δειαδή επξεηηθέο πνπ αλαθέξνληαη ζε            

ζπγθεθξηκέλεο πεξηνρέο Μαζεκαηηθήο γλψζεο. 

Σα πξνβιήκαηα πνπ αθνινπζνχλ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο παξαδείγκαηα ζηε 

ιχζε πξνβιήκαηνο.  

 

Πποβλήμαηα 

1. Να βξεζεί ν αξηζκφο ησλ επζεηψλ πνπ  πεξηέρεη  ην  αθφινπζν ζρήκα. 

 
 

2. Απφ ην ζρήκα λα ππνινγίζεηε ην 
dx

dy
lim , φηαλ ρ .  

 
 

 

 

3. Να εμεηάζεηε αλ ηζρχεη ε ηζφηεηα (εκσ)΄=ζπλσ, φηαλ ην σ είλαη ζε κνίξεο. 
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                                                               Eπγαζία 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη θάλεηε έλα εηδηθφ κάζεκα κε ζέκα ηελ Λχζε Πξνβιήκαηνο θαη φηη ζην 

κάζεκα απηφ ζέιεηε λα δείμεηε ηελ ρξεζηκφηεηα ησλ γεληθψλ επξεηηθψλ. Να ζρεδηάζεηε έλα 

ηέηνην κάζεκα κε ηελ βνήζεηα ησλ αθφινπζσλ πξνβιεκάησλ, θαη ζην νπνίν λα 

ρξεζηκνπνηήζεηε ηελ θαηάιιειε ή ηηο θαηάιιειεο απφ ηηο επφκελεο ζηξαηεγηθέο ή άιιε πνπ 

ζα επηιέμεηε εζείο: 

 

ΠΔΝΣΔ ΣΡΑΣΗΓΙΚΔ (ΔΤΡΔΣΙΚΔ) 

Αλ δελ κπνξείο λα ιχζεηο έλα πξφβιεκα: 

 

1. Λχζε έλα απινχζηεξν πξφβιεκα  

Γνθίκαζε: 

 πγθεθξηκέλνπο αξηζκνχο 

 Δηδηθέο πεξηπηψζεηο  ειάηησζε ηεο πνιππινθφηεηαο 

 πγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο 

 

2. Λχζε έλα ζρεηηθφ πξφβιεκα 

 Μείσζε ηηο πξνυπνζέζεηο  Γελίθεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

 

3. Λχζε έλα ηζνδχλακν πξφβιεκα 

Έλαο ζπλήζεο ηξφπνο δεκηνπξγίαο ηζνδπλάκνπ πξνβιήκαηνο είλαη: 

 Δπαλαδηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο, κε: 

- Αιιαγή ‘νπηηθήο γσλίαο’ 

- Υξήζε ηεο εηο άηνπνλ απαγσγήο ή ηεο αληηζεηναληηζηξνθήο 

- ‘Έζησ φηη ην πξφβιεκα έρεη ιπζεί…(αλάιπζε θαη ζχλζεζε). 

 

4. Λχζε έλα αλάινγν πξφβιεκα 

Γνθίκαζε: 

 Αληηζηνηρία ζπγθεθξηκέλσλ ζπλζεθψλ αλάκεζα ζην πξφβιεκα πνπ πξέπεη λα ιπζεί θαη 

ζε άιιν πνπ έρεηε ιχζεη. Η ζηξαηεγηθή απηή απνζθνπεί ζην λα ρξεζηκνπνηήζεηε 

θαηάιιειεο ηδέεο ή δηαδηθαζίεο απφ ην γλσζηφ, ζην πξφβιεκα πνπ ζέιεηε λα ιχζεηε. 

 

5. Κάλε έλα ζρήκα: 

 ρεδίαζε έλα γξάθεκα, κηα γξαθηθή παξάζηαζε,  

έλα δηάγξακκα θηι. 

 Αθφκα θαη αλ έρεηο ιχζεη έλα πξφβιεκα δηαθνξεηηθά π.ρ. κε αιγεβξηθφ ηξφπν, θάλε έλα 

ζρήκα αλ απηφ είλαη δπλαηφλ. Θα απνθηήζεηο κηα θαιχηεξε θαηαλφεζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ 

 

1. Να δείμεηε φηη (1-a)(1-b)(1-c)(1-d) > 1-a-b-c-d, φπνπ a,b,c,d, πξαγκαηηθνί αξηζκνί κεηαμχ 0 

θαη 1. 

 

 

2. Αλ p, q, r, s, είλαη ζεηηθνί πξαγκαηηθνί, λα δείμεηε φηη: 
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( )( )( )( )p q r s

pqrs

2 2 2 21 1 1 1
16

   
  

 

 

3. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ α, ην ζχζηεκα:  

 

            ρ 2 - ς 2 = 0                 έρεη                          - θακηά ιχζε 

     (ρ-α) 2 + ς 2 = 1                                                 - 1 ιχζε 

                                                                               - 2 ιχζεηο 

                                                                               - 3 ιχζεηο 

                                                                               - 4 ιχζεηο 

  

4. Να εμεηάζεηε αλ ε εμίζσζε -ρ 4 + 4ρ 3  -30 = 0 έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

 

Τποδείξειρ για επγαζίερ ηων μαθηηών: 

          

Δπεςνηηικέρ δπαζηηπιόηηηερ 

 

1. Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ πνπ νξίδνπλ λ επζείεο, πνπ αλά δχν ηέκλνληαη θαη αλά 

ηξεηο δελ δηέξρνληαη απφ ην ίδην ζεκείν. 

 

2. Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ πεξηνρψλ ηνπ επηπέδνπ πνπ νξίδνπλ  λ επζείεο, νη νπνίεο αλά δχν 

ηέκλνληαη θαη αλά ηξεηο δελ δηέξρνληαη απφ ην ίδην ζεκείν. 

 

3. Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ πεξηνρψλ ηνπ ρψξνπ πνπ νξίδνπλ λ ηπραία επίπεδα ( δειαδή, 

επίπεδα πνπ αλά ηξία ηέκλνληαη ζε έλα ζεκείν θαη αλά ηέζζαξα δελ έρνπλ θνηλφ ζεκείν 

ηνκήο). 

εκείσζε: Η ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ ζηεξίδεηαη ζηελ ιχζε ησλ δχν πξνεγνπκέλσλ 

πξνβιεκάησλ. Παξφια απηά, ε ιχζε ηνπ είλαη δχζθνιε γηα πνιινχο καζεηέο. 
  

4. Πνηα είλαη ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνχ 12345678987654321; 

 

Δπεςνηηική επγαζία 

 

5. Πξφβιεκα: «Η ειάρηζηε πεξίκεηξνο» 

 

 Με πνηνλ ηξφπν πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπκε 4 ηεηξάγσλα ψζηε ην ζρήκα πνπ ζα 

πξνθχςεη λα έρεη ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν; Γηα παξάδεηγκα, αλ ηνπνζεηήζνπκε ηα ηεηξάγσλα 

φπσο ζην ζρήκα 1, ζα έρνπκε πεξίκεηξν 16. Αλ ηα ηνπνζεηήζνπκε φπσο ζην ζρήκα 2, ζα 

έρνπκε πεξίκεηξν 10. Σειηθά φκσο, ην ζρήκα 3 καο δίλεη ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν 8. 

 

 

 

 

                      ζρ.1                        ζρ.2                          ζρ.3 

 

 1.Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ πίλαθα: 
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αξηζκφο ηεηξαγψλσλ      1   2  3   4  5   6   7     8   9   10   11   12      13   14                        

                                                                                                                                         

ειάρηζηε πεξίκεηξνο      4   6   8  8                                                                                       

 

 2. Απφ ηνλ πίλαθα λα βξείηε έλαλ γεληθφ θαλφλα γηα ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν. Γηα 

παξάδεηγκα, ν θαλφλαο πνπ ζα δηαηππψζεηε ζα επηηξέπεη, ρσξίο λα θάλνπκε ζρήκα, λα 

βξίζθνπκε ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν π.ρ. 36 ηεηξαγψλσλ ή 64 ή 72 θιπ 

 

Αναζκόπηζη ηηρ ποπείαρ ηων λύζεων ηων πποηγούμενων πποβλημάηων 

Αλ εμεηάζνπκε ηνπο ηξφπνπο κε ηνπο νπνίνπο ιχζεθαλ ηα πξνεγνχκελα πξνβιήκαηα, 

κπνξνχκε λα ηνπο ζπλνςίζνπκε ζηα αθφινπζα βήκαηα: 

1. Πεηξακαηηζκφο - Παξαηήξεζε   

                                                               

2. Δπηζήκαλζε ελφο pattern                              Σα ηξία απηά βήκαηα αλήθνπλ ζηελ  

                                                                                   Δπαγσγηθή  πιινγηζηηθή                                                                        

                                                                                                                                                   

3. Αλάπηπμε κηαο εηθαζίαο   

        (Γελίθεπζε ηνπ pattern) 

                                                                                                                                                

 

4. Έιεγρνο ηεο εηθαζίαο :                                          Παξαγσγηθή  πιινγηζηηθή  

                                                         

Σα  ηέζζαξα βήκαηα είλαη γεληθά θαη ηα αθνινπζνχκε πξνθεηκέλνπ λα απαληήζνπκε ζε έλα 

καζεκαηηθφ εξψηεκα. Σα ηξία πξψηα ζηνρεχνπλ ζην λα ζπλδέζνπκε ηηο πξνεγνχκελεο 

γλψζεηο καο κε ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα θαη λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα ππφζεζε-εηθαζία. 

Σν ηειεπηαίν βήκα απνηειεί ηνλ έιεγρν ηεο εηθαζίαο θαη ην νπνίν, βήκα, ζε πνιιέο 

πεξηπηψζεηο είλαη ε γλσζηή καο απφδεημε. 

Παξαηεξήζηε φηη ε απφδεημε είλαη ην ηειεπηαίν βήκα θαη φρη ην πξψην θαη κνλαδηθφ.  

 

1.3. Ανάπηςξη ηων ιδεών ηος Polya. 

Η  αλάιπζε ησλ ζηαδίσλ ηεο κεζφδνπ ηνπ Polya κπνξεί λα γίλεη σο εμήο, βιέπε Galovich 

(1993). 

 

                                  Ι. Καηανόηζη ηος πποβλήμαηορ (Ανάλςζη).               

 1.Αλαγλψξηζε ησλ αγλψζησλ. 

 2.Γηαρσξηζκφο ησλ ππνζέζεσλ απφ ηα δεδνκέλα. 

 3.Αλαπαξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

   α. Με θαηάιιειν δηάγξακκα. 

  β. Με θαηάιιειν ζπκβνιηζκφ. 

 4.Δμέηαζε εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ. 

   α. Δπηινγή εηδηθψλ ηηκψλ κε ζθνπφ ηελ αλάπηπμε κηαο δηαηζζεηηθήο   

     πξνζέγγηζεο. 

  β. Δμέηαζε αθξαίσλ πεξηπηψζεσλ. 

  γ. Σηκέο ζε παξακέηξνπο, π.ρ. γηα λ=1,2,3,...θαη έξεπλα γηα ζπγθεθξηκέλν 

     κνληέιν (pattern). 

 5.Απινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

  α. Με ζπκκεηξία. 

  β. Με επηινγή θαηάιιεισλ κνλάδσλ. 
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                                        ΙΙ. Ανάπηςξη ενόρ ζσεδίος (Γιεπεύνηζη).               

 1.Θεψξεζε έλα ηζνδχλακν πξφβιεκα. 

   α. Αληηθαηάζηαζε θάπνησλ ζπλζεθψλ κε άιιεο ηζνδχλακεο. 

  β. πλδπαζκφο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πξνβιήκαηνο κε δηάθνξνπο ηξφπνπο. 

  γ. Δηζαγσγή βνεζεηηθψλ ζηνηρείσλ. 

  δ. Δπαλαδηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο: 

   i. Αιιαγή «νπηηθήο γσλίαο» ή ζπκβνιηζκνχ. 

   ii. Υξήζε ηεο εηο άηνπνλ απαγσγήο ή ηεο αληηζεηναληηζηξνθήο. 

   iii.Έζησ φηη ην πξφβιεκα έρεη ιπζεί, δειαδή κε ηελ ππφζεζε φηη  

      ππάξρεη κηα ιχζε θαζνξίδνληαη νη ηδηφηεηεο ηεο ιχζεο. 

 2.Δμέηαζε «ειαθξψο» ηξνπνπνηεκέλσλ πξνβιεκάησλ. 

  α. Έξεπλα γηα ππνζθνπνχο. 

  β. Αγλφεζε κηαο ζπλζήθεο θαη επαλαδηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

  γ. Αλάιπζε πεξίπησζεο (case analysis) 

 3.Δμέηαζε πξνβιεκάησλ πνπ έρνπλ ηξνπνπνηεζεί πνιχ. 

       α. Καηαζθεπή αλάινγνπ πξνβιήκαηνο κε ιηγφηεξεο κεηαβιεηέο. 

       β. Γελίθεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

  γ. Θεψξεζε φισλ ησλ κεηαβιεηψλ σο ζηαζεξψλ εθηφο κηαο, θαη εμέηαζε 

     ηεο επίδξαζήο ηεο ζην πξφβιεκα. 

  δ. Δθκεηάιιεπζε νπνηνπδήπνηε πξνβιήκαηνο κε παξφκνηα κνξθή,  

    ππφζεζε ή ζπκπέξαζκα. 

 

                                           ΙΙΙ. Δκηέλεζη ηος ζσεδίος (Δπαλήθεςζη) 

 1.Διεγρνο ζε θάζε βήκα. 

 2.Απφδεημε φηη ην θάζε βήκα είλαη ζσζηφ. 

 

                                           IV.Αναζκόπηζη (Δπαλήθεςζη). 

 1.Δθαξκνγή ησλ αθφινπζσλ εηδηθψλ ειέγρσλ ζηε ιχζε: 

   α. Υξεζηκνπνηεί φια ηα δεδνκέλα; 

  β. Αθνινπζεί θάπνηεο ινγηθέο εθηηκήζεηο ή πξνβιέςεηο; 

 2.Δθαξκνγή γεληθψλ ειέγρσλ: 

   α. Σα απνηειέζκαηα κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν; 

   β. Σα απνηειέζκαηα επαιεζεχνληαη ζε εηδηθέο πεξηπηψζεηο; 

   γ. Σα απνηειέζκαηα κπνξνχλ λα δψζνπλ γλσζηά απνηειέζκαηα, κε  

    θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνχο; 

   δ. Μπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ εμαγσγή άιισλ, γλσζηψλ,  

     ζπκπεξαζκάησλ; 
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1. 4. Λύζη Μαθημαηικού Πποβλήμαηορ (ζςνέσεια) 

 

(α). Η Λύζη Μαθημαηικού Πποβλήμαηορ ωρ Γιαδικαζία 

Σν αθφινπζν δηάγξακκα δείρλεη ηε δπλακηθή θαη «θπθιηθή» θχζε ηεο Λχζεο Πξνβιήκαηνο, 

ζχκθσλα κε ηνλ Wilson (1994). 

 

                    Δπηλφεζε ελφο                                          Δθηέιεζε ηνπ 

                         ζρεδίνπ                                                   ζρεδίνπ 

 

 

 

 

 

                    Καηαλφεζε ηνπ                                         Αλαζθφπεζε 

                     πξνβιήκαηνο 

 

 

 

 

                                          Γηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

                                                   (Problem  Posing) 

 

 

(β). Βαζικέρ ζςνιζηώζερ ηηρ λύζηρ πποβλήμαηορ: 

1. Οη δηαζέζηκεο Μαζεκαηηθέο γλψζεηο (Domain-Specific Knowledge): 

Η απνηειεζκαηηθή νξγάλσζε ησλ Γ.. ζηε καθξνπξφζεζκε κλήκε, είλαη ζεκαληηθφο 

παξάγνληαο ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

Η δηαθνξά αλάκεζα ζηνπο έκπεηξνπο θαη ζηνπο άπεηξνπο ιχηεο: Οη έκπεηξνη  επηθεληξψλνπλ 

ηελ πξνζνρή ηνπο ζηηο Μαζεκαηηθέο έλλνηεο ελψ νη άπεηξνη ζε επηθαλεηαθά ραξαθηεξηζηηθά. 

2. Οη Αιγφξηζκνη: 

Έλαο αιγφξηζκνο είλαη κηα δηαδηθαζία πνπ εθαξκφδεηαη  ζε  έλα ζπγθεθξηκέλν  ηχπν 

πξνβιεκάησλ θαη ν νπνίνο, αλ εθηειεζζεί ζσζηά, ζα καο δψζεη κία απάληεζε. Οη  

αιγφξηζκνη είλαη ζεκαληηθνί ζηα Μαζεκαηηθά γηαπηφ ε δηδαζθαιία πξέπεη λα ηνπο 

πξνβάιιεη. Πξνζνρή: Η εθηέιεζε ελφο αιγφξηζκνπ δελ είλαη Λχζε Πξνβιήκαηνο. Αληίζεηα, 

ε δηαδηθαζία  αλάπηπμεο ελφο αιγφξηζκνπ κπνξεί λα εληαρζεί ζηελ Λχζε Πξνβιήκαηνο. 

3. Οη επξεηηθέο 

Δρνπκε ήδε αλαθεξζεί ζηελ έλλνηα ησλ επξεηηθψλ. Όκσο, έξεπλεο, π.ρ. Schoenfeld (1985), 

δείρλνπλ φηη ε δηδαζθαιία ησλ επξεηηθψλ απαηηεί ρξνληθή δηάξθεηα, ρσξίο ε ρξήζε ηνπο λα 

εγγπάηαη ηελ επηηπρή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, επεηδή απαηηείηαη ε παξνπζία θαη άιισλ 

παξαγφλησλ, π.ρ. ν έιεγρνο (control). 

4. Ο έιεγρνο (control): 

Θα νλνκάζνπκε (ζπλεηδεηφ) έιεγρν, ηελ απνηειεζκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ιχηε απέλαληη 

ζην πξφβιεκα, θαη ηδηαίηεξα ηελ ζσζηή «εθκεηάιιεπζε» φισλ ησλ δηαζέζηκσλ γλψζεψλ ηνπ. 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα ν έιεγρνο αλαθέξεηαη ζηελ αλάπηπμε ελφο «κεραληζκνχ απνθάζεσλ», 

κε ηνλ νπνίν ζα γίλεηαη ε επηινγή ηεο  θαηάιιειεο  επξεηηθήο, ησλ θαηάιιεισλ Γ.., ησλ  
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αιγνξίζκσλ  θιπ. Σν πεδίν ηεο έξεπλαο πνπ αλαθέξεηαη ζην ζέκα απηφ νλνκάδεηαη 

«Μεηαγλσζηηθή» (Metacognition). 

Σα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχλ είλαη ε γξαθηθή έθθξαζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ελφο 

«άπεηξνπ» θαη ελφο «έκπεηξνπ» ιχηε θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο κε 

δχν εξσηήκαηα, Schoenfeld (1987). Σα κηθξά ηξίγσλα ζεκεηψλνπλ ηηο ζηηγκέο φπνπ ηνλ ιχηε 

απαζρνινχζαλ εξσηήκαηα ειέγρνπ φπσο π.ρ. «ηη πξέπεη λα θάλσ ηψξα;».  

 

Μπνξείηε λα δηαθξίλεηε πνην δηάγξακκα αληηζηνηρεί ζηνλ έκπεηξν θαη πνην ζηνλ άπεηξν ιχηε;  

Μηα θαιή ηδέα γηα ηνπο ηχπνπο ησλ κεηαγλσζηηθψλ απνθάζεσλ θαηά ηελ ιχζε πξνβιήκαηνο, 

καο δίλεη ν πίλαθαο «Έλα κνληέιν κεηαγλσζηηθψλ απνθάζεσλ» ηνπ Lester (1985), πνπ 

παξαηίζεηαη ζε επφκελε ζειίδα. 

5. Η ζεκαζία ηεο Αλαζθφπεζεο: 

Η αλαζθφπεζε κπνξεί λα γίλεη ην πην ζεκαληηθφ κέξνο ηεο Λχζεο Πξνβιήκαηνο, δεδνκέλνπ 

φηη ην  «ηί  έρεηο  κάζεη  αθνχ  έιπζεο  ην πξφβιεκα» είλαη, ηειηθά, απηφ πνπ έρεη  ζεκαζία. 

Οη δηαδηθαζίεο πνπ πξνάγνπλ ηε κάζεζε ζην ζηάδην απηφ είλαη: 

 -Η επέθηαζε (ηξνπνπνίεζε) ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 -Η επέθηαζε ηεο ιχζεο ζε άιια πξνβιήκαηα. 

 -Η επέθηαζε (δηεχξπλζε) ηεο ιχζεο. 

 Οη δηαδηθαζίεο απηέο κπνξνχλ λα ελζσκαησζνχλ ζηε δηδαζθαιία σο εηδηθέο εξγαζίεο 

γηα ηνπο καζεηέο. 

 

6. Η Γηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο (Problem Posing): 

Οη δηάθνξεο εθδνρέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ε «εθθψλεζε» ελφο πξνβιήκαηνο  θαζψο θαη νη 

ηξνπνπνηήζεηο πνπ κπνξνχκε λα ηεο «επηβάιινπκε», πξνζθέξνπλ ηε δπλαηφηεηα γηα Λχζε 

Πξνβιήκαηνο. 

 

7. Σα ζπζηήκαηα ησλ «πηζηεχσ» (Belief systems): 

 Θα νλνκάζνπκε «πζηήκαηα ησλ πηζηεχσ», ηελ νπηηθή γσλία κε ηελ νπνία έλα άηνκν 

αληηκεησπίδεη ηνλ θφζκν ησλ Μαζεκαηηθψλ, ηνλ ηξφπν πνπ πξνζεγγίδεη ηα Μαζεκαηηθά θαη 

ηηο Μαζεκαηηθέο δξαζηεξηφηεηεο. Σα πηζηεχσ κπνξνχλ λα θαζνξίζνπλ ηηο επηινγέο 

πξνζέγγηζεο ελφο πξνβιήκαηνο, ηηο ηερληθέο πνπ ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε ή ζα απνθχγνπκε, 

ηνλ ρξφλν πνπ ζα αθηεξψζνπκε θαη ην πφζν επίκνλα ζα εξγαζηνχκε. Γεληθά, ηα πηζηεχσ 

δεκηνπξγνχλ ην πιαίζην κέζα ζην νπνίν δξαζηεξηνπνηνχληαη νη γλψζεηο, νη επξεηηθέο θαη ν 

έιεγρνο. 

Σπία ηςπικά «πιζηεύω» και οι ζςνέπειέρ ηοςρ: 

1ν. Σα απζηεξά ή ηππηθά Μαζεκαηηθά έρνπλ πνιχ ιίγε ζρέζε, ή θαζφινπ, κε ηελ πξαγκαηηθή 

ζθέςε ή ηε ιχζε πξνβιήκαηνο. 

πλέπεηα: Αλ έλα πξφβιεκα απαηηεί κηα δηαδηθαζία αλαθάιπςεο, ηα ηππηθά Μαζεκαηηθά δε 

καο ρξεηάδνληαη! 

 



 56 

2ν. Σα πξνβιήκαηα ησλ Μαζεκαηηθψλ ιχλνληαη πάληα κέζα ζε δέθα ιεπηά ην πνιχ, ή είλαη 

άιπηα! 

πλέπεηα: Αλ νη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα ιχζνπλ έλα πξφβιεκα ζε δέθα ιεπηά, ην 

εγθαηαιείπνπλ! 

3ν. Μφλνλ νη «κεγαινθπΐεο» είλαη ηθαλέο λα αλαθαιχπηνπλ ή λα δεκηνπξγνχλ Μαζεκαηηθά. 

πλέπεηα 1ε: Αλ μεράζεηο θάηη απηφ είλαη πνιχ θαθφ γηα ζέλα γηαηί, επεηδή είζαη έλαο ηππηθφο 

καζεηήο θαη φρη κεγαινθπΐα, δελ κπνξείο λα ην βξεηο κφλνο ζνπ. 

πλέπεηα 2ε: Οη καζεηέο απνδέρνληαη ηηο δηάθνξεο κεζφδνπο επίιπζεο, ρσξίο λα 

πξνζπαζήζνπλ λα θαηαλνήζνπλ ηνπο ιφγνπο γηα ηνπο νπνίνπο νη κέζνδνη απηέο είλαη  

απνηειεζκαηηθέο. Δμάιινπ, νη  κέζνδνη  είλαη γλψζε πνπ «έξρεηαη απφ πάλσ». 

 

χλνςε: Μέζα ζηε ζεκεξηλή πξαγκαηηθφηεηα ηεο Μαζεκαηηθήο Δθπαίδεπζεο, νη «επθαηξίεο» 

γηα Λχζε Πξνβιήκαηνο πξνζθέξνληαη απφ: 

 -Σελ αλάπηπμε θαη δηεξεχλεζε αιγνξίζκσλ. 

 -Σελ Αλαζθφπεζε. 

 -Σελ Γηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 Η πην ζεκαληηθή, φκσο, ζπλεηζθνξά ηεο Λχζεο Πξνβιήκαηνο ζηελ δηδαζθαιία, 

πξνθχπηεη φηαλ ηελ ζεσξήζνπκε σο δηδαθηηθφ κνληέιν, δειαδή ε Λχζε Πξνβιήκαηνο σο 

κέζνδνο εηζαγσγήο θαη δηδαζθαιίαο Μαζεκαηηθψλ ελλνηψλ, ηδεψλ θαη αιγνξίζκσλ. 

 

Ένα μονηέλο Μεηαγνωζηικών αποθάζεων καηά ηην Λύζη Πποβλήμαηορ (Lester  1985) 

        ηάδην ηεο δηαδηθαζίαο επίιπζεο               Γείγκα κεηαγλσζηηθψλ απνθάζεσλ 

Καηανόηζη ηος πποβλήμαηορ:   

ηξαηεγηθή ζπκπεξηθνξά κε ζθνπφ ηελ 

θαηαλφεζε ηνπ πξνβιήκαηνο.                                           

1.ηξαηεγηθέο θαηαλφεζεο.                         

2. Αλάιπζε πιεξνθνξηψλ.                           

3. Αξρηθή θαη επφκελεο παξαζηάζεηο.          

4. Δθηίκεζε ηνπ επηπέδνπ δπζθνιίαο θαη 

ησλ πηζαλνηήησλ επηηπρίαο. 

 

 

Δξεπλψ γηα ιέμεηο «θιεηδηά» πνπ ζα κε  

νδεγήζνπλ ζην ηη πξέπεη λα θάλσ. Οη 

αξηζκνί είλαη κεγάινη. Σν πξφβιεκα 

κνηάδεη κε [ηχπνο πξνβιήκαηνο]. Γελ μέξσ 

πσο λα ην ιχζσ. Τπάξρνπλ πνιινί 

αξηζκνί, δελ κνηάδεη κε άιιν γλσζηφ 

πξφβιεκα. 

 

Δπινόηζη ενόρ ζσεδίος:          

Οξγάλσζε ηεο ζπκπεξηθνξάο θαη επηινγή 

ησλ ελεξγεηψλ. 

1.Αλαγλψξηζε ησλ ζηφρσλ. 

2. πλνιηθή ζρεδίαζε.                                 

3. Σνπηθή ζρεδίαζε (γηα ηελ εθηέιεζε ηνπ  

ζπλνιηθνχ ζρεδίνπ).                                    

                                   

 

 

Ννκίδσ φηη ην πξφβιεκα κνπ δεηά λα βξσ 

[...]. Μπνξψ λα ην ιχζσ αλ ππνινγίζσ 

[...]. Ννκίδσ πσο ζα πξέπεη πξψηα λα 

[πξάμε] απηνχο ηνπο αξηζκνχο. Γελ είκαη 

βέβαηνο αιιά [αιγφξηζκνο, κέζνδνο] 

κπνξεί λα ηαηξηάδεη ζε απηφλ ηνλ ηχπν 

πξνβιήκαηνο. Γελ είκαη βέβαηνο ηη πξέπεη 

λα θάλσ. Θα θάλσ κηα ππφζεζε: Σν 

πξφβιεκα είλαη [ηχπνο πξνβιήκαηνο]. Θα 

ην ιχζσ φπσο ιχλνληαη απηνχ ηνπ είδνπο 

ηα πξνβιήκαηα.                                                                               

  Δκηέλεζη ηος ζσεδίος: 

Ρχζκηζε ηεο ζπκπεξηθνξάο γηα λα              

γίλεη ζπκβαηή κε ην ζρέδην. 

1. Παξνπζίαζε ησλ ηνπηθψλ ελεξγεηψλ.     

2. Έιεγρνο ηεο πξνφδνπ θαη ηεο ζπλέπεη-         

αο ησλ ηνπηθψλ ζρεδίσλ.                          

 

Δίκαη απξφζεθηνο κε [αιγφξηζκνο]. Δίλαη 

πην θαιά λα εξγαζηψ αξγά, ην πξφβιεκα 

είλαη ζχλζεην. Απηή ε κέζνδνο δελ νδεγεί 

πνπζελά. Θα επηρεηξήζσ θάηη άιιν. 

Πξέπεη λα γξάςσ ηη θάλσ πξνθεηκέλνπ λα 
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3. Απνθάζεηο γηα ηελ εθηέιεζε, π.ρ.             

ηαρχηεηα αληί αθξίβεηαο, βαζκφο 

«θνκςφηεηαο» ηεο απφδεημεο. 

 

κελ κπεξδεπηψ. Πξέπεη λα θαηαγξάςσ ηα 

βήκαηα. 

  

 

                Αναζκόπηζη:                                

 Αξιολόγηζη ηων αποθάζεων και                

ηων αποηελεζμάηων ηος ζσεδίος.   

             

Α. Αξιολόγηζη ηηρ καηεύθςνζηρ                 

και ηηρ οπγάνωζηρ.                      

1. Δπάξθεηα ηεο αλαπαξάζηαζεο ηνπ             

πξνβιήκαηνο.                                         2. 

Δπάξθεηα ησλ απνθάζεσλ ηεο νξγά-         

λσζεο.                                                    3. 

πλέπεηα ησλ ηνπηθψλ ζρεδίσλ κε ηα  

    ζπλνιηθά. 

4. πλέπεηα ησλ ζπλνιηθψλ ζρεδίσλ κε  

ηνπο ζηφρνπο. 

     

 

  

Β. Αξιολόγηζη ηηρ εκηέλεζηρ. 

 

1. Έιεγρνο ησλ απνηειεζκάησλ  ησλ  

    ηνπηθψλ ελεξγεηψλ 

2. πλέπεηα ησλ ελδηάκεζσλ απνηειεζ- 

    κάησλ κε ηα ππάξρνληα ζρέδηα θαη ηηο 

    ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

3. πλέπεηα ησλ ηειηθψλ απνηειεζκάησλ 

    κε ηηο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

Γελ ήκνπλ πξνζεθηηθφο. Θα ήηαλ πην θαιά 

λα ειέγμσ ηα βήκαηά κνπ. Γελ είκαη 

βέβαηνο φηη απηφ ην ζρέδην είλαη 

θαηάιιειν. Θα ήηαλ πην θαιά λα ην 

ειέγμσ πάιη. Γελ είκαη βέβαηνο φηη 

θαηάιαβα ην πξφβιεκα. Θα ην 

επεμεξγαζηψ απφ ηελ αξρή. Απηή ε 

απάληεζε θαίλεηαη πνιχ κεγάιε. 

θέθηεθα πσο ήηαλ έλα [ηχπνο] 

πξφβιεκα, αιιά δελ λνκίδσ πσο είλαη 

έηζη. 

  

 

  

        

 

1.5. σεδίαζη Γιδαζκαλίαρ. 

 

1.5.1. Γενικόηεπερ ιδέερ για ηην Λύζη Πποβλήμαηορ και ηην Γιδαζκαλία. 

Όπσο έρνπκε επηζεκάλεη, κηα απφ ηηο πην ζνβαξέο ζπλέπεηεο ηνπ Κνλζηξνπθηηβηζκνχ ζηελ 

δηδαζθαιία είλαη ε αλαγθαηφηεηα ηεο απνδνρήο ελεξγεηηθψλ κεζφδσλ κάζεζεο. Ο δάζθαινο 

ησλ καζεκαηηθψλ πξέπεη λα δψζεη ηελ επθαηξία θαη ηελ δπλαηφηεηα ζηνλ καζεηή λα 

θαηαζθεπάζεη ηελ γλψζε δηακέζνπ θαηάιιεια ζρεδηαζκέλσλ Γηδαθηηθψλ Καηαζηάζεσλ. 

ηελ πεξίπησζε ησλ καζεκαηηθψλ, ελεξγεηηθέο κέζνδνη κάζεζεο ζεκαίλεη δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ κε δηαδηθαζίεο ιχζεο πξνβιήκαηνο. Πην ζπγθεθξηκέλα, καζαίλσ καζεκαηηθά 

ζεκαίλεη «θάλσ» καζεκαηηθά δειαδή δηακνξθψλσ εηθαζίεο ή πξνβιέςεηο θαη εξεπλψ αλ 

επαιεζεχνληαη ή φρη, γεληθεχσ, επηζεκαίλσ θαη εθθξάδσ κνληέια ζπκπεξηθνξάο (patterns), 

κνληεινπνηψ, «νπηηθνπνηψ» (visualizing), ηηο ηδέεο θαη έλλνηεο κε δηάθνξα αλαπαξαζηαζηαθά 

ζπζηήκαηα, ζπλδέσ ηδέεο θηι. 

Απφ ηελ άιιε κεξηά, ε έξεπλα έρεη δείμεη φηη ε επίιπζε πξνβιεκάησλ βξίζθεηαη ζε άκεζε 

ζπζρέηηζε κε ηελ αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο. Γηα παξάδεηγκα, ν Owens (1992) 
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ζεσξεί φηη ηα πξνβιήκαηα αιιά θαη ε δηαδηθαζία ιχζεο πξνβιήκαηνο κπνξνχλ λα 

δεκηνπξγήζνπλ έλα πεξηβάιινλ θαηαζθεπήο ηεο γλψζεο. Γειαδή ηα πξνβιήκαηα θαη ε ιχζε 

πξνβιήκαηνο «εγθαζηζηνχλ» ηφζν ηελ αλάγθε γηα καζεκαηηθή γλψζε φζν θαη ην πιαίζην 

κέζα ζην νπνίν νη καζεηέο καζαίλνπλ ηα καζεκαηηθά. Χζηφζν, ηα πξνβιήκαηα κπνξνχλ λα 

αλαπηχμνπλ ηε γλψζε κφλν ζηνλ βαζκφ πνπ νη καζεηέο ηα βξίζθνπλ ελδηαθέξνληα θαη 

ζεσξήζνπλ φηη ε γλψζε πνπ ζα αλαπηχμνπλ ιχλνληαο έλα ζχλνιν πξνβιεκάησλ έρεη θάπνηα 

αμία, πξαθηηθή ή ζεσξεηηθή. 

Οη Yackel, Cobb θαη Wood (1991), ζεσξνχλ φηη, απφ ηελ θνλζηξνπθηηβηζηηθή νπηηθή γσλία, 

νη καζεηέο δελ καζαίλνπλ καζεκαηηθά εζσηεξηθεχνληαο πξνζεθηηθά πξνεηνηκαζκέλεο θαη 

πιήξσο νξγαλσκέλεο θαη παξνπζηαζκέλεο έλλνηεο θαη αιγφξηζκνπο. Αληίζεηα, καζαίλνπλ 

καζεκαηηθά κε ηελ νξγάλσζε θαη επαλνξγάλσζε, απφ ηνπο ίδηνπο, ησλ δξαζηεξηνηήησλ θαη 

ησλ εκπεηξηψλ ηνπο. Αλάκεζα ζηηο δξαζηεξηφηεηεο απηέο πεξηιακβάλνληαη ηφζν νη 

δεμηφηεηεο ηεο επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο (problem solving skills) φζν θαη ε δπλαηφηεηα 

ζπλεηδεηνπνίεζεο, εθ κέξνπο ηνπο, ησλ δηαδηθαζηψλ επίιπζεο πνπ εθάξκνζαλ (metacognitive 

skills).  

Οη Cobb θαη Steffe (1993), ζεκεηψλνπλ φηη ε εθαξκνγή ηνπ θνλζηξνπθηηβηζκνχ ζηε ηάμε, 

κπνξεί λα έρεη ηελ αθφινπζε κνξθή: Ο δάζθαινο ησλ καζεκαηηθψλ δίλεη ζηνπο καζεηέο έλα 

ζχλνιν πξνβιεκάησλ, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα έλα ζχλνιν απφ δξαζηεξηφηεηεο, θαη νη καζεηέο 

εξγάδνληαη πάλσ ζηα πξνβιήκαηα. Η εξγαζία νπζηαζηηθά πεξηιακβάλεη δξαζηεξηφηεηεο 

αλαγλψξηζεο θαη εγθαηάζηαζεο κνληέισλ καζεκαηηθήο ζθέςεο φπσο θαη πξνζαξκνγήο 

ππαξρφλησλ κνληέισλ ζε λέα γλσζηηθά ζρήκαηα. Ο Balacheff (1990), ζεσξεί φηη ε 

καζεκαηηθή γλψζε θαηαζθεπάδεηαη «θάλνληαο» καζεκαηηθά, δειαδή δηακέζνπ δηαδηθαζηψλ 

ιχζεο πξνβιήκαηνο. 

Οη καζεκαηηθέο ηδέεο κπνξνχλ λα θαηαζθεπαζηνχλ απφ ηνπο καζεηέο, φηαλ είηε  εξγάδνληαη 

αηνκηθά, είηε νκαδηθά ζε νκάδεο εξγαζίαο, είηε ζπλεξγάδνληαη κε ην δάζθαιν. Πνηα 

πξνζέγγηζε ζα αθνινπζήζνπκε; Ήδε απφ πνιχ λσξίο ν Piaget είρε επηζεκάλεη ηελ αμία ηεο 

θνηλσληθήο αιιειεπίδξαζεο (social interaction) ζηελ δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο θαη ηδηαίηεξα 

ηελ αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζε καζεηέο ηεο ίδηαο ειηθίαο. Αθφκα, ν Vygotsky έρεη 

δηαηππψζεη ηελ ζέζε φηη ε γλψζε πνπ αλαπηχζζεηαη ζε έλα θνηλσληθφ πεξηβάιινλ, π.ρ. ην 

πεξηβάιινλ ηεο ηάμεο, παίδεη έλα ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ αλαπαξάζηαζε ησλ επηζηεκνληθψλ 

ελλνηψλ, δίλνληαο έηζη κεγάιε ζεκαζία ζηα θαηλφκελα αιιειεπίδξαζεο κέζα ζηελ ηάμε. Ο 

Vidakovic (1993), επηζεκαίλεη φηη νη καζεηέο πνπ εξγάζηεθαλ ζε νκάδεο εξγαζίαο 

παξνπζίαζαλ  κεγαιχηεξε επειημία θαη απνηειεζκαηηθφηεηα ζηελ θαηαζθεπήλ ελλνηψλ ηεο 

αλάιπζεο απφ άιινπο πνπ εξγάζηεθαλ κφλνη ηνπο. Η Laborde (1994) αλαθέξεη φηη ε εξγαζία 

ζε νκάδεο επλνεί ηελ αλάπηπμε πνιιψλ πξνζεγγίζεσλ θαη δηαθνξεηηθψλ νπηηθψλ γσληψλ. Η 

πην ζνβαξή, φκσο, ζπκβνιή ησλ νκάδσλ εξγαζίαο, θαηά ηε γλψκε καο, βξίζθεηαη ζην 

γεγνλφο φηη επλνεί ηελ «αλαζηνραζηηθή» δηαδηθαζία (reflexion). Θα νλνκάζνπκε «reflexion» 

ηεn δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία ν καζεηήο ζθέθηεηαη πάλσ ζηηο ελέξγεηέο ηνπ. χκθσλα κε 

ηνλ Piaget, «ν καζεηήο καζαίλεη φρη κφλν θάλνληαο αιιά θαη ζηνραδφκελνο πάλσ ζε απηά πνπ 

έρεη θάλεη». Σφζν ν Schoenferld (1983) φζν θαη ν Silver (Kilpatrick 1985), γηα λα 

αλαθέξνπκε κφλνλ δχν, έρνπλ επηζεκάλεη ηνλ ξφιν θιεηδί ησλ «Μεηαγλσζηηθψλ» 

(metacognition) δηαδηθαζηψλ ζηελ ιχζε πξνβιήκαηνο. Ο Silver κάιηζηα ηνλίδεη φηη πνιιέο 

απφ ηηο επξεηηθέο (heuristics) ηνπ Polya έρνπλ «κεηαγλσζηηθφ» ραξαθηήξα. Όκσο, νη 

δηαδηθαζίεο απηέο καζαίλνληαη. Καηά ηε γλψκε καο, ν πην απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο είλαη ε 

εξγαζία ζε κηθξέο νκάδεο. Πξάγκαηη, είλαη πην εχθνιν γηα έλα καζεηή λα ζπδεηήζεη θαη λα 

θξίλεη ηηο ζθέςεηο θαη ηηο ελέξγεηεο ησλ ζπκκαζεηψλ ηνπ παξά ηηο δηθέο ηνπ. Αθφκα, αλ 

θάπνηνο δεηήζεη βνήζεηα απφ ζπκκαζεηή ηνπ, ηφηε ν άιινο ζηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα ηνπ 

δψζεη ηηο απαξαίηεηεο πιεξνθνξίεο ή λα «ππεξαζπηζηεί» ηηο ηδέεο ηνπ ζα αξρίζεη λα 

ζθέθηεηαη πάλσ ζηηο ελέξγεηέο ηνπ καζαίλνληαο έηζη θάηη γηα ηνλ ίδην ηνπ ηνλ εαπηφ. Γηα ηνπο 
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ιφγνπο απηνχο ζα πηνζεηήζνπκε ηελ πξνζέγγηζε ηεο εξγαζίαο ζε κηθξέο νκάδεο. Σν δήηεκα 

ηεο νκαδνζπλεξγαηηθήο δηδαζθαιίαο ζα ην εμεηάζνπκε πην ιεπηνκεξεηαθά ζηελ ζεσξία ηνπ 

Vygotsky.  

Αηπρψο, ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο έρεη επηθξαηήζεη κηα «ξνκαληηθή» θαη, ζπλήζσο, απιντθή 

αληίιεςε ηεο κνξθήο: «Αθήζηε ηνπο καζεηέο λα εξγαζηνχλ κφλνη ηνπο θαη απηνί ζα 

θαηαζθεπάζνπλ ηε γλψζε» ή «Βάιηε ηνπο καζεηέο λα δνπιεχνπλ ζε νκάδεο θαη παξαθηλήζηε 

ηνπο λα ζπδεηνχλ κεηαμχ ηνπο θαζψο ζα ιχλνπλ πξνβιήκαηα». Σίπνηα ζηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ θαη ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο δελ ππνζηεξίδεη κηα ηέηνηα άπνςε. Οη 

καζεηέο δελ πξφθεηηαη λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ γλψζε ηνπο νχηε λα απνθηήζνπλ κηα 

ελεξγεηηθή θαη εξεπλεηηθή ζπκπεξηθνξά απφ ηχρε ή ζχκπησζε. Έηζη, παξά ην γεγνλφο φηη 

είλαη ρξήζηκν νη καζεηέο λα δνπιεχνπλ ζε πξνβιήκαηα θαη λα ζπδεηνχλ ηηο ηδέεο ηνπο, δελ 

είλαη αξθεηφ απηφ σο νδεγίεο γηα δηδαζθαιία. Σν εξψηεκα ζα πξέπεη λα δηαηππσζεί σο εμήο: 

Με πνηνλ ηξόπν ν δάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθώλ κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο ηνπ λα 

θαηαζθεπάζνπλ ηδέεο θαη έλλνηεο πνπ ε καζεκαηηθή θνηλόηεηα ρξεηάζηεθε ρηιηάδεο ρξόληα λα 

αλαπηύμεη;  

Δίλαη θαλεξφ φηη έλα κεγάιν κέξνο ηεο ππεπζπλφηεηαο ηνπ δαζθάινπ ησλ Μαζεκαηηθψλ 

είλαη ν ζρεδηαζκφο ησλ θαηάιιεισλ Γηδαθηηθψλ Καηαζηάζεσλ. Ο ζρεδηαζκφο ζα πξέπεη λα 

είλαη ζπκβαηφο κε ηνλ Κνλζηξνπθηηβηζκφ, δειαδή ζα πξνηείλεη δξαζηεξηφηεηεο κε ηηο νπνίεο 

ν καζεηήο αλαδεηά ηελ θαηάιιειε απάληεζε απφ έλα επξχ θάζκα επηινγψλ θαη φρη κηα 

ζπγθεθξηκέλε θαη ηππνπνηεκέλε. Καηά ηνλ ζρεδηαζκφ, ν θαζεγεηήο ησλ Μαζεκαηηθψλ 

πξέπεη λα πάξεη ηηο αθεξεκέλεο Μαζεκαηηθέο ηδέεο θαη έλλνηεο θαη λα ηηο ελζσκαηψζεη ζε 

έλα πιαίζην θαηάιιειν γηα ηνπο καζεηέο. Δπεηδή φκσο κάζεζε ζεκαίλεη, αλάκεζα ζε άιια, 

αλαγλψξηζε θαη ρξεζηκνπνίεζε ησλ ηδεψλ απηψλ ζε δηάθνξα πιαίζηα θαη θαηαζηάζεηο, ζα 

πξέπεη ζηελ ζπλέρεηα λα ηηο θαηαζηήζεη αλεμάξηεηεο απφ ηα ζπγθεθξηκέλα πιαίζηα ησλ 

πξνβιεκάησλ ζηα νπνία παξνπζηάζηεθαλ. Θα θάλεη ινηπφλ ηνλ θχθιν: Αθεξεκέλεο 

καζεκαηηθέο έλλνηεο, ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα, αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο έλλνηεο. ηνλ 

ζρεδηαζκφ ηνπ καζήκαηνο, ζα καο βνεζήζεη ε Θεσξία ησλ Γηδαθηηθψλ Καηαζηάζεσλ 

(Θ.Γ.Κ.)  ε νπνία ζπλδέεη ηε ιχζε πξνβιήκαηνο κε ηελ δηδαζθαιία. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε 

Θ.Γ.Κ. εθθξάδεη ηηο ζπλζήθεο γέλεζεο θαη αλάπηπμεο ησλ καζεκαηηθψλ γλψζεσλ ζηα 

πιαίζηα ηεο δηδαζθαιίαο, κε απνηέιεζκα λα βειηηψζνπκε ηηο πηζαλφηεηεο ηνπ καζεηή λα 

νηθνδνκήζεη ηε γλψζε. Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο Θ.Γ.Κ. ζα θάλνπκε ηελ αθφινπζε ππφζεζε ηελ 

νπνία ζπλαληήζακε θαη ζην ηέινο ηεο παξαγξάθνπ 1.3.1 Κεθ. 2, ζει. 16: Παξά ην γεγνλόο 

ησλ αηνκηθώλ δηαθνξώλ κεηαμύ ησλ καζεηώλ, ε δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο ζην ζρνιείν 

παξνπζηάδεη ζπγθεθξηκέλεο νκνηνκνξθίεο (regularities). Οη νκνηνκνξθίεο απηέο καο επηηξέπνπλ 

λα ζρεδηάζνπκε κηα δηδαθηηθή ζηξαηεγηθή ε νπνία ζα βειηηώζεη ηελ απόθηεζε ηεο γλώζεο ζε 

έλα αξηζκό καζεηώλ (Douady 1991). Η ππφζεζε απηή είλαη ινγηθή θαη ζηεξίδεηαη ζηνλ 

θνηλσληθφ ραξαθηήξα πνπ απνθηά ε γλψζε κέζα ζηελ ηάμε, φηαλ απηή λνεζεί σο κηα 

«επηζηεκνληθή» θνηλφηεηα. Γηα λα ην δηαηππψζνπκε δηαθνξεηηθά, ε εμαηνκηθεπκέλε κάζεζε 

εμαξηάηαη απφ ηε ζπιινγηθή γλψζε πνπ αλαπηχζζεηαη κέζα ζηελ ηάμε. Αθξηβψο ιφγσ ηνπ 

γεγνλφηνο απηνχ είλαη δπλαηφο ν ζρεδηαζκφο ζε πξνβιέςηκνπο ηξφπνπο δηδαζθαιίαο θαη 

κάζεζεο. Θα νλνκάζνπκε Δηδαθηηθή Καηάζηαζε, Balacheff (1984, 1989), έλα ζχλνιν 

ζρέζεσλ πνπ εγθαζίζηαηαη αλάκεζα ζε έλα καζεηή ή έλα ζχλνιν καζεηψλ, ζε έλα 

πεξηβάιινλ (πνπ πεξηέρεη, ελδερνκέλσο, δηδαθηηθά φξγαλα ή άιιν δηδαθηηθφ πιηθφ), θαη ζην 

δάζθαιν, κε ζθνπφ ηε κάζεζε θάπνηαο γλψζεο.  

 

Γιακπίνοςμε ηοςρ ακόλοςθοςρ ηύποςρ Γιδακηικών Καηαζηάζεων (Γ.Κ.) : 

Καηαζηάζεηο δξάζεο (situations for action), νη νπνίεο επλννχλ ηελ αλάπηπμε δηαηζζεηηθψλ 

αληηιήςεσλ σο πξνο θάπνην ζέκα, κε ηε βνήζεηα ζπγθεθξηκέλσλ ελεξγεηψλ. Ο ζηφρνο ησλ 
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θαηαζηάζεσλ δξάζεο είλαη ε εκπεηξηθή - πξψηε - πξνζέγγηζε ησλ ηδεψλ θαη ελλνηψλ θαη 

ρξεζηκεχνπλ σο κνληέια ελεξγεηψλ απαξαίηεηα γηα ηελ εηζαγσγή δηδαθηηθψλ δηαδηθαζηψλ.  

Καηαζηάζεηο δηαηχπσζεο (situations for formulation), νη νπνίεο επλννχλ ηελ πξνζπάζεηα γηα 

ξεηή πεξηγξαθή ή αλαθνίλσζε πξνο άιινπο ησλ αληηιήςεσλ ή ησλ απνθάζεσλ ηνπ 

ππνθεηκέλνπ. 

Καηαζηάζεηο επηθνηλσλίαο (situations for communication), θαηαζηάζεηο δηαηχπσζεο κε 

ζαθείο θνηλσληθέο δηαζηάζεηο: πδήηεζε θαη αληαιιαγή απφςεσλ.  

Καηαζηάζεηο επηθχξσζεο (situations for validation), νη νπνίεο απαηηνχλ απφ ην καζεηή λα 

ζεκειηψζεη, λα απνδείμεη ηνπο ηζρπξηζκνχο ηνπ θαη λα εθθξάζεη ζαθψο ηηο δηαδηθαζίεο πνπ 

ρξεζηκνπνηεί γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Καηαζηάζεηο απφθαζεο (situations for decision), είλαη θαηαζηάζεηο επηθχξσζεο ζηηο νπνίεο 

ππάξρεη κηα εζσηεξηθή αλάγθε γηα αθξίβεηα θαη ζαθήλεηα, ρσξίο φκσο λα απαηηείηαη ξεηά κηα 

απφδεημε.  

Καηαζηάζεηο ζεζκνπνίεζεο (situations for institutionalization), νη νπνίεο απνζθνπνχλ ζην λα 

δψζνπλ ην ραξαθηήξα «θαζηεξσκέλεο» γλψζεο -γλψζεο απνδεθηήο απφ ηε Μαζεκαηηθή 

Κνηλφηεηα - ζε πξνζσπηθέο γλψζεηο πνπ αλαπηχρζεθαλ θαηά ηε δηάξθεηα ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ ηεο ηάμεο. 

Όπσο έρνπκε επηζεκάλεη, νη Γ.Κ. είλαη εξγαιεία ζρεδηαζκνχ. Αο δνχκε ηψξα δεηήκαηα πνπ 

αθνξνχλ ζηνλ ίδην ην ζρεδηαζκφ. 

 

ςνέπειερ ηηρ θεωπίαρ ηων Γ. Κ. 

1. Μαο βνεζάεη λα πξνβιέςνπκε ηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηψλ. 

2. Δξκελεχεη θάπνηεο αλππέξβιεηεο δπζθνιίεο ηεο δηδαζθαιίαο ή θάπνηα απνθιίλνληα 

θαηλφκελα (π.ρ. ε παξνπζία εκπνδίσλ). 

3. Γηαζαθελίδεη ηα γλσζηηθά  θαη  επηζηεκνινγηθά  πξναπαηηνχκελα ηνπ καζεηή. 

4. Παξάγεη θαηαζηάζεηο αλαθνηλψζηκεο θαη εθαξκφζηκεο. 

 

4.5.2. Η Τποθεηική Μαθηζιακή Σποσιά  (Martin Simon, 1995). 

Με ηνλ φξν Τ.Μ.Σ. ελλννχκε ηελ πξφβιεςε ηνπ δαζθάινπ γηα ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 

κπνξεί λα αλαπηπρζεί ε κάζεζε. Δίλαη ππνζεηηθή, επεηδή ε πξαγκαηηθή ηξνρηά (πνξεία) πνπ 

ζα πάξεη ε κάζεζε ζηελ ηάμε δελ είλαη βέβαηε εθ ησλ πξνηέξσλ. Η Τ.Μ.Σ. απνηειείηαη απφ 

ηηο αθφινπζεο ζπληζηψζεο: 

 1. Μαζεζηαθφο ζηφρνο: Οξίδεη κηα θαηεχζπλζε γηα ηελ πνξεία ηεο κάζεζεο.   

2. Μαζεζηαθέο δξαζηεξηφηεηεο. 

 3. Τπνζέζεηο γηα ηε δηαδηθαζία κάζεζεο: Πξφβιεςε γηα ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζα 

εμειηρζεί ε ζθέςε θαη ε θαηαλφεζε ησλ καζεηψλ.   

 Η δεκηνπξγία θαη ε ζπλερήο ηξνπνπνίεζε ηεο Τ.Μ.Σ. είλαη ην θεληξηθφ ζέκα ηνπ 

ζρεδηαζκνχ κηα δηδαζθαιίαο. Η έλλνηα ηεο ππνζεηηθήο ηξνρηάο δε ζεκαίλεη φηη ν δάζθαινο 

πξνσζεί πάληα έλαλ ζηφρν θάζε θνξά ή φηη ζεσξεί κφλνλ κηα ηξνρηά. Αληίζεηα, απηφ 

ζεκαίλεη φηη ππάξρεη έλαο ζηφρνο θαη κηα ινγηθή ζηελ πξνζέγγηζή ηνπ. Οη πξνυπνζέζεηο γηα 

ην ζρεδηαζκφ κηαο ζπγθξνηεκέλεο Τ.Μ.Σ. είλαη: 

 1. Οη καζεκαηηθέο γλψζεηο ηνπ δαζθάινπ. 

 2. Οη γλψζεηο ηνπ γηα ηηο γηα ηα είδε ησλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ έρεη ζηε δηάζεζή ηνπ. 

 3. Οη ππνζέζεηο πνπ θάλεη γηα ηηο γλψζεηο ησλ καζεηψλ ηνπ γεληθά αιιά θαη γηα ηηο 

εηδηθέο γλψζεηο ηνπο σο πξνο έλα ζπγθεθξηκέλν ζέκα. 

 4. Οη ζεσξίεο γηα ηε κάζεζε θαη ηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ πνπ έρεη πηνζεηήζεη 

ζπλεηδεηά ή φρη. 
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 Πξνζνρή. Δπηζηξέθνληαο θαη πάιη ζην βαζηθφ δήηεκα ησλ Γ. Κ., ηνλίδνπκε φηη νη 

δηδαθηηθέο θαηαζηάζεηο πξέπεη λα ζρεδηάδνληαη πξνζεθηηθά, πξνθεηκέλνπ λα απνθεχγνληαη νη  

αθφινπζεο  αλεπηζχκεηεο ζπλέπεηεο: 

 1. Να απνθεύγνληαη θαηαζηάζεηο πνπ νδεγνύλ ζε γλώζε «θπζηνινγηθή» θαη 

«αλακελόκελε». Γηαηί έηζη ράλνληαη ηα θίλεηξα ηεο κάζεζεο. 

 2. Να απνθεύγνληαη θαηαζηάζεηο κέζα από ηηο νπνίεο ε γλώζε θαίλεηαη λα παξάγεηαη κε 

δηάθνξα «ηερλάζκαηα», γηαηί έηζη ράλεηαη ην λόεκα ηεο γλώζεο. 

 

ΠΡΟΟΥΗ: ΗΜΑΝΣΙΚΗ ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ 

Όπσο παξαηεξήζακε ζηηο ζεκεηψζεηο ηνπ πξψηνπ ηεηξακήλνπ, Κεθ. 3
ν
 ζην ηέινο ηεο 

εηζαγσγήο, ε επηθνηλσληαθή πξνζέγγηζε καο δίλεη κηα λέα νπηηθή γηα ηελ ιχζε πξνβιήκαηνο. 

Σελ βιέπνπκε δηακέζνπ ηεο νκαδνζπλεξγαηηθήο δηδαζθαιίαο, άξα επεξεάδεηαη πνιχ απφ ηνλ 

δηάινγν. Δπνκέλσο, πξέπεη λα ηξνπνπνηήζνπκε ηελ αληίιεςε φηη ε ιχζε πξνβιήκαηνο 

απνηειείηαη απφ κηα ζηαζεξή ζεηξά ηξφπσλ ζθέςεο θαη ελεξγεηψλ. Γηα παξάδεηγκα, βιέπε ηελ 

κέζνδν ηνπ Polya ή ηελ αλάιπζε ηεο κεζφδνπ ζηελ παξάγξαθν 1.3. νη νπνίεο δεκηνπξγνχλ 

απηή ηελ αληίιεςε. Όκσο, ε κέζνδνο ηνπ Polya καο δίλεη έλαλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κπνξνύκε 

λα ζπλδέζνπκε ηελ ππάξρνπζα γλώζε κε ηελ λέα πξνθεηκέλνπ λα ιύζνπκε έλα πξόβιεκα πνπ ην 

ζπλαληάκε γηα πξώηε θνξά. Από ηελ άπνςε απηή ε κέζνδνο εμαθνινπζεί λα είλαη πνιύ ρξήζηκε 

θαη κπνξεί λα ζπλδεζεί κε ην πιαίζην ζηήξημεο (scaffolding-βιέπε ζει. 79).  

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ 

 

1. (α). Να επηζεκάλεηε έλα θαηλφκελν ην νπνίν λα πεξηγξάθεηαη καζεκαηηθά απφ ηελ 

αθφινπζε θακπχιε. 

      (β). Να βξείηε ηελ ζπλάξηεζε πνπ έρεη γξαθηθή παξάζηαζε ηελ θακπχιε απηή.  
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2. (α). ην αθφινπζν ζρήκα, λα εμεηάζεηε αλ ε θακπχιε είλαη γξαθηθή παξάζηαζε εθζεηηθήο 

ζπλάξηεζεο θαη λα δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

    (β).  Αλ είλαη, λα βξείηε ηελ εμίζσζή ηεο. 
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