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6 Ακραία σηµεία

6.1 Ακραία και εκτεθειµένα σηµεία

Ορισµός 6.1.1 (ακραία σηµεία – έδρες). (α) ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Ενα σηµείο

x ∈ C λέγεται ακραίο σηµείο του C αν δεν περιέχεται στο εσωτερικό κάποιου ευθύγραµµου τµήµατος του

οποίου τα άκρα ανήκουν στο C.

Για να ελέγξουµε ότι το x ∈ C είναι ακραίο σηµείο του C αρκεί, ισοδύναµα, να ελέγξουµε το εξής: αν

y, z ∈ C και x = (1 − t)y + t z για κάποιο 0 < t < 1, τότε y = z = x (παρατηρήστε ότι αν y , z τότε το

ευθύγραµµο τµήµα [y, z] είναι µη τετριµµένο και για κάθε 0 < t < 1 το (1 − t)y + t z είναι εσωτερικό του

σηµείο).

Γράφουµε ext(C) για το σύνολο των ακραίων σηµείων του C. Παραδείγµατα: τα ακραία σηµεία ενός

δίσκου είναι όλα τα σηµεία της περιφέρειάς του και τα ακραία σηµεία ενός κύβου είναι οι κορυφές του.

΄Ενα κλειστό κυρτό σύνολο µπορεί να µην έχει ακραία σηµεία : αν ϑεωρήσετε οποιονδήποτε κλειστό

ηµίχωρο G τότε ext(G) = ∅.

(ϐ) Γενικότερα, ένα κυρτό υποσύνολο F ⊆ C λέγεται έδρα του C αν ισχύει το εξής: αν y, z ∈ C
και x = (1 − t)y + t z για κάποιο 0 < t < 1, τότε y, z ∈ F. Μία έδρα F του C λέγεται k-έδρα αν

dim(aff(F)) = k . Από τους ορισµούς είναι ϕανερό ότι x ∈ ext(C) αν και µόνο αν το µονοσύνολο {x}
είναι 0-έδρα του C.

Λήµµα 6.1.2. ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Ενα σηµείο x ∈ C είναι ακραίο σηµείο του C
αν και µόνο αν το σύνολο C \ {x} είναι κυρτό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι x ∈ ext(C). ΄Εστω y, z ∈ C \ {x} και έστω t ∈ (0,1). Από την κυρτότητα

του C έχουµε (1 − t)y + t z ∈ C. Από την άλλη πλευρά, (1 − t)y + t z , x, αφού το x είναι ακραίο σηµείο

του C και y, z , x. ΄Επεται ότι (1 − t)y + t z ∈ C \ {x}. Αυτό αποδεικνύει ότι το C \ {x} είναι κυρτό.

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι το C \ {x} είναι κυρτό. Αν x < ext(C), τότε υπάρχουν y, z ∈ C ώστε

το x να είναι εσωτερικό σηµείο του [y, z]. ΄Οµως τότε, y, z ∈ C \ {x}, και από την υπόθεση παίρνουµε

x ∈ [y, z] ⊆ C \ {x}, το οποίο είναι άτοπο. □

Ορισµός 6.1.3 (εκτεθειµένα σηµεία). ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Ενα σηµείο x ∈ C
λέγεται εκτεθειµένο σηµείο του C αν υπάρχει υπερεπίπεδο H ώστε το H να στηρίζει το C και το x να

είναι το µοναδικό κοινό σηµείο των C και H : δηλαδή, C ∩ H = {x}. Γράφουµε exp(C) για το σύνολο των

εκτεθειµένων σηµείων του C.

Λήµµα 6.1.4. ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. Κάθε εκτεθειµένο σηµείο του C είναι ακραίο

σηµείο του C. ∆ηλαδή,

(6.1.1) exp(C) ⊆ ext(C).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ exp(C). Τότε, υπάρχουν 0 , u ∈ Rn και α ∈ R ώστε

(6.1.2) ⟨x,u⟩ = α

και

(6.1.3) ⟨w,u⟩ < α για κάθε w ∈ C \ {x}.
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Υποθέτουµε ότι x = (1 − t)y + t z για κάποια y, z ∈ C και 0 < t < 1. Τότε,

(6.1.4) α = ⟨x,u⟩ = (1 − t)⟨y,u⟩ + t⟨z,u⟩ ≤ (1 − t)α + tα = α.

Αφού 0 < t < 1, αυτό σηµαίνει ότι ⟨y,u⟩ = ⟨z,u⟩ = α. Από την (6.1.3) έπεται ότι y = z = x. ∆ηλαδή,

x ∈ ext(C). □

Σηµείωση: Ο εγκλεισµός µπορεί να είναι γνήσιος. Θεωρήστε τα σύνολα

C1 = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, y = 1 +
√

1 − x2}

C2 = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, y = −1 −
√

1 − x2},

και την κυρτή τους ϑήκη C = conv(C1 ∪ C2). Τότε, (±1,±1) ∈ ext(C) \ exp(C). Θα δείξουµε όµως ότι

στην περίπτωση ενός κυρτού συµπαγούς συνόλου, το σύνολο των εκτεθειµένων σηµείων είναι πυκνό στο

σύνολο των ακραίων σηµείων.

Θεώρηµα 6.1.5 (Straszewicz). ΄Εστω K ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(6.1.5) exp(K ) ⊇ ext(K ).

Σηµείωση: Το σύνολο των ακραίων σηµείων ενός συµπαγούς κυρτού υποσυνόλου του Rn (n ≥ 3) µπορεί

να µην είναι κλειστό : για παράδειγµα ϑεωρήστε το δίσκο D = {(x, y,0) ∈ R3 : (x − 1)2 + y2 = 1} και

το συµπαγές κυρτό σύνολο K = conv(D ∪ (0,0,±1)). ∆είξτε ότι το ext(K ) = exp(K ) δεν είναι κλειστό

σύνολο. Συνεπώς, ο εγκλεισµός exp(K ) ⊇ ext(K ) του Θεωρήµατος 6.1.5 δεν µπορεί να αντικατασταθεί

µε ισότητα.

Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί σε µία σειρά από λήµµατα που παρουσιάζουν ανεξάρτητο ενδιαφέρον. Το πρώτο

δίνει έναν χαρακτηρισµό των ακραίων σηµείων ενός συµπαγούς κυρτού συνόλου.

Λήµµα 6.1.6. ΄Εστω K ένα κυρτό συµπαγές υποσύνολο του Rn. ΄Ενα σηµείο x ∈ K είναι ακραίο σηµείο του

K αν και µόνο αν για κάθε r > 0 υπάρχει ανοικτός ηµίχωρος G του Rn ώστε x ∈ G και K ∩ G ⊆ B(x,r).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι x ∈ ext(K ) και ότι r > 0. Τότε, το K \ B(x,r) είναι συµπαγές, άρα το

σύνολο

(6.1.6) L = conv(K \ B(x,r))

είναι κυρτό και συµπαγές.

Παρατηρήστε ότι x < L. Αλλιώς, αφού x ∈ ext(K ), από το Λήµµα 6.1.2 ϑα είχαµε

(6.1.7) x ∈ conv(K \ B(x,r)) ⊆ conv(K \ {x}) = K \ {x},

το οποίο είναι άτοπο. Αφού x < L, τα L και x διαχωρίζονται αυστηρά. Συνεπώς, υπάρχει ανοικτός ηµίχωρος

G ώστε x ∈ G και G ∩ L = ∅. Τότε,

(6.1.8) (K \ B(x,r)) ∩ G = ∅, άρα K \ B(x,r) ⊆ Gc.

΄Επεται ότι K ∩ G ⊆ B(x,r).

Αντίστροφα: έστω ότι x < ext(K ). Τότε, υπάρχουν y , z στο K ώστε x ∈ (y, z). Μπορούµε λοιπόν να

ϐρούµε r > 0 αρκετά µικρό ώστε τα y και z να µην ανήκουν στην B(x,r).
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Από την υπόθεση, υπάρχει ανοικτός ηµίχωρος G µε την ιδιότητα: x ∈ G και K ∩ G ⊆ B(x,r). Αφού

y, z < B(x,r), έχουµε y, z ∈ Gc. ΄Οµως, το Gc είναι κυρτό (κλειστός ηµίχωρος). ΄Αρα, [y, z] ⊆ Gc.

∆ηλαδή, x ∈ Gc, το οποίο είναι άτοπο. □

Το επόµενο λήµµα περιγράφει µία «µέθοδο εντοπισµού εκτεθειµένων σηµείων» ενός κυρτού συµπαγούς

συνόλου.

Λήµµα 6.1.7. ΄Εστω K ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Εστω w ∈ Rn. Θεωρούµε z ∈ K το οποίο

έχει τη µέγιστη δυνατή απόσταση από το w:

(6.1.9) ∥z − w∥2 = max{∥y − w∥2 : y ∈ K }

(παρατηρήστε ότι τέτοια σηµεία υπάρχουν, αφού το K είναι συµπαγές και η y 7→ ∥y −w∥2 είναι συνεχής).

Τότε, z ∈ exp(K ).

Απόδειξη. Για κάθε y ∈ K έχουµε

(6.1.10) ∥z − w∥22 ≥ ∥y − w∥
2
2 = ∥(y − z) + (z − w)∥22 ,

δηλαδή

(6.1.11) ∥z − w∥22 ≥ ∥y − z∥22 + 2⟨y − z, z − w⟩ + ∥z − w∥22 .

΄Αρα, για κάθε y ∈ K έχουµε

(6.1.12) 2(⟨y, z − w⟩ − ⟨z, z − w⟩) + ∥y − z∥22 ≤ 0.

΄Επεται ότι

(6.1.13) ⟨y, z − w⟩ ≤ α := ⟨z, z − w⟩

για κάθε y ∈ K . ∆ηλαδή, το

(6.1.14) H = {x ∈ Rn : ⟨x, z − w⟩ = α}

στηρίζει το K στο z. Επιπλέον, αν ⟨y, z − w⟩ = α για κάποιο y ∈ K τότε, επιστρέφοντας στην (6.1.12)

ϐλέπουµε ότι ∥y − z∥22 ≤ 0, δηλαδή y = z. ΄Αρα, K ∩ H = {z}, το οποίο δείχνει ότι το z είναι εκτεθειµένο

σηµείο του K . □

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 6.1.7 παίρνουµε το εξής.

Λήµµα 6.1.8. ΄Εστω K ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν G είναι ένας ανοικτός ηµίχωρος του

Rn µε την ιδιότητα K ∩ G , ∅, τότε exp(K ) ∩ G , ∅.

Απόδειξη. Θέτουµε D = diam(K ) και γράφουµε τον G στη µορφή

(6.1.15) G = {x ∈ Rn : ⟨x,u⟩ < α},

όπου 0 , u ∈ Rn και α ∈ R. ΄Εστω x ∈ K ∩ G. Θα επιλέξουµε λ > 0 κατάλληλα µεγάλο και ϑα

χρησιµοποιήσουµε το προηγούµενο Λήµµα για το w = x + λu.

Θεωρούµε z ∈ K το οποίο έχει τη µεγαλύτερη δυνατή απόσταση από το w. Από το Λήµµα 6.1.7 έχουµε

z ∈ exp(K ). Μένει λοιπόν να δείξουµε ότι z ∈ G. Αφού

(6.1.16) ∥z − w∥2 ≥ ∥x − w∥2,
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αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε y ∈ K ∩ Gc ισχύει

(6.1.17) ∥y − w∥2 < ∥x − w∥2.

Παρατηρούµε ότι αν y ∈ K ∩ Gc τότε ⟨y,u⟩ ≥ α, οπότε

(6.1.18) ∥y − w∥22 = ∥y − x − λu∥22 = ∥y − x∥22 − 2λ⟨y − x,u⟩ + ∥x − w∥22

αφού λu = w − x. Αρκεί λοιπόν να εξασφαλίσουµε ότι

(6.1.19) ∥y − x∥22 < 2λ(⟨y,u⟩ − ⟨x,u⟩)

για κάθε y ∈ K ∩ Gc. Αφού ∥y − x∥2 ≤ D και ⟨y,u⟩ − ⟨x,u⟩ ≥ α − ⟨x,u⟩ > 0, αρκεί να επιλέξουµε το

λ > 0 αρκετά µεγάλο ώστε να ισχύει η

(6.1.20) D2 < 2λ(α − ⟨x,u⟩).

Τότε, η (6.1.17) ισχύει για κάθε y ∈ K ∩ Gc, και από την (6.1.16) έχουµε z ∈ exp(K ) ∩ G. □

Απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.5: ΄Εστω x ∈ ext(K ). Θα δείξουµε ότι για κάθε r > 0 ισχύει B(x,r) ∩
exp(K ) , ∅. Από το Λήµµα 6.1.6 υπάρχει ανοικτός ηµίχωρος G ώστε

(6.1.21) x ∈ G και K ∩ G ⊆ B(x,r).

Αφού K ∩ G , ∅, από το Λήµµα 6.1.8 υπάρχει

(6.1.22) z ∈ exp(K ) ώστε z ∈ G.

Αφού z ∈ K ∩ G, από την (6.1.21) συµπεραίνουµε ότι z ∈ B◦(x,r). ∆ηλαδή,

(6.1.23) B(x,r) ∩ exp(K ) , ∅.

Αφού το r > 0 ήταν τυχόν, ϐλέπουµε ότι x ∈ exp(K ). □

Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της Παραγράφου είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα του Minkowski.

Θεώρηµα 6.1.9 (Minkowski). ΄Εστω K ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε, το K είναι η κυρτή

ϑήκη των ακραίων σηµείων του:

(6.1.24) K = conv(ext(K )).

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή ως προς τη διάσταση d = dim(aff(K )) της αφινικής ϑήκης του

K . Αν d = 0, τότε το K είναι µονοσύνολο και ο ισχυρισµός του ϑεωρήµατος ισχύει προφανώς. Υποθέτουµε

λοιπόν ότι η διάσταση του K είναι d > 0 και ότι το ϑεώρηµα ισχύει για όλα τα συµπαγή κυρτά υποσύνολα

του Rn που έχουν αφινική διάσταση µικρότερη από d.

΄Εστω x ∈ K . Αν το x είναι ακραίο σηµείο του K τότε, προφανώς, x ∈ conv(ext(K )). Υποθέτουµε λοιπόν

ότι x ∈ K \ ext(K ).

Τότε, υπάρχει ευθεία ℓ ώστε το x να είναι εσωτερικό σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος [y, z] = ℓ ∩ K .

Το y ανήκει στο σχετικό σύνορο του K στην aff(K ). Τότε, υπάρχουν 0 , u ∈ aff(K ) και α ∈ R ώστε

(6.1.25) ⟨w,u⟩ ≤ α = ⟨y,u⟩
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για κάθε w ∈ K . Θεωρούµε το υπερεπίπεδο Hy = {v ∈ aff(K ) : ⟨v,u⟩ = α} του aff(K ) και το K ∩ Hy .

Το K ∩ Hy είναι µη κενό, κυρτό και συµπαγές σύνολο µε διάσταση µικρότερη από d. ΄Αρα, είναι η κυρτή

ϑήκη των ακραίων σηµείων του. Αφού y ∈ K ∩ Hy , το y γράφεται σαν κυρτός συνδυασµός ακραίων

σηµείων του K ∩ Hy . Αν λοιπόν δείξουµε ότι κάθε ακραίο σηµείο του K ∩ Hy είναι ακραίο σηµείο του K ,

ϑα έχουµε δείξει ότι y ∈ conv(ext(K )).

΄Εστω w ακραίο σηµείο του K ∩ Hy και ας υποθέσουµε ότι w = (1− t)w1 + tw2 για κάποια w1,w2 ∈ K και

0 < t < 1. Τότε,

(6.1.26) α = ⟨w,u⟩ = (1 − t)⟨w1,u⟩ + t⟨w2,u⟩ ≤ (1 − t)α + tα = α,

απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι ⟨w1,u⟩ = ⟨w2,u⟩ = α, δηλαδή, w1,w2 ∈ K ∩ Hy . ΄Οµως το w είναι ακραίο σηµείο

του K ∩ Hy , άρα w1 = w2 = w. Αυτό αποδεικνύει ότι w ∈ ext(K ).

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι z ∈ conv(ext(K )). Αφού x ∈ [y, z], έπεται ότι

(6.1.27) x ∈ conv({y, z}) ⊆ conv(ext(K )).

Το x ∈ K \ ext(K ) ήταν τυχόν, άρα K ⊆ conv(ext(K )). □

Σηµείωση: Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα του Καραθεοδωρή ϐλέπουµε ότι αν K είναι ένα συµπαγές

κυρτό υποσύνολο του Rn τότε κάθε x ∈ K γράφεται σαν κυρτός συνδυασµός το πολύ n + 1 ακραίων

σηµείων του K .

΄Ενας άλλος τρόπος διατύπωσης του ϑεωρήµατος του Minkowski είναι ο εξής.

Πόρισµα 6.1.10. ΄Εστω K ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω M ⊆ K . Τότε,

(6.1.28) K = conv(M) αν και µόνο αν M ⊇ ext(K ).

Απόδειξη. Αφού το K είναι κυρτό και M ⊆ K , έχουµε K ⊇ conv(M). Παρατηρούµε ότι αν M ⊇ ext(K )
τότε

(6.1.29) K ⊇ conv(M) ⊇ conv(ext(K )) = K.

Αντίστροφα, αν K = conv(M) και υπάρχει x ∈ ext(K ) \ M , τότε από την κυρτότητα του K \ {x} (Λήµµα

6.1.2) και την M ⊆ K \ {x} παίρνουµε

(6.1.30) K = conv(M) ⊆ conv(K \ {x}) = K \ {x},

το οποίο είναι άτοπο. □

Πόρισµα 6.1.11. ΄Εστω K ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω M ⊆ K . Τότε,

(6.1.31) K = conv(exp(K )).

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα του Straszewicz έχουµε ext(K ) ⊆ exp(K ). Παρατηρήστε ότι, γενικά,

conv(A) ⊆ conv(A). ΄Αρα,

(6.1.32) K = conv(ext(K )) ⊆ conv(exp(K )) ⊆ conv(exp(K )) ⊆ K.

∆ηλαδή, K = conv(exp(K )). □

Πολλές από τις εφαρµογές του Θεωρήµατος του Minkowski ϐασίζονται στην επόµενη απλή Πρόταση.
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Πρόταση 6.1.12. ΄Εστω K ένα µη κενό, συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν f : K → R είναι µία

συνεχής κυρτή συνάρτηση και αν M = max{ f (x) : x ∈ K }, τότε υπάρχει ακραίο σηµείο z του K ώστε

f (z) = M .

Απόδειξη. Αφού το K είναι συµπαγές και η f είναι συνεχής, υπάρχει x ∈ K ώστε f (x) = M . Αφού

x ∈ K = conv(ext(K )), υπάρχουν z1, . . . , zm ∈ ext(K ) και ti ≥ 0 µε t1 + · · · + tm = 1 ώστε x =
t1z1 + · · · + tmzm. Από την κυρτότητα της f έχουµε

(6.1.33) M = f (x) = f (t1z1 + · · · + tmzm) ≤
m∑

i=1

ti f (zi) ≤ max
1≤i≤m

f (zi) ≤ M.

΄Αρα, υπάρχει i ≤ m ώστε f (zi) = M (ακριβέστερα, έχουµε f (zi) = M για όλους τους δείκτες i ≤ m
που ικανοποιούν την ti > 0). □

6.2 Πολύτοπα και πολύεδρα

Στην §2.1 ορίσαµε την κλάση των πολυτόπων και την κλάση των πολυέδρων στον n-διάστατο Ευκλείδειο

χώρο.

(α) Πολύτοπο στον Rn είναι η κυρτή ϑήκη ενός πεπερασµένου συνόλου S σηµείων του Rn.

(ϐ) Πολύεδρο στον Rn είναι µία «πεπερασµένη τοµή ηµιχώρων», δηλαδή ένα σύνολο της µορφής

(6.2.1) P = {x ∈ Rn : ⟨x,ui⟩ ≤ αi για i = 1, . . . ,m}

όπου m ∈ N, u1, . . . ,um είναι µη µηδενικά διανύσµατα στον Rn και α1, . . . ,αm ∈ R.

Σκοπός µας σε αυτή την παράγραφο είναι να δείξουµε ότι η κλάση των ϕραγµένων πολυέδρων και η

κλάση των πολυτόπων συµπίπτουν. Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί στο εξής Λήµµα.

Λήµµα 6.2.1. ΄Εστω P το πολύεδρο

(6.2.2) P = {x ∈ Rn : ⟨x,ui⟩ ≤ αi, i = 1, . . . ,m}.

Για κάθε y ∈ P ορίζουµε

(6.2.3) I (y) = {i ≤ m : ⟨y,ui⟩ = αi}.

Τότε, y ∈ ext(P) αν και µόνο αν το σύνολο {ui : i ∈ I (y)} παράγει τονRn. Ειδικότερα, για κάθε y ∈ ext(P)
έχουµε |I (y) | ≥ n.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι για κάποιο y ∈ P το σύνολο {ui : i ∈ I (y)} παράγει τον Rn. ΄Εστω ότι

y = (1 − t)y1 + ty2 για κάποια y1, y2 ∈ P και κάποιο 0 < t < 1. Τότε, για κάθε i ∈ I (y) έχουµε

(6.2.4) αi = ⟨y,ui⟩ = (1 − t)⟨y1,ui⟩ + t⟨y2,ui⟩ ≤ (1 − t)αi + tαi = αi,

δηλαδή

(6.2.5) ⟨y1,ui⟩ = ⟨y2,ui⟩ = αi για κάθε i ∈ I (y).

΄Επεται ότι (y1 − y2) ⊥ ui για κάθε i ∈ I (y). Αφού τα ui , i ∈ I (y) παράγουν τον Rn, συµπεραίνουµε ότι

y1 − y2 = 0. ∆ηλαδή, y1 = y2 = y. Αυτό δείχνει ότι y ∈ ext(P).
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Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι το {ui : i ∈ I (y)} δεν παράγει τον Rn. Τότε, υπάρχει z , 0 στον Rn µε

την ιδιότητα

(6.2.6) ⟨z,ui⟩ = 0 για κάθε i ∈ I (y).

Παρατηρήστε ότι, για κάθε i < I (y) έχουµε

(6.2.7) ⟨y,ui⟩ < αi .

Θεωρούµε ε > 0 και ορίζουµε y1 = y + εz, y2 = y − εz. Τότε, yi , y και

(6.2.8) y =
y1 + y2

2
.

Επίσης, αν το ε > 0 είναι αρκετά µικρό, έχουµε y1, y2 ∈ P. Πράγµατι, αν i ∈ I (y) τότε

(6.2.9) ⟨y ± εz,ui⟩ = ⟨y,ui⟩ ± ε⟨z,ui⟩ = ⟨y,ui⟩ = αi,

ενώ, αν i < I (y) έχουµε

(6.2.10) ⟨y ± εz,ui⟩ = ⟨y,ui⟩ ± ε⟨z,ui⟩ < αi

αν το ε > 0 είναι αρκετά µικρό ώστε να ικανοποιούνται οι

(6.2.11) ε |⟨z,ui⟩| < αi − ⟨y,ui⟩, i < I (y).

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι y < ext(P). □

Θεώρηµα 6.2.2. Κάθε ϕραγµένο πολύεδρο είναι πολύτοπο.

Απόδειξη. ΄Εστω P το ϕραγµένο πολύεδρο

(6.2.12) P = {x ∈ Rn : ⟨x,ui⟩ ≤ αi, i = 1, . . . ,m}.

Το P είναι κλειστό και κυρτό (ως τοµή κλειστών υποχώρων). Αφού είναι ϕραγµένο, το P είναι συµπαγές.

Από το Θεώρηµα του Minkowski έχουµε P = conv(ext(P)). Αν δείξουµε ότι το ext(P) είναι πεπερασµένο

σύνολο, έπεται το Θεώρηµα.

Από το Λήµµα 6.2.1, κάθε y ∈ ext(P) είναι η µοναδική λύση του συστήµατος

(6.2.13) ⟨y,ui⟩ = αi, i ∈ I (y).

Η µοναδικότητα προκύπτει από το γεγονός ότι το σύνολο {ui : i ∈ I (y)} παράγει τον Rn. Ειδικότε-

ϱα, σε κάθε y ∈ ext(P) µπορούµε να αντιστοιχίσουµε µία n-άδα γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων

ui1 (y), . . . ,uin (y) (i j ∈ I (y)) και η απεικόνιση y 7→ (ui1 (y), . . . ,uin (y)) είναι ένα προς ένα.

Το πλήθος των δυνατών n-άδων (ui1 , . . . ,uin ) αυτής της µορφής είναι το πολύ ίσο µε

(
m
n

)
. ΄Αρα,

(6.2.14) |ext(P) | ≤
(
m
n

)
.

∆ηλαδή, το ext(P) είναι πεπερασµένο σύνολο. □

Για την αντίστροφη κατεύθυνση χρησιµοποιούµε τον δυϊσµό.

Θεώρηµα 6.2.3. Κάθε πολύτοπο είναι πολύεδρο.
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Απόδειξη. ΄Εστω P = conv({x1, . . . , xm}) ένα πολύτοπο. Θα δουλέψουµε στην αφινική ϑήκη A = aff(P)
του P. Αν δείξουµε ότι υπάρχουν u1, . . . ,us ∈ A και αi ∈ R ώστε

(6.2.15) P = {x ∈ A : ⟨x,ui⟩ ≤ αi, i = 1, . . . , s},

τότε µπορούµε να γράψουµε το P σαν τοµή πεπερασµένων το πλήθος κλειστών ηµιχώρων του Rn. Πράγ-

µατι, υπάρχουν κλειστοί ηµίχωροι F1, . . . ,F2d του Rn ώστε A = F1 ∩ · · · ∩ F2d (αν n − d είναι η διάσταση

της A και αν v1, . . . ,vd είναι ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα διανυσµάτων κάθετων στην A, τότε η A
γράφεται σαν τοµή κλειστών ηµιχώρων της µορφής {x : ⟨x,v j⟩ ≤ β j } και {x : ⟨x,v j⟩ ≥ γ j }). Τότε,

(6.2.16) P = F1 ∩ · · · ∩ F2d ∩ {x ∈ Rn : ⟨x,ui⟩ ≤ αi, i = 1, . . . , s}.

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε λοιπόν ότι int(P) , ∅. Μπορούµε επιπλέον να υποθέσουµε

ότι 0 ∈ int(P): δεν είναι δύσκολο να δείξετε ότι για κάθε w ∈ Rn το P είναι πολύεδρο αν και µόνο αν το

P + w είναι πολύεδρο.

Με αυτές τις υποθέσεις, το πολικό P◦ του P είναι ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn και 0 ∈ int(P◦).
Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι

P◦ = {y ∈ Rn : ⟨y, x⟩ ≤ 1 για κάθε x ∈ P}
= {y ∈ Rn : ⟨y, xi⟩ ≤ 1 για κάθε i = 1, . . . ,m}.

∆ηλαδή, το P◦ είναι ένα ϕραγµένο πολύεδρο στον Rn. Από το Θεώρηµα 6.2.2, το P◦ είναι πολύτοπο.

∆ηλαδή, υπάρχουν z1, . . . , zr ∈ R
n ώστε

(6.2.17) P◦ = conv({z1, . . . , zr }).

Τότε, το επιχείρηµα που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω δείχνει ότι

(6.2.18) P◦◦ = {x ∈ Rn : ⟨x, zi⟩ ≤ 1 για κάθε i = 1, . . . ,r }.

∆ηλαδή, το P◦◦ είναι πολύεδρο. Αφού P◦◦ = P, έπεται το συµπέρασµα. □

6.3 Το πολύτοπο του Birkhoff

Ορισµός 6.3.1. (α) ΄Εστω σ µία µετάθεση του {1, . . . ,n}. Ο πίνακας µετάθεσης Xσ είναι ο n × n πίνακας

Xσ = (xi j ) µε συντεταγµένες xi j = 1 ανσ( j) = i και xi j = 0 αλλιώς. ∆ηλαδή, xi j = δi,σ( j) . Παρατηρήστε

ότι κάθε πίνακας µετάθεσης έχει µία µονάδα και n−1 µηδενικά σε κάθε γραµµή ή στήλη του. Αντίστροφα,

κάθε πίνακας αυτής της µορφής αντιστοιχεί σε κάποια µετάθεση σ του {1, . . . ,n}.

(ϐ) ΄Ενας n × n πίνακας X = (xi j ) λέγεται διπλά στοχαστικός αν xi j ≥ 0 για κάθε i, j = 1, . . . ,n και το

άθροισµα των συντεταγµένων κάθε γραµµής ή στήλης του ισούται µε 1. ∆ηλαδή,

n∑
j=1

xi j = 1 για κάθε i = 1, . . . ,n,

n∑
i=1

xi j = 1 για κάθε j = 1, . . . ,n.

(γ) Από τον ορισµό του διπλά στοχαστικού πίνακα ϐλέπουµε ότι το σύνολο DSn των διπλά στοχαστικών

πινάκων είναι ένα πολύεδρο στον Rn2
. Το DSn λέγεται πολύτοπο του Birkhoff .
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Εύκολα ελέγχουµε ότι κάθε πίνακας µετάθεσης είναι ακραίο σηµείο του DSn. Το ϑεώρηµα των Birkhoff --

von Neumann ισχυρίζεται ότι το πολύτοπο DSn δεν έχει άλλα ακραία σηµεία.

Θεώρηµα 6.3.2 (Birkhoff, 1946 -- von Neumann, 1953). Το σύνολο ext(DSn) των ακραίων σηµείων του

πολυτόπου του Birkhoff είναι το σύνολο των n × n πινάκων µετάθεσης.

Απόδειξη. Η απόδειξη που ϑα παρουσιάσουµε εδώ γίνεται µε επαγωγή ως προς το n. Για n = 1 ο

ισχυρισµός του Θεωρήµατος ισχύει προφανώς. ΄Εστω n > 1. Θεωρούµε τον αφινικό υπόχωρο

(6.3.1) L =



X = (xi j ) ∈ Rn2
: (∀i ≤ n)

n∑
j=1

xi j = 1, (∀ j ≤ n)
n∑

i=1

xi j = 1



του Rn2
. Παρατηρήστε ότι dim(L) = (n − 1)2. Πράγµατι, κάθε X = (xi j ) ∈ L προσδιορίζεται πλήρως από

τις (n − 1)2 συντεταγµένες xi j , 1 ≤ i, j ≤ n − 1, αφού οι υπόλοιπες συντεταγµένες προσδιορίζονται από

τις σχέσεις

xin = 1 −
n−1∑
j=1

xi j

xn j = 1 −
n−1∑
i=1

xi j

xnn = 1 −
n−1∑
i=1

xin = (2 − n) +
n−1∑
i,j=1

xi j .

Αν περιοριστούµε στο χώρο L, το πολύτοπο DSn ορίζεται από τις n2 ανισότητες xi j ≥ 0. Ας υποθέσουµε

ότι X = (xi j ) είναι ένα ακραίο σηµείο του DSn. Από το Λήµµα 6.2.1 υπάρχουν τουλάχιστον (n − 1)2

Ϲευγάρια (i, j) για τα οποία xi j = 0. Αφού ο X είναι διπλά στοχαστικός, δεν µπορεί να έχει n µηδενικές

συντεταγµένες σε κάποια γραµµή ούτε µπορεί να έχει περισσότερες από µία µη µηδενικές συντεταγµένες

σε κάθε γραµµή, γιατί τότε το πλήθος των µηδενικών συντεταγµένων του ϑα ήταν το πολύ ίσο µε n(n−2) <
(n − 1)2. Υπάρχει λοιπόν κάποιος δείκτης i0 ≤ n µε την εξής ιδιότητα: υπάρχει µοναδικός δείκτης j0 ≤ n
ώστε xi0 j0 , 0. Αφού ο X είναι διπλά στοχαστικός, αναγκαστικά έχουµε

(6.3.2) xi0 j0 = 1 και xi0 j = 0 αν j , j0.

Επίσης, αφού xi0 j0 = 1 και ο X είναι διπλά στοχαστικός, παίρνουµε

(6.3.3) xi0 j0 = 1 και xi j0 = 0 αν i , i0.

Από τις (6.3.2) και (6.3.3) είναι ϕανερό ότι αν διαγράψουµε την i0-στή γραµµή και την j0-στή στήλη του X
ϑα προκύψει ένας διπλά στοχαστικός (n − 1) × (n − 1) πίνακας Y .

Παρατηρήστε ότι ο Y είναι ακραίο σηµείο του DSn−1. Αν υπήρχαν Y1 , Y2 στο DSn−1 και 0 < t < 1 ώστε

Y = (1− t)Y1 + tY2, τότε µε «αντικατάσταση του Y από τους Y1 και Y2 αντίστοιχα µέσα στον X» ϑα παίρναµε

δύο διπλά στοχαστικούς πίνακες X1,X2 ∈ DSn µε την ιδιότητα: X1 , X2 και X = (1 − t)X1 + tX2. Αυτό

ϑα ήταν άτοπο, αφού X ∈ ext(DSn).

Τώρα µπορούµε να εφαρµόσουµε την επαγωγική υπόθεση. Είδαµε ότι Y ∈ ext(DSn−1), άρα ο Y είναι

πίνακας µετάθεσης. ΄Επεται ότι ο X είναι πίνακας µετάθεσης. □
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6.3.1 Πολύτοπα µεταθέσεων

Ορισµός 6.3.3 (πολύτοπο µεταθέσεων). Συµβολίζουµε µε Sn την οµάδα των µεταθέσεων του {1, . . . ,n}.
΄Εστω w = (w1, . . . ,wn) ∈ Rn. Για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn ορίζουµε

(6.3.4) σ(w) = (wσ−1(1), . . . ,wσ−1(n)).

Το πολύτοπο των µεταθέσεων του w είναι το πολύτοπο

(6.3.5) P(w) = conv({σ(w) : σ ∈ Sn}).

∆ηλαδή, το P(w) προκύπτει αν ϑεωρήσουµε όλα τα σηµεία που παράγονται µε µετάθεση των συντεταγ-

µένων του w και πάρουµε την κυρτή τους ϑήκη.

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι κάθε πολύτοπο µεταθέσεων είναι γραµµική εικόνα του πολυτόπου του

Birkhoff.

Πρόταση 6.3.4. ΄Εστω w ∈ Rn. Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό Tw : Rn2
→ Rn που ορίζεται από

την

(6.3.6) Tw (X ) = X (w),

όπου έχουµε ταυτίσει τον Rn2
µε τον γραµµικό χώρο των n × n πινάκων. Τότε,

(6.3.7) Tw (DSn) = P(w).

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα των Birkhoff -- von Neumann και από το Θεώρηµα του Minkowski παίρνουµε

(6.3.8) Tw (DSn) = Tw (conv({Xσ : σ ∈ Sn})) = conv({Tw (Xσ) : σ ∈ Sn}).

Παρατηρήστε ότι, για κάθε σ ∈ Sn,

(6.3.9) Tw (Xσ) = Xσ (w) = (wσ−1(1), . . . ,wσ−1(n)) = σ(w).

΄Αρα,

(6.3.10) Tw (DSn) = conv({σ(w) : σ ∈ Sn}).

∆ηλαδή, Tw (DSn) = P(w). □

6.3.2 Εφαρµογές στην ανάλυση πινάκων

Αν X είναι ένας n×n πίνακας, γράφουµε X = (X1, . . . ,Xn) όπου X1, . . . ,Xn είναι τα διανύσµατα-γραµµές

του X . Στην προηγούµενη υποπαράγραφο είδαµε ότι αν w ∈ Rn και X ∈ DSn τότε X (w) ∈ P(w). Από τη

δοµή του DSn και την Πρόταση 6.1.12 παίρνουµε το εξής ϐασικό Λήµµα.

Λήµµα 6.3.5. ΄Εστω w ∈ Rn και C κυρτό υποσύνολο του Rn µε P(w) ⊆ C. Αν f : C → R είναι µία κυρτή

συνάρτηση, τότε η g : DSn → R που ορίζεται από την

(6.3.11) g(X ) = f (X (w)) = f (⟨X1,w⟩, . . . ,⟨Xn,w⟩)

είναι κυρτή συνάρτηση και

(6.3.12) max(g) = max{ f (σ(w)) : σ ∈ Sn}.
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Απόδειξη. Αν X,Y ∈ DSn και 0 < t < 1, τότε

g((1 − t)X + tY ) = f [((1 − t)X + tY )(w)] = f [(1 − t)X (w) + tY (w)]
≤ (1 − t) f (X (w)) + t f (Y (w)) = (1 − t)g(X ) + tg(Y ),

δηλαδή η g είναι κυρτή. Από την Πρόταση 6.1.12 έπεται ότι

(6.3.13) max(g) = max{ f (Xσ (w)) : σ ∈ Sn}.

Αφού Xσ (w) = σ(w), έπεται το Λήµµα. □

Χρησιµοποιώντας αυτή την παρατήρηση µπορούµε να δείξουµε πλήθος ανισοτήτων για τις ιδιοτιµές συµ-

µετρικών πινάκων. Η απόδειξη τους ϐασίζεται στο εξής γενικό σχήµα.

Θεώρηµα 6.3.6. ΄Εστω T ένας συµµετρικός n × n πίνακας και έστω w το διάνυσµα που προκύπτει αν

διατάξουµε µε τυχόντα τρόπο τις (πραγµατικές) ιδιοτιµές του T . Αν C είναι ένα κυρτό υποσύνολο του Rn

µε P(w) ⊆ C και αν f : C → R είναι µία κυρτή συνάρτηση, τότε για κάθε ορθοκανονική ϐάση {v1, . . . ,vn}

του Rn έχουµε

(6.3.14) f (⟨Tv1,v1⟩, . . . ,⟨Tvn,vn⟩) ≤ max{ f (σ(w)) : σ ∈ Sn}.

Απόδειξη. ΄Εστω {u1, . . . ,un} µία ορθοκανονική ϐάση από ιδιοδιανύσµατα του T που αντιστοιχούν στις

ιδιοτιµέςw1, . . . ,wn. ∆ηλαδή, Tui = wiui . Θεωρούµε τον πίνακα X που έχει συντεταγµένες xi j = ⟨ui,v j⟩
2.

Ο X είναι διπλά στοχαστικός: για παράδειγµα, έχουµε

(6.3.15)
n∑

j=1

xi j =

n∑
j=1

⟨ui,v j⟩
2 = ∥ui∥

2
2 = 1

για κάθε i ≤ n. ΄Οµως,

(6.3.16) Tv j = T *
,

n∑
i=1

⟨ui,v j⟩ui+
-
=

n∑
i=1

⟨ui,v j⟩wiui,

άρα

(6.3.17) ⟨Tv j ,v j⟩ =

n∑
i=1

⟨ui,v j⟩
2wi = ⟨X j ,w⟩,

όπου X j είναι η j-στή στήλη του X . Από το Λήµµα 6.3.5,

f (⟨Tv1,v1⟩, . . . ,⟨Tvn,vn⟩) = f (⟨X1,w⟩, . . . ,⟨Xn,w⟩)
= f (X t (w)) ≤ max{ f (σ(w)) : σ ∈ Sn}.

Στην πραγµατικότητα έχουµε αποδείξει κάτι ισχυρότερο. Αν επιλέξουµε σαν {v1, . . . ,vn} κατάλληλη µετά-

ϑεση σ(w) των ιδιοτιµών του T πετυχαίνουµε ισότητα. ∆ηλαδή,

(6.3.18) max f (⟨Tv1,v1⟩, . . . ,⟨Tvn,vn⟩) = max{ f (σ(w)) : σ ∈ Sn},

όπου το αριστερό maximum παίρνεται πάνω από όλες τις ορθοκανονικές ϐάσεις του Rn. □

Επιλέγοντας κατάλληλα τη συνάρτηση f στο προηγούµενο ϑεώρηµα, παίρνουµε µία σειρά ανισοτήτων. Η

πρώτη µας επιλογή είναι

(6.3.19) f (s1, . . . , sn) =
k∑

i=1

si

για σταθερό k ≤ n.
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Θεώρηµα 6.3.7. ΄Εστω T ένας n × n συµµετρικός πίνακας και έστω {v1, . . . ,vn} µία ορθοκανονική ϐάση

του Rn. Τότε,

(6.3.20)
k∑

i=1

λn−i+1 ≤

k∑
i=1

⟨Tvi,vi⟩ ≤

k∑
i=1

λi

όπου λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn είναι οι ιδιοτιµές του T .

Απόδειξη. Η f (s1, . . . , sn) =
∑k

i=1 si είναι κυρτή στον Rn (η − f επίσης). Από το Θεώρηµα 6.3.6 υπάρχει

µετάθεση σ ∈ Sn ώστε

(6.3.21)
k∑

i=1

⟨Tvi,vi⟩ ≤

k∑
i=1

λσ−1(i) .

Λόγω της διάταξης των λi , το δεξιό µέλος είναι µικρότερο ή ίσο από το
k∑

i=1
λi , οπότε έχουµε αποδείξει τη

δεξιά ανισότητα του ϑεωρήµατος. ∆ουλεύοντας ανάλογα µε την − f παίρνουµε την αριστερή ανισότητα.

Παρατηρήστε ότι έχουµε ισότητα στην αριστερή ανισότητα αν το vi , i ≤ k είναι ιδιοδιάνυσµα για την λn−i+1,

ενώ στη δεξιά ανισότητα αν το vi είναι ιδιοδιάνυσµα για την λi . □

Η επόµενη επιλογή µας είναι η συνάρτηση

(6.3.22) f (s1, . . . , sn) = (s1s2 · · · sk )1/k

που ορίζεται για µη αρνητικά si και σταθερό k ≤ n. Η f είναι κοίλη, οπότε παίρνουµε το εξής:

Θεώρηµα 6.3.8. Αν T είναι ένας n × n συµµετρικός πίνακας και {v1, . . . ,vn} είναι µία ορθοκανονική ϐάση

του Rn, τότε

(6.3.23)
k∏

i=1

λn−i+1 ≤

k∏
i=1

⟨Tvi,vi⟩ ≤ *
,

1
k

k∑
i=1

λi+
-

k

όπου λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn είναι οι ιδιοτιµές του T .

Απόδειξη. Η συνάρτηση f που χρησιµοποιούµε είναι κοίλη, άρα η − f είναι κυρτή στο Pn. Από το Θεώρηµα

6.3.6,

(6.3.24) *
,

k∏
i=1

λn−i+1+
-

1/k

≤ *
,

k∏
i=1

⟨Tvi,vi⟩+
-

1/k

,

το οποίο µάς δίνει την αριστερή ανισότητα. Παρατηρούµε κι εδώ ότι έχουµε ισότητα στην αριστερή

ανισότητα αν το vi , i ≤ k είναι ιδιοδιάνυσµα για την λn−i+1. Για τη δεξιά ανισότητα εφαρµόζουµε την

ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου και το Θεώρηµα 6.3.7:

(6.3.25) *
,

k∏
i=1

⟨Tvi,vi⟩+
-

1/k

≤
1
k

k∑
i=1

⟨Tvi,vi⟩ ≤
1
k

k∑
i=1

λi . □

΄Αµεσες συνέπειες είναι δύο πολύ γνωστές ανισότητες για ορίζουσες.
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Θεώρηµα 6.3.9 (ανισότητα του Hadamard). Αν T είναι ένας n × n πίνακας µε συντεταγµένες ti j , τότε

(6.3.26) (det T )2 ≤

n∏
j=1

*
,

n∑
i=1

t2
i j
+
-
.

Αν ο T είναι συµµετρικός και ϑετικά ηµιορισµένος,

(6.3.27) det T ≤
n∏

i=1

tii .

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα τη δεύτερη ανισότητα. Η ορίζουσα ενός πίνακα είναι ίση µε το γινόµενο

των ιδιοτιµών του, αν λοιπόν ϑεωρήσουµε τη συνήθη ορθοκανονική ϐάση {ei} και χρησιµοποιήσουµε το

Θεώρηµα 6.3.8 µε k = n, παίρνουµε

(6.3.28) det T =
n∏

i=1

λi ≤

n∏
i=1

⟨Tei,ei⟩ =
∏
i=1

tii .

Αν εφαρµόσουµε αυτή την ανισότητα για το συµµετρικό και ϑετικά ηµιορισµένο πίνακα S = T tT (όπου

τώρα T τυχών n × n πίνακας), παίρνουµε

(6.3.29) (det T )2 = det S ≤
n∏

j=1

s j j =

n∏
j=1

*
,

n∑
i=1

t2
i j
+
-
. □

Θεώρηµα 6.3.10 (ανισότητα του Minkowski). Αν T και S είναι συµµετρικοί ϑετικά ηµιορισµένοι n×n πίνακες,

τότε

(6.3.30) [det(T + S)]1/n ≥ (det T )1/n + (det S)1/n.

Απόδειξη. ΄Εστω v1, . . . ,vn µία ορθοκανονική ϐάση από ιδιοδιανύσµατα του T + S. Τότε,

[det(T + S)]1/n =



n∏
i=1

⟨(T + S)vi,vi⟩



1/n

=



n∏
i=1

⟨Tvi,vi⟩ + ⟨Svi,vi⟩



1/n

≥



n∏
i=1

⟨Tvi,vi⟩



1/n

+



n∏
i=1

⟨Svi,vi⟩



1/n

≥ (det T )1/n + (det S)1/n.

Η προτελευταία ανισότητα είναι συνέπεια της ανισότητας αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου, ενώ η τελευταία

προκύπτει από το Θεώρηµα 6.3.9. □
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