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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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7.8 Ασκήσεις

1. ΄Εστω 2 ≤ q ≤ ∞. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ Rn ισχύουν οι ανισότητες

∥x∥q ≤ ∥x∥2 ≤ n
1
2−

1
q ∥x∥q .

2. ΄Εστω 2 ≤ q ≤ ∞. Χρησιµοποιώντας τον ταυτοτικό τελεστή δείξτε ότι

d(ℓn2 , ℓ
n
q ) ≤ n

1
2−

1
q .

3. ∆είξτε ότι : αν y1, . . . , ym ∈ ℓ
n
2 τότε

m∑
j=1

∥y j ∥
2
2 = Aveε=±1



m∑
j=1

ε j y j



2

2

,

όπου µε Ave συµβολίζουµε το µέσο όρο ως προς όλες τις δυνατές επιλογές προσήµων ε j = ±1.

4. ΄Εστω 2 ≤ q ≤ ∞ και έστω T : ℓnq → ℓ
n
2 ισοµορφισµός, µε ∥T : ℓnq → ℓ

n
2 ∥ = 1.

(α) ∆είξτε ότι
n∑
j=1

∥Te j ∥
2
2 ≤ n2/q ,

και συµπεράνατε ότι ∥Te j ∥2 ≤ n
1
q −

1
2 για κάποιον j ≤ n.

(ϐ) ∆είξτε ότι

∥T−1 : ℓn2 → ℓ
n
q ∥ ≥ n

1
2−

1
q .

5. ΄Εστω 2 ≤ q ≤ ∞. ∆είξτε ότι

d(ℓn2 , ℓ
n
q ) = n

1
2−

1
q .

6. Χρησιµοποιώντας την πολλαπλασιαστική τριγωνική ανισότητα για την d και την προηγούµενη άσκηση, δείξτε ότι : αν

2 ≤ p < q ≤ +∞ τότε

d(ℓnp , ℓ
n
q ) ≥ n

1
p −

1
q .

Χρησιµοποιώντας τον ταυτοτικό τελεστή δείξτε ότι

d(ℓnp , ℓ
n
q ) = n

1
p −

1
q .

7. ΄Εστω 1 ≤ p < q ≤ 2. Χρησιµοποιώντας την d(X∗,Y ∗) = d(X,Y ) δείξτε ότι

d(ℓnp , ℓ
n
q ) = n

1
p −

1
q .

8. Οι πίνακες Walsh είναι ορθογώνιοι 2k × 2k πίνακες, που ορίζονται επαγωγικά ως εξής: Θέτουµε W0 = [1], και

Wk =

[
Wk−1 Wk−1
Wk−1 −Wk−1

]
, k ≥ 1.
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∆είξτε ότι ο
1

2k/2 Wk είναι ορθογώνιος πίνακας µε την ιδιότητα: όλες του οι συντεταγµένες έχουν απόλυτη τιµή
1

2k/2 .

9. ΄Εστω n = 2k και έστω T : Rn → Rn ο τελεστής που αντιστοιχεί στον
1

2k/2 Wk .

(α) Παρατηρήστε ότι

∥T−1 : ℓn2 → ℓ
n
2 ∥ = 1

και συµπεράνατε ότι

∥T−1 : ℓn∞ → ℓ
n
1 ∥ ≤ n.

(ϐ) Παρατηρήστε ότι ∥Te j ∥∞ = 1/
√

n για κάθε j = 1, . . . ,n και συµπεράνατε ότι

∥T : ℓn1 → ℓ
n
∞∥ =

1
√

n
.

(γ) ∆είξτε ότι d(ℓn1 , ℓ
n
∞) ≤

√
n.

10*. ∆είξτε ότι υπάρχει σταθερά c > 0 ώστε d(ℓn1 , ℓ
n
∞) ≤ c

√
n για κάθε n ∈ N.

11. ΄Εστω T : ℓn1 → ℓ
n
∞ ισοµορφισµός, ο οποίος ικανοποιεί την

1
d

Bn
∞ ⊆ T (Bn

1 ) ⊆ Bn
∞,

όπου Bn
∞, Bn

1 οι µοναδιαίες µπάλες των ℓn∞, ℓn1 αντίστοιχα.

(α) Αν x j = T (e j ), j = 1, . . . ,n, δείξτε ότι

|T (Bn
1 ) | =

2n

n!
| det X |,

όπου X ο πίνακας µε στήλες τα x1, . . . , xn . [Υπόδειξη : Αρκεί να δείξετε ότι |Bn
1 | = 2n/n!.]

(ϐ) Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι x1, . . . , xn ∈ Bn
∞ και την ανισότητα του Hadamard, δείξτε ότι | det X | ≤ nn/2.

(γ) ∆είξτε ότι d ≥ c1
√

n, όπου c1 > 0 σταθερά ανεξάρτητη από τον T και από το n.

(δ) ∆είξτε ότι d(ℓn1 , ℓ
n
∞) ≥ c1

√
n, όπου c1 > 0 η σταθερά στο (γ).

12*. ΄Εστω K συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn το οποίο περιέχει την Bn
2 . Υποθέτουµε ότι υπάρχουν λ1, . . . , λm > 0

και σηµεία επαφής u1, . . . ,um των K και Bn
2 ώστε

x =
m∑
j=1

λ j⟨x,u j⟩u j

για κάθε x ∈ Rn . ∆είξτε ότι η Bn
2 είναι το ελλειψοειδές µέγιστου όγκου του K .

13. ∆ίνονται x1, . . . , xm ∈ Rn (όχι αναγκαστικά διακεκριµένα) ώστε

I =
m∑
j=1

x j ⊗ x j .

(α) ∆είξτε ότι
∑m

j=1 ∥x j ∥
2
2 = n.
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(ϐ) ∆είξτε ότι, για κάθε επιλογή πραγµατικών αριθµών a1, . . . ,am ,



m∑
j=1

a j x j

2

≤
*.
,

m∑
j=1

a2
j
+/
-

1/2

.

14*. ΄Εστω K συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn . Υποθέτουµε ότι η Bn
2 είναι το ελλειψοειδές µέγιστου όγκου του K .

∆είξτε ότι υπάρχει παραλληλεπίπεδο P ώστε K ⊆ P και

|P | ≤ 2n nn/2
√

n!
.

15. ΄Εστω v1, . . . ,vm ∈ R
n . Υποθέτουµε ότι το συµµετρικό κυρτό πολύεδρο

K = {y ∈ Rn : |⟨y,v j⟩| ≤ 1 για κάθε j = 1, . . . ,m}

ικανοποιεί την Bn
2 ⊆ K ⊆ αBn

2 για κάποιον α > 1. ∆είξτε ότι m ≥ exp(n/(2α2)).

16. ΄Εστω X = (Rn , ∥ · ∥) και έστω ε ∈ (0,1). ∆είξτε ότι υπάρχουν N ≤
(
1 + 2

ε

)n
και T : X → ℓn∞ µε την ιδιότητα

(1 − ε)∥x∥ ≤ ∥T (x)∥ℓn∞ ≤ (1 + ε)∥x∥

για κάθε x ∈ X .
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