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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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Περιεχόµενα ενότητας
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6.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn . Αν F είναι έδρα του C και x ∈ ext(F) τότε x ∈ ext(C).

2. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό κυρτό υποσύνολο του R2. ∆είξτε ότι το σύνολο των ακραίων σηµείων του C είναι κλειστό.

3. ΄Εστω A µη κενό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι το x ∈ Rn είναι ακραίο σηµείο του conv(A) αν και µόνο αν x ∈ A
και x < conv(A \ {x}).

4. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι ext(C) , ∅ αν και µόνο αν το C δεν περιέχει καµία

ευθεία.

5. ∆είξτε ότι κάθε πολύεδρο έχει πεπερασµένες το πλήθος έδρες.

6. ∆είξτε ότι κάθε έδρα ενός πολυέδρου είναι πολύεδρο.

7. ∆είξτε ότι κάθε πολύτοπο έχει πεπερασµένες το πλήθος έδρες.

8*. ∆είξτε ότι κάθε µη κενό, κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn που έχει πεπερασµένες το πλήθος έδρες είναι

πολύεδρο.

9. Πολύτοπο του Birkhoff – πολύτοπα µεταθέσεων. Το DSn περιέχεται στον αφινικό υπόχωρο

L =



X = (xi j ) ∈ Rn
2

: (∀i ≤ n)
n∑
j=1

xi j = 1, (∀ j ≤ n)
n∑
i=1

xi j = 1



του Rn
2
, ο οποίος έχει διάσταση (n − 1)2.

(α) ∆είξτε ότι aff(DSn ) = (n − 1)2, οπότε το DSn έχει εσωτερικό σηµείο στον L.

(ϐ) Βρείτε την ακτίνα της µεγαλύτερης µπάλας του L που περιέχεται στο DSn και έχει κέντρο το σηµείο X = (xi j )
µε xi j = 1

n για κάθε i, j = 1, . . . ,n.

[Υπόδειξη : Αυτή η µπάλα ϑα ακουµπάει το σύνορο του DSn σε κάποιον A = (ai j ) που έχει τουλάχιστον µία µηδενική

συντεταγµένη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι a11 = 0. ∆είξτε ότι :

1. ∥X − A∥22 =
∑n

i, j=1

(
ai j −

1
n

)2
=
∑n

i, j=1 a2
i j − 1.

2.
∑n

j=2 a2
1 j ≥

1
n−1 .

3. Για κάθε i = 2, . . . ,n,
n∑
j=1

a2
i j ≥

1
n − 1

+
n

n − 1
a2
i1 −

2
n − 1

ai1.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω δείξτε ότι

∥X − A∥22 ≥
1

(n − 1)2 .

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 4



Κυρτή Ανάλυση

Βρείτε A ∈ DSn µε a11 = 0 για τον οποίο ισχύει ισότητα και συµπεράνατε ότι η ακτίνα που Ϲητάµε είναι ίση µε
1

n−1 .]

(γ) ∆είξτε ότι το σύνολο F = {X = (xi j ) ∈ DSn : x11 = 0} είναι έδρα του DSn µε διάσταση (n − 1)2 − 1.

(δ) ∆είξτε ότι το σύνολο G = {X = (xi j ) ∈ DSn : x11 = 1} είναι έδρα του DSn µε διάσταση (n − 2)2.

(ε) ΄Εστω α = (1,2,3). Σχεδιάστε το πολύτοπο P(α) των µεταθέσεων του α.

(στ) ΄Εστω α = (α1, . . . ,αn ). ∆είξτε ότι το πολύτοπο P(α) έχει n! ακραία σηµεία αν και µόνο αν οι συντεταγµένες

αi του α είναι διαφορετικές ανά δύο.

10. ΄Ενας χαρακτηρισµός των διπλά στοχαστικών πινάκων. ΄Εστω w = (w1, . . . ,wn ) και y = (y1, . . . , yn ) δύο

n-άδες πραγµατικών αριθµών µε

w1 ≥ · · · ≥ wn και y1 ≥ · · · ≥ yn .

Λέµε ότι το διάνυσµα y κυριαρχείται από το διάνυσµα w και γράφουµε y ≺ w αν

k∑
i=1

yi ≤

k∑
i=1

wi για κάθε k = 1, . . . ,n − 1

και

y1 + · · · + yn = w1 + · · · + wn .

(α) ∆είξτε ότι X = (xi j ) ∈ DSn αν και µόνο αν X (w) ≺ w για κάθε w = (w1, . . . ,wn ) ∈ Rn .

[Υπόδειξη : Θα χρειαστείτε την παρατήρηση ότι το γινόµενο δύο διπλά στοχαστικών πινάκων είναι διπλά στοχαστικός

πίνακας. Ειδικότερα, αν ο X είναι διπλά στοχαστικός και αν P = Xσ ,Q = Xτ είναι δύο πίνακες µετάθεσης, τότε ο

PXQ είναι διπλά στοχαστικός.]

(ϐ)* ΄Εστω w = (w1, . . . ,wn ) και y = (y1, . . . , yn ) δύο n-άδες πραγµατικών αριθµών µε w1 ≥ · · · ≥ wn και

y1 ≥ · · · ≥ yn . ∆είξτε ότι y ≺ w αν και µόνο αν υπάρχει X ∈ DSn ώστε y = X (w).

11. Θεώρηµα Schur-Horn. Σταθεροποιούµε n ∈ N και ℓ = (λ1, . . . , λn ) ∈ Rn .

(α) ∆είξτε το εξής ϑεώρηµα του Schur: ΄Εστω A = (αi j ) ένας συµµετρικός n × n πίνακας που έχει ιδιοτιµές τις

λ1, . . . , λn . Τότε, το α = (α11, . . . ,αnn ) ανήκει στο πολύτοπο P(ℓ) των µεταθέσεων του ℓ.

[Υπόδειξη. Ο A γράφεται στη µορφή A = UDU t , όπου D ο διαγώνιος πίνακας D = diag(λ1, . . . , λn ) και U = (ui j )
ένας ορθογώνιος πίνακας. Παρατηρήστε ότι ο πίνακας X = (u2

i j ) είναι διπλα στοχαστικός και χρησιµοποιώντας την

αναπαράσταση A = ADU t δείξτε ότι α = X (ℓ) για κάποιον X ∈ DSn .]

(ϐ)** ∆είξτε ότι ισχύει το αντίστροφο (ϑεώρηµα του Horn): ΄Εστω α ∈ P(ℓ). Τότε, υπάρχει συµµετρικός n × n πίνακας

A = (αi j ) που έχει ιδιοτιµές τις λ1, . . . , λn και διαγώνιο (α11, . . . ,αnn ) = α.
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