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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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4.6 Ασκήσεις

1. ΄Εστω x0, x1, . . . , xk ∈ Rn µε την εξής ιδιότητα: κάθε x ∈ conv({x0, x1, . . . , xk }) γράφεται µονοσήµαντα σαν

κυρτός συνδυασµός των x0, x1, . . . , xk . ∆είξτε ότι τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά ανεξάρτητα.

2. ΄Εστω C µη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι :

1. aff(C) = aff(C) = aff(ri(C)).

2. ri(C) = ri(C) = ri(ri(C)).

3. rb(C) = rb(C) = rb(ri(C)).

3. ΄Εστω C1,C2 µη κενά, κυρτά υποσύνολα του Rn . ∆είξτε ότι

ri(C1 + C2) = ri(C1) + ri(C2).

4. ΄Εστω C1,C2 κυρτά υποσύνολα του Rn µε ri(C1) ∩ ri(C2) , ∅. ∆είξτε ότι

ri(C1 ∩ C2) = ri(C1) ∩ ri(C2).

Ισχύει το ίδιο για τυχόντα µη κενά κυρτά C1,C2 ⊆ R
n ;

5. ΄Εστω {Ci : i ∈ I} οικογένεια κυρτών υποσυνόλων του Rn µε
⋂
i∈I

ri(Ci ) , ∅. ∆είξτε ότι

⋂
i∈I

Ci =
⋂
i∈I

Ci .

6. ΄Εστω S = conv({x0, x1, . . . , xn }) ένα n–simplex στον Rn και έστω y ∈ int(S). ∆είξτε ότι τα

Si = conv({x0, x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn }), i = 0,1, . . . ,n

είναι n–simplices, ανά δύο έχουν ξένα εσωτερικά, και

S = S0 ∪ S1 ∪ · · · ∪ Sn .

7. ΄Εστω A µη κενό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι

conv(A) =
⋂
{B ⊆ Rn : B ⊇ A, B κλειστό και κυρτό}.

8. ∆ώστε παράδειγµα κλειστού υποσυνόλου του R2 του οποίου η κυρτή ϑήκη δεν είναι κλειστό σύνολο. Μπορείτε

να ϐρείτε αντίστοιχο παράδειγµα στο R;

9. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι : αν x, y ∈ Rn και ∥pC (x)− pC (y)∥2 = ∥x− y∥2,

τότε x − pC (x) = y − PC (y).
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Αν ∥pC (x) − pC (y)∥2 = ∥x − y∥2 για κάθε x, y ∈ Rn , τι συµπεραίνετε για το C;

10*. ΄Εστω A µη κενό, κλειστό υποσύνολο τουRn µε την εξής ιδιότητα: για κάθε x ∈ Rn υπάρχει µοναδικό pA(x) ∈ A
ώστε ∥x − pA(x)∥2 = d(x, A). ∆είξτε ότι το A είναι κυρτό.

11. ΄Εστω K ένα µη κενό, συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι υπάρχει οικογένεια {B(xi ,ri ) : i ∈ I} από

κλειστές µπάλες στον Rn ώστε

K =
⋂
i∈I

B(xi ,ri ).

12. ΄Εστω K ένα κυρτό σώµα στον Rn . Το κέντρο ϐάρους του K είναι το σηµείο y = (y1, . . . , yn ) µε συντεταγµένες

yi =
1
|K |

∫
K

⟨x,ei⟩ dx, i = 1, . . . ,n.

∆είξτε ότι y ∈ K .

13. (α) Περιγράψτε όλα τα κλειστά κυρτά υποσύνολα του Rn που το συµπλήρωµά τους είναι επίσης κυρτό.

(ϐ) Περιγράψτε όλα τα κυρτά υποσύνολα του Rn τα οποία δεν έχουν κανένα υπερεπίπεδο στήριξης.

14. (α) Υπάρχει παράδειγµα ξένων µη κενών, κλειστών κυρτών υποσυνόλων του R2 τα οποία δεν διαχωρίζονται

γνήσια ;

(ϐ) Υπάρχει παράδειγµα ξένων µη κενών, κλειστών κυρτών υποσυνόλων του R2 τα οποία να διαχωρίζονται γνήσια

αλλά να µην διαχωρίζονται αυστηρά;

15. ΄Εστω C µη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι το C είναι κλειστό αν και µόνο αν το C ∩ ℓ είναι κλειστό

σύνολο για κάθε ευθεία ℓ στον Rn .

16. (α) ΄Εστω T = conv({v1, . . . ,vm }). ∆είξτε ότι

T◦ = {x ∈ Rn : ⟨x,v j⟩ ≤ 1 για κάθε j = 1, . . . ,m}.

(ϐ) ΄Εστω v1, . . . ,vm ∈ R
n και

P = {x ∈ Rn : ⟨x,v j⟩ ≤ 1 για κάθε j = 1, . . . ,m}.

∆είξτε ότι P◦ = conv({0,v1, . . . ,vm }).

17. ΄Εστω A και B κλειστά και κυρτά υποσύνολα του Rn τα οποία περιέχουν το 0. ∆είξτε ότι

(A ∩ B)◦ = conv(A◦ ∪ B◦).
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