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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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3.5 Ασκήσεις

1. ΄Εστω K κυρτό σώµα στονRn . Για κάθε r ∈ N, ϑεωρούµε το πλέγµα (1/r)Zn . Συµβολίζουµε µε Nr τον πληθάριθµο

του συνόλου K ∩ (1/r)Zn . ∆είξτε ότι

lim
r→∞

|K |
Nr (1/r)n

= 1.

2. (Mordell) ΄Εστω m ∈ N και έστω K ένα κυρτό σώµα στον Rn µε |K | > m. Τότε, υπάρχει z ∈ Rn ώστε το K + z να

περιέχει τουλάχιστον m + 1 διακεκριµένα ακέραια σηµεία.

3. (van der Corput) ΄Εστω m ∈ N, και K ένα ανοικτό και ϕραγµένο, συµµετρικό ως προς το 0, κυρτό υποσύνολο του

Rn , µε όγκο |K | > 2nm. Τότε, το K περιέχει τουλάχιστον m Ϲευγάρια ακεραίων σηµείων ±u j , 0.

Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε το Λήµµα του Mordell.

4. (Mahler) ΄Εστω K κυρτό σώµα στον Rn , το οποίο περιέχει το 0 στο εσωτερικό του. Ο συντελεστής ασυµµετρίας

του K ως προς το 0 είναι ο µικρότερος σ = σ(K ) > 0 για τον οποίο

x ∈ K =⇒ −x ∈ σK.

∆είξτε ότι : αν |K | > (1 + σ(K ))n , τότε K ∩ (Zn \ {0}) , ∅.

5. Αποδείξτε λεπτοµερώς το Θεώρηµα 3.2.3.

6. ∆είξτε ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες:

1. Για κάθε ελλειψοειδές E µε όγκο |E | > n+2
2 2n/2 ισχύει E ∩ (Zn \ {0}) , ∅

2. Για κάθε πλέγµα Λ = T (Zn ) στον Rn (όπου T ∈ GL(n)) µε |Bn
2 | >

n+2
2 | det T | ισχύει Bn

2 ∩ (Λ \ {0}) , ∅.

7* (Pick) ΄Εστω K κυρτό πολύγωνο µε κορυφές σηµεία του Z2. ∆είξτε ότι το πλήθος των σηµείων του K ∩ Z2 είναι

ίσο µε

A(K ) +
|Z2 ∩ bd(K ) |

2
+ 1,

όπου A(K ) το εµβαδόν του K και bd(K ) το σύνορο του K .

΄Εστω K συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn . ΄Ενα πλέγµα Λ = T (Zn ), όπου T ∈ GL(n), λέγεται αποδεκτό για το K ,

αν το µόνο σηµείο του Λ που ανήκει στο εσωτερικό του K είναι το 0.

Αν Λ = T (Zn ) όπου T ∈ GL(n), ορίζουµε detΛ = | det T |. Η κρίσιµη ορίζουσα ∆(K ) του K είναι το inf(detΛ),
όπου το infimum παίρνεται πάνω από όλα τα πλέγµατα Λ που είναι αποδεκτά για το K .

8. ∆είξτε ότι :

1. Αν K ⊆ W , τότε ∆(K ) ≤ ∆(W ).

2. Για κάθε t > 0, ∆(tK ) = tn∆(K ).

3. Αν T ∈ GL(n), τότε ∆(T (K )) = | det T |∆(K ).
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9. ∆είξτε ότι, για κάθε συµµετρικό κυρτό σώµα K στον Rn ισχύει

∆(K ) ≥ 2−n |K |.

10. Συµβολίζουµε µε En την κλάση όλων των ελλειψοειδών του Rn που δεν περιέχουν στο εσωτερικό τους κανένα

σηµείο του Zn\{0} και ορίζουµε

αn = sup{|E | : E ∈ En }.

∆είξτε ότι

∆(Bn
2 )αn = ωn .

Μία οικογένεια P = {xi + rBn
2 : i ∈ I} από µπάλες ακτίνας r > 0, λέγεται packing αν οι xi + rBn

2 έχουν ξένα

εσωτερικά. Ορίζουµε άνω και κάτω πυκνότητα του P ως εξής: για κάθε R > 0, ϑεωρούµε την RBn
2 , και τις xi + rBn

2
οι οποίες τέµνουν την RBn

2 . Αν N (R) είναι το πλήθος των στοιχείων του {i ∈ I : (xi + rBn
2 ) ∩ (RBn

2 ) , ∅}, ορίζουµε

δ(P) = lim sup
R→∞

N (R)ωnrn

ωnRn

και

δ(P) = lim inf
R→∞

N (R)ωnrn

ωnRn
.

Οι αριθµοί δ(P) και δ(P) είναι η άνω και κάτω πυκνότητα του P, αντίστοιχα. Αν δ(P) = δ(P), τότε αυτή η κοινή τιµή

είναι η πυκνότητα δ(P) του P.

΄Εστω Λ ένα πλέγµα στον Rn . ΄Ενα packing µε κέντρα στο Λ είναι ένα packing της µορφής

P = {x + rBn
2 : x ∈ Λ}.

11. ΄Εστω P = {x + rBn
2 : x ∈ Λ} ένα packing µε κέντρα στο πλέγµα Λ. ∆είξτε ότι

δ(P) =
ωnrn

detΛ
.

12. Ορίζουµε δn το supremum των δ(P), όπου P packing µε µπάλες ακτίνας 1 και κέντρα σε κάποιο πλέγµα Λ του

Rn . ∆είξτε ότι αn = 2nδn .
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