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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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1.6 Ασκήσεις

1. ∆ίνονται δύο ορθογώνια I1 =
∏n

i=1[ai ,bi] και I2 =
∏n

i=1[ci ,di] στον Rn τα οποία δεν επικαλύπτονται (έχουν

ξένα εσωτερικά). ∆είξτε ότι υπάρχουν j ∈ {1, . . . ,n} και t ∈ R ώστε το υπερεπίπεδο {x : x j = t} να διαχωρίζει τα

I1 και I2 (δηλαδή, είτε I1 ⊆ {x : x j ≤ t} και I2 ⊆ {x : x j ≥ t} ή I1 ⊆ {x : x j ≥ t} και I2 ⊆ {x : x j ≤ t}).

2. ΄Εστω K κυρτό σώµα στον Rn , συµµετρικό ως προς το 0. Θεωρούµε θ ∈ Sn−1 και τη συνάρτηση

fθ (t) = |K ∩ (θ⊥ + tθ) |.

∆είξτε ότι

fθ (0) ≥ fθ (t)

για κάθε t ∈ R.

3. (το Λήµµα του Borell) ΄Εστω B κυρτό σώµα στον Rn . Αν A είναι ένα υποσύνολο του Rn ώστε το A ∩ B να έχει

όγκο, ορίζουµε

µB (A) =
|A ∩ B |
|B |

.

(α) ΄Εστω M ⊆ Rn κυρτό και συµµετρικό ως προς το 0. ∆είξτε ότι για κάθε t > 1 ισχύει ο εγκλεισµός

Rn \ M ⊇
2

t + 1
(Rn \ tM) +

t − 1
t + 1

M.

(ϐ) Υποθέτουµε επιπλέον ότι µB (M) = a > 0. Χρησιµοποιώντας το (α) και την ανισότητα Brunn-Minkowski δείξτε ότι,

για κάθε t > 1,

1 − µB (tM) ≤ a
(

1 − a
a

) (t+1)/2

.

Συµπέρασµα: Αν µB (M) = a > 1/2, δηλαδή αν το M τέµνει «παραπάνω από το µισό» B, τότε το ποσοστό του

B που µένει έξω από το tM ϕθίνει εκθετικά στο 0 καθώς το t → ∞ (για παράδειγµα, αν µB (M) = 2/3 τότε

1 − µB (tM) ≤ 2−t/2 για κάθε t > 1).

4. Αυτή η άσκηση δείχνει ότι (για µεγάλες διαστάσεις) δύο υποσύνολα της µοναδιαίας Ευκλείδειας µπάλας µπορούν

να έχουν «σχετικά µεγάλη» απόσταση µόνο αν κάποιο από τα δύο είναι «πολύ µικρό».

΄Εστω A και C δύο µη κενά, συµπαγή υποσύνολα της Bn
2 . Υποθέτουµε ότι

d(A,C) = min{∥a − c∥2 : a ∈ A,c ∈ C} = ρ > 0.

(α) ∆είξτε ότι

A + C
2
⊆

√
1 −
ρ2

4
Bn

2 .

[Υπόδειξη : Θεωρήστε a ∈ A και c ∈ C, και χρησιµοποιήστε τον κανόνα του παραλληλογράµµου.]

(ϐ) ∆είξτε ότι

min{|A|, |C |} ≤ exp(−ρ2n/8) |Bn
2 |.

5. ΄Εστω K και T δύο συµµετρικά (ως προς το 0) κυρτά σώµατα στον Rn .

(α) ∆είξτε ότι
1
2 [K ∩ (x + T )] + 1

2 [K ∩ (−x + T )] ⊆ K ∩ T για κάθε x ∈ Rn .

(ϐ) ∆είξτε ότι |K ∩ (x + T ) | ≤ |K ∩ T | για κάθε x ∈ Rn .
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Ορισµοί για τις ασκήσεις 6–9. ΄Εστω K και T κυρτά σώµατα στον Rn . Θέλουµε να εκτιµήσουµε το ελάχιστο πλήθος

µεταφορών xi +T του T που η ένωσή τους καλύπτει το K . Μπορούµε να Ϲητήσουµε τα «κέντρα» xi να ανήκουν στο

K ή να επιλέγονται ελεύθερα στο χώρο. ΄Ετσι, ορίζουµε

N (K,T ) = min



N ∈ N �� ∃x1, . . . , xN ∈ R
n : K ⊆

N⋃
i=1

(xi + T )



και

N (K,T ) = min



N ∈ N �� ∃x1, . . . , xN ∈ K : K ⊆
N⋃
i=1

(xi + T )


.

Λόγω συµπάγειας, οι αριθµοί κάλυψης N (K,T ) και N (K,T ) ορίζονται καλά.

6. ∆είξτε ότι αν K , T και M είναι κυρτά σώµατα στον Rn τότε

N (K,M) ≤ N (K,T ) · N (T,M).

7. Από τους ορισµούς ϐλέπουµε εύκολα ότι

N (K,T ) ≤ N (K,T ).

∆είξτε ότι : αν τα K και T είναι συµµετρικά ως προς το 0, τότε

N (K,2T ) ≤ N (K,T ).

8. ΄Εστω K ένα συµµετρικό (ως προς το 0) κυρτό σώµα στον Rn . ΄Ενας τρόπος για να εκτιµήσουµε τον αριθµό

κάλυψης N (K, ρBn
2 ) είναι ο εξής. Θεωρούµε ένα υποσύνολο S = {x1, . . . , xN } του K µε την εξής ιδιότητα:

(∗) αν i , j τότε ∥xi − x j ∥2 ≥ ρ.

(α) ∆είξτε ότι

N ≤
���K +

ρ
2 Bn

2
���

���
ρ
2 Bn

2
���
.

(ϐ) ∆είξτε ότι : για κάθε ρ > 0 υπάρχει µεγιστικό S ⊂ K που ικανοποιεί την (∗). Με τον όρο «µεγιστικό» εννοούµε

ότι το S ικανοποιεί την (∗) αλλά αν προσθέσουµε οποιοδήποτε άλλο σηµείο z ∈ K \ S στο S, τότε το S ∪ {z} δεν

ικανοποιεί την (∗). Λέµε ότι το S είναι ένα ρ-δίκτυο.

(γ) ∆είξτε ότι αν S = {x1, . . . , xN } είναι ένα ρ-δίκτυο στο K , τότε

N (K, ρBn
2 ) ≤ N.

9. ∆είξτε ότι : για κάθε ρ ∈ (0,1),

N (Bn
2 , ρB

n
2 ) ≤

(
1 +

2
ρ

)n
.

10*. ΄Εστω S = {x1, . . . , xN } ⊂ Sn−1 µε την εξής ιδιότητα: αν i , j τότε ∥xi − x j ∥2 ≥
√

2. ∆είξτε ότι N ≤ 2n.

11. Θεωρούµε τη συνάρτηση

γn (x) = (2π)−n/2e−∥x ∥
2
2/2
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και για κάθε µη κενό Borel σύνολο A στον Rn ορίζουµε

γn (A) :=
∫
A

γn (x) dx =
1

(2π)n/2

∫
A

e−∥x ∥
2
2/2dx.

Το γn είναι το µέτρο του Gauss στον Rn . Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Prékopa-Leindler δείξτε ότι : αν A,B είναι

µη κενά Borel υποσύνολα του Rn και λ ∈ (0,1), τότε

γn
(
λA + (1 − λ)B

)
≥

(
γn (A)

)λ (
γn (B)

)1−λ .

12. ΄Εστω A ⊆ Rn κλειστό, κυρτό και συµµετρικό ως προς την αρχή των αξόνων. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ Rn ισχύουν

οι ανισότητες

e−∥x ∥
2
2/2γn (A) ≤ γn (A + x) ≤ γn (A).

13. ΄Εστω g : (0,∞) → (0,∞) συνάρτηση µε τις εξής ιδιότητες: (α) g(1) = 1, (ϐ) g(x + 1) = xg(x) για κάθε x > 0,

(γ) η logg είναι κυρτή συνάρτηση. ∆είξτε ότι g ≡ Γ.

Υπόδειξη : Χρησιµοποιώντας µόνο τις (α), (ϐ) και (γ) αποδείξτε ότι

g(x) = lim
n→∞

nxn!
x(x + 1) · · · (x + n)

.

14. ∆είξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει η ισότητα

Γ

( x
2

)
Γ

(
x + 1

2

)
=

√
π

2x−1 Γ(x).

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την προηγούµενη άσκηση.
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