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8 Συνεκτικότητα

8.1 Συνεκτικοί Χώροι

Ο ορισµός της συνεκτικότητας είναι, µάλλον, ϕυσιολογικός. Θα έλεγε κανείς ότι ένας τοπολογικός χώρος

διασπάται, αν µπορεί να εκφραστεί ως ξένη ένωση δύο ανοικτών συνόλων. Αν αυτό είναι αδύνατο, ο

χώρος ϑα χαρακτηρίζεται από µία ισχυρή έννοια «συνοχής». Από αυτή την απλή ιδέα καταλήγει κανείς στον

τυπικό ορισµό.

Ορισµός 8.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται συνεκτικός αν δεν υπάρχουν δύο µη κενά, ανοικτά,

ξένα µεταξύ τους υποσύνολα A,B του X , ώστε X = A ∪ B. ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου

καλείται συνεκτικό, αν είναι συνεκτικός χώρος µε τη σχετική τοπολογία.

Παρατήρηση 8.1.2. Είναι σαφές ότι ένας τοπολογικός χώρος X είναι συνεκτικός αν δεν υπάρχουν δύο µη

κενά, κλειστά, ξένα µεταξύ τους υποσύνολα A,B του X , ώστε X = A ∪ B.

Παρότι ο ορισµός δίνει µία καλή διασθητική προσέγγιση της έννοιας, συχνά δεν είναι εύχρηστος για να

ελέγξει κανείς τη συνεκτικότητα ενός τοπολογικού χώρου. Η ακόλουθη Πρόταση µας προσφέρει κάποια

επιπλέον κριτήρια.

Πρόταση 8.1.3. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Ο X είναι συνεκτικός χώρος.

(ii) Τα µόνα υποσύνολα του X που είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά είναι τα ∅, X .

(iii) ∆εν υπάρχει συνεχής και επί συνάρτηση f : X → {0,1} (όπου το {0,1} είναι εφοδιασµένο µε τη

διακριτή τοπολογία).

Απόδειξη: (i)⇒(ii) ΄Εστω ένα A ⊆ X το οποίο είναι συγχρόνως ανοικτό και κλειστό. Τότε X = Ac ∪ A,

όπου τα A, Ac είναι ανοικτά και ξένα µεταξύ τους. ΄Οµως ο X είναι συνεκτικός, άρα πρέπει A = ∅ ή Ac = ∅.

Εποµένως A = ∅ ή A = X .

(ii)⇒(iii) Αν υπάρχει f : X → {0,1} συνεχής και επί συνάρτηση, τότε το σύνολο A = f −1({0}) είναι

ανοικτό, κλειστό. Αφού η f είναι επί, έχουµε ότι A , ∅ και A , X , πράγµα άτοπο. Εποµένως, δεν υπάρχει

τέτοια συνάρτηση f .

(iii)⇒(i) Αν ο χώρος X δεν είναι συνεκτικός, υπάρχουν µη κενά, ανοικτά και ξένα µεταξύ τους σύνολα

A,B ⊆ X , ώστε X = A∪ B. Τότε, η χαρακτηριστική συνάρτηση του A, χA : X → {0,1}, είναι συνεχής και

επί (γιατί;), πράγµα άτοπο. ΄Αρα ο X είναι συνεκτικός.

Παραδείγµατα 8.1.4. (α) Το σύνολο των ϱητών αριθµών δεν είναι συνεκτικό υποσύνολο του R, αφού

Q = (−∞,a) ∪ (a,+∞) για κάθε a ∈ R \ Q.

(ϐ) Ο χώρος του Sierpinski (Παράδειγµα 1.1.5 (γ) ) είναι συνεκτικός, αφού δεν υπάρχουν µη κενά, ξένα,

ανοικτά υποσύνολα που η ένωσή τους να ισούται µε το χώρο.

(γ) Ο χώρος RS δεν είναι συνεκτικός, αφού το σύνολο (−∞,a] είναι συγχρόνως ανοικτό και κλειστό, για

κάθε a ∈ R.
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Θεώρηµα 8.1.5. Για κάθε a,b ∈ R, µε a ≤ b, το κλειστό διάστηµα [a,b] είναι συνεκτικό σύνολο.

Απόδειξη: Αν a = b, τότε το διάστηµα [a,b] είναι µονοσύνολο, το οποίο είναι προφανώς συνεκτικό.

΄Εστω ότι a < b. Υποθέτουµε, προς άτοπο, ότι το [a,b] δεν είναι συνεκτικό σύνολο, δηλαδή ότι υπάρχουν

µη κενά, κλειστά και ξένα µεταξύ τους σύνολα A,B ⊆ [a,b], ώστε [a,b] = A ∪ B. Το σύνολο A είναι µη

κενό. κλειστό και ϕραγµένο, εποµένως υπάρχει το s = sup A ∈ A (a ≤ s ≤ b). Αν υποθέσουµε ότι s , b,

αφού το A είναι συγχρόνως ανοικτό σύνολο, υπάρχει ένα ε > 0, ώστε (s, s + ε) ⊆ A. Αυτό όµως είναι

αδύνατο, αφού τότε ϑα είχαµε ότι s < s + ε2 ∈ A. ΄Αρα s = b ∈ A. Εντελώς ανάλογα, δείχνει κανείς ότι

sup B = b ∈ B, δηλαδή ότι b ∈ A ∩ B, πράγµα άτοπο. Εποµένως το σύνολο [a,b] είναι συνεκτικό.

Πρόταση 8.1.6. Η ένωση κάθε οικογένειας συνεκτικών υποσυνόλων ενός τοπολογικού χώρου X , µε µη

κενή τοµή, είναι συνεκτικό σύνολο. ∆ηλαδή, αν κάθε Ai ⊆ X είναι συνεκτικό σύνολο, για i ∈ I , και⋂
i∈I

Ai , ∅, τότε το σύνολο
⋃
i∈I

Ai είναι συνεκτικό.

Απόδειξη: Αφού
⋂
i∈I

Ai , ∅, υπάρχει x0 ∈
⋂
i∈I

Ai . ΄Εστω µία συνεχής συνάρτηση f :
⋃
i∈I

Ai → {0,1}.

Αφού κάθε Ai είναι συνεκτικό σύνολο, κάθε f |Ai είναι σταθερή και ίση µε f (x0) (αφού x0 ∈ Ai , για κάθε

i ∈ I). ΄Αρα η f είναι σταθερή και κατά συνέπεια, όχι επί. ∆ηλαδή, δεν υπάρχει συνεχής, επί συνάρτηση

f :
⋃
i∈I

Ai → {0,1}. Εποµένως το σύνολο
⋃
i∈I

Ai είναι συνεκτικό.

Ως πόρισµα των παραπάνω, µπορούµε να έχουµε την ταξινόµηση των συνεκτικών υποσυνόλων του R (µε

τη συνήθη τοπολογία).

Πόρισµα 8.1.7. Ο τοπολογικός χώρος R είναι συνεκτικός. Επιπλέον τα συνεκτικά υποσύνολα του R είναι

ακριβώς τα διαστήµατα (µε πεπερασµένα ή άπειρα άκρα)1.

Απόδειξη: Ο χώρος R είναι συνεκτικός, αφού R =
∞⋃

n=1
[−n,n] και

∞⋂
n=1

[−n,n] = [−1,1] , ∅ (για τη

συνεκτικότητα όλων των διαστηµάτων του R εργάζεται κανείς εντελώς ανάλογα). ΄Εστω ένα A ⊆ R, το

οποίο δεν είναι διάστηµα, δηλαδή υπάρχουν x, y ∈ A µε x < y και z ∈ R µε x < z < y, ώστε z < A. Τότε

τα σύνολα A1 = A ∩ (−∞, z), A2 = A ∩ (z,+∞) είναι ανοικτά στο A, ξένα, µη κενά (x ∈ A1 και y ∈ A2)

και A = A1 ∪ A2. ΄Αρα το σύνολο A δεν είναι συνεκτικό. Εποµένως, κάθε συνεκτικό υποσύνολο του R
είναι διάστηµα.

Η ακόλουθη Πρόταση µας εξηγεί ότι αν σε ένα συνεκτικό σύνολο προσθέσουµε κάποια από τα οριακά του

σηµεία, το σύνολο που προκύπτει εξακολουθεί να είναι συνεκτικό.

Πρόταση 8.1.8. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και A,B ⊆ X .

(i) Αν το A είναι συνεκτικό και A ⊆ B ⊆ A, τότε και το B είναι συνεκτικό.

(ii) Αν το A είναι συνεκτικό, τότε και το A είναι συνεκτικό.

Απόδειξη: (i) ΄Εστω µία συνεχής συνάρτηση f : B → {0,1}. Αφού το A είναι συνεκτικό, η f |A είναι

σταθερή. Εποµένως, το f (A) ⊆ {0,1} είναι µονοσύνολο. ΄Αρα και το f (A) είναι µονοσύνολο. ΄Οµως η f
είναι συνεχής, άρα

f (B) = f (A) ⊆ f (A)
1Υπενθυµίζουµε ότι ένα I , υποσύνολο του R, καλείται διάστηµα αν για κάθε x, y ∈ I , µε x ≤ y, και z ∈ R, µε x < z < y,

έπεται ότι z ∈ I . Αποτελεί απλή άσκηση να ελέγξει κανείς ότι τα διαστήµατα του R είναι τα σύνολα της µορφής: [a,a] = {a}
για a ∈ R, [a,b], (a,b], [a,b), (a,b) για a,b ∈ R µε a < b, (a,+∞), [a,+∞) για a ∈ R, (−∞,b), (−∞,b] για b ∈ R και το

R = (−∞,+∞).
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(όπου η κλειστότητα του A λαµβάνεται ως προς τη σχετική τοπολογία του B). Συνεπώς, το f (B) είναι

µονοσύνολο, δηλαδή η f δεν είναι επί. ΄Αρα το B είναι συνεκτικό σύνολο.

(ii) Είναι άµεσο από το (i), για B = A.

Παρατήρηση 8.1.9. Το αντίστροφο της Πρότασης 8.1.8(ii) δεν είναι αληθές, δηλαδή υπάρχει συνεκτικό

σύνολο µε πυκνό, µη συνεκτικό υποσύνολο. ΄Ενα απλό παραδειγµα αποτελεί το µη συνεκτικό σύνολο των

ϱητών Q ως υποσύνολο της (συνεκτικής) πραγµατικής ευθείας.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι οι συνεχείς συναρτήσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων «σέβονται» τα συνεκτικά

σύνολα. Ιδιαίτερα, αν ένας τοπολογικός χώρος X είναι συνεκτικός, τότε κάθε τοπολογικός χώρος οµοιο-

µορφικός προς τον X είναι συνεκτικός. Συνέπεια αυτής της ιδιότητας αποτελεί το Θεώρηµα ενδιάµεσης

τιµής.

Πρόταση 8.1.10. Η εικόνα ενός συνεκτικού τοπολογικού χώρου µέσω µίας συνεχούς συνάρτησης είναι

συνεκτικός τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι, µε τον X να είναι συνεκτικός. ΄Εστω συνάρτηση f : X → Y
συνεχής και επί. Υποθέτουµε, προς άτοπο, ότι ο Y δεν είναι συνεκτικός. ΄Αρα ϑα υπάρχει συνεχής και

επί συνάρτηση g : Y → {0,1}. Τότε η συνάρτηση g ◦ f : X → {0,1} είναι συνεχής και επί, πράγµα που

έρχεται σε αντίφαση µε το ότι ο X είναι συνεκτικός. Εποµένως, ο χώρος Y οφείλει να είναι συνεκτικός.

Πόρισµα 8.1.11 (Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής). ΄Εστω X συνεκτικός τοπολογικός χώρος και f : X → R µία

συνεχής συνάρτηση. Η εικόνα f (X ) ⊆ R είναι διάστηµα.

Απόδειξη: Από την Πρόταση 8.1.10, η εικόνα είναι συνεκτικό υποσύνολο του R, άρα είναι διάστηµα

(Πόρισµα 8.1.7).

Είναι ϕυσιολογικό να αναρωτηθεί κανείς για την αλληλεπίδραση της συνεκτικότητας µε το γινόµενο τοπολο-

γικών χώρων. Είναι εµφανές ότι αν το καρτεσιανό γινόµενο µίας οικογένειας τοπολογικών χώρων (Xi)i∈I
είναι συνεκτικός χώρος, τότε κάθε χώρος Xi οφείλει να είναι συνεκτικός (αφού η αντίστοιχη προβολή πi
είναι συνεχής και επί συνάρτηση). Το αντίστροφο είναι επίσης αληθές και αποτυπώνεται στο ακόλουθο

Θεώρηµα.

Θεώρηµα 8.1.12. ΄Εστω (Xi)i∈I µία οικογένεια µη κενών και συνεκτικών τοπολογικών χώρων. Ο χώρος

γινόµενο X =
∏
i∈I

Xi είναι συνεκτικός.

Απόδειξη: Αρχικά ϑα δείξουµε το Ϲητούµενο υποθέτοντας ότι το I είναι πεπερασµένο σύνολο. Μάλιστα,

αρκεί να το δείξουµε για |I | = 2 (το Ϲητούµενο για κάθε πεπερασµένο I έπεται στη συνέχεια µε επαγωγή).

΄Εστω X και Y συνεκτικοί τοπολογικοί χώροι και έστω ένα στοιχείο (x0, y0) ∈ X ×Y . Για κάθε x ∈ X ϑέτουµε

το σύνολο

Ax = ({x} × Y ) ∪ (X × {y0})

Τα σύνολα {x} × Y , X × {y0} είναι συνεκτικά (ως συνεχείς εικόνες των X και Y αντίστοιχα) και X ×
{y0} ⊆ ({x} × Y ) ∩ (X × {y0}). Εποµένως, το Ax είναι συνεκτικό σύνολο. Ακόµη, (x0, y0) ∈

⋂
x∈X

Ax και

X × Y =
⋃

x∈X
Ax . ΄Αρα, ο χώρος X × Y είναι συνεκτικός.

Για τη γενική περίπτωση, επιλέγουµε ένα στοιχείο z = (zi)i∈I ∈ X και για κάθε J ⊆ I πεπερασµένο,

ϑέτουµε το σύνολο

XJ = {x = (xi)i∈I ∈ X : xi = zi για κάθε i ∈ I \ J}.
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Παρατηρούµε ότι το σύνολο XJ είναι οµοιοµορφικό µε το σύνολο
∏
i∈J

Xi , το οποίο είναι συνεκτικό, ως

πεπερασµένο γινόµενο συνεκτικών χώρων. ∆ηλαδή, κάθε XJ είναι συνεκτικό. Επίσης, έχουµε ότι z ∈ XJ
για κάθε πεπερασµένο J ⊆ I , άρα η τοµή των συνόλων XJ είναι µη κενή. Εποµένως το σύνολο

Y =
⋃
{XJ : J ⊆ I πεπερασµένο}

είναι συνεκτικό. Αλλά το σύνολο Y είναι πυκνό στο X (γιατί;). Από την Πρόταση 8.1.8 έχουµε ότι ο X είναι

συνεκτικός χώρος.

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο κάνοντας αναφορά σε µία διαφορετική έννοια συνεκτικότητας, η οποία

γενικεύει κατά ουσιαστικό τρόπο τη συνεκτικότητα των διαστηµάτων του R.

Ορισµός 8.1.13. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X και x, y ∈ X . ΄Ενα µονοπάτι του χώρου X , από το x στο

y, είναι µία συνεχής συνάρτηση f : [a,b]→ X , όπου a,b ∈ R µε a < b, ώστε f (a) = x και f (b) = y. Ο

X καλείται κατά µονοπάτια συνεκτικός αν κάθε δύο σηµεία του χώρου συνδέονται µε κάποιο µονοπάτι στο

X .

Παρατηρήσεις 8.1.14. (α) Αν ένας τοπολογικός χώρος X είναι κατά µονοπάτια συνεκτικός, τότε είναι και

συνεκτικός. Πράγµατι, έστω προς άτοπο, ότι υπάρχει µία διάσπαση του χώρου X = A ∪ B (όπου τα

A,B ⊆ X είναι ανοικτά µε A ∩ B = ∅). ΄Εστω ένα µονοπάτι στο X , f : [a.b] → X . Το f ([a,b]) είναι

συνεκτικό υποσύνολο του X , ως συνεχής εικόνα συνεκτικού συνόλου, άρα περιέχεται εξόλοκλήρου είτε

στο σύνολο A, είτε στο σύνολο B. Εποµένως, δεν υπάρχει µονοπάτι που να συνδέει σηµεία του A µε

σηµεία του B (γιατί;), πράγµα που έρχεται σε αντίφαση µε την υπόθεση ότι ο χώρος είναι κατά µονοπάτια

συνεκτικός.

(ϐ) Η εικόνα ενός κατά µονοπάτια συνεκτικού τοπολογικού χώρου µέσω µίας συνεχούς συνάρτησης εί-

ναι κατά µονοπάτια συνεκτικός τοπολογικός χώρος. Αυτό είναι άµεσο, καθώς η συνεχής εικόνα ενός

µονοπατιού είναι µονοπάτι (συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες).

(γ) Ως πεδίο ορισµού ενός µονοπατιού µπορούµε να ϑεωρήσουµε οποιοδήποτε κλειστό διάστηµα µας

εξυπηρετεί (αφού όλα τα κλειστά διαστήµατα του R είναι οµοιοµορφικά µεταξύ τους).

Παραδείγµατα 8.1.15. (α) Η κλειστή µοναδιαία µπάλα του Ευκλείδιου χώρου Rn, Bn = Bn(0,1) = {x ∈
Rn : ∥x∥2 ≤ 1} είναι κατά µονοπάτια συνεκτικό σύνολο. Πράγµατι, για x, y ∈ Bn ορίζουµε τη συνάρτηση

f : [0,1]→ Rn
µε f (t) = (1 − t)x + ty.2

Η f είναι συνεχής και για κάθε t ∈ [0,1] έχουµε ότι ∥ f (t)∥2 ≤ (1−t)∥x∥2+t∥y∥2 ≤ 1, άρα f ([0,1]) ⊆ Bn.

Εποµένως η f είναι ένα µονοπάτι της Bn από το x στο y. Με ανάλογο επιχείρηµα δείχνει κανείς ότι κάθε

ανοικτή και κάθε κλειστή µπάλα του Rn είναι κατά µονοπάτια συνεκτικό σύνολο.

(ϐ) ( the topologist’s sine curve) Ορίζουµε το υποσύνολο του R2,

S = {(x,ημ( 1
x ) : x ∈ (0,1]}.

Αφού το σύνολο S είναι συνεχής εικόνα του συνεκτικού συνόλου (0,1], είναι και το ίδιο συνεκτικό σύνολο.

Εποµένως, η κλειστότητά του, S ⊆ R2 είναι επίσης συνεκτικό σύνολο. Μάλιστα, εύκολα ελέγχει κανείς

ότι S = S ∪ ({0} × [−1,1]). Θα δείξουµε ότι το σύνολο S δεν είναι κατά µονοπάτια συνεκτικό, άρα το

αντίστροφο της Παρατήρησης 8.1.14(α) δεν είναι αληθές.

΄Εστω, προς άτοπο, ότι υπάρχει ένα µονοπάτι f : [a,c]→ S που να συνδέει την αρχή των αξόνων µε ένα

σηµείο του S. Το σύνολο {t ∈ [a,c] : f (t) ∈ {0} × [−1,1]} είναι κλειστό και ϕραγµένο, συνεπώς διαθέτει

2Η συνάρτηση f παραµετρικοποιεί το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα σηµεία x, y
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ένα µέγιστο στοιχείο b, µε b < c (γιατί;). Τότε, ο περιορισµός της f στο διάστηµα [b,c] απεικονίζει το

σηµείο b σε ένα σηµείο του συνόλου {0} × [−1,1] και f ((b,c]) ⊆ S. Για λόγους απλότητας, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι το διάστηµα [b,c] είναι το διάστηµα [0,1]. ΄Εχουµε ότι η συνάρτηση f είναι της µορφής

f (t) = (x(t), y(t)). Τότε x(0) = 0, x(t) > 0 και y(t) = ημ( 1
x(t) ) για κάθε t > 0. ΄Οµως, αν πάρει κανείς

µία ακολουθία (tn)n∈N µε tn → 0 και y(tn) = (−1)n (κατασκευάστε µία τέτοια ακολουθία), ϑα έχουµε ότι

η ακολουθία y(tn) δε συγκλίνει, πράγµα που έρχεται σε αντίφαση µε τη συνέχεια της f .

8.2 Τοπικά συνεκτικοί χώροι και συνεκτικές συνιστώσες

Στην περίπτωση που έχουµε ένα µη συνεκτικό τοπολογικό χώρο X , υπάρχει ένας ϕυσιολογικός τρόπος να

τον διασπάσουµε σε συνεκτικά (ή κατά µονοπάτια συνεκτικά) υποσύνολά του.

Ορισµός 8.2.1. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X . Ορίζουµε µία σχέση στο X ϑέτοντας:

x ∼ y ⇐⇒ υπάρχει συνεκτικός υπόχωρος του X που να περιέχει τα x, y.

Η ‘∼’ είναι µία σχέση ισοδυναµίας στο X (γιατί;) και οι κλάσεις ισοδυναµίας της καλούνται συνεκτικές

συνιστώσες του X .

Οι συνεκτικές συνιστώσες ενός τοπολογικού χώρου περιγράφονται καλύτερα από το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 8.2.2. Οι συνεκτικές συνιστώσες ενός τοπολογικού χώρου X είναι ξένοι συνεκτικοί υπόχωροι

του X , τέτοιοι ώστε η ένωσή τους να είναι ο ίδιος ο χώρος X , καθώς και κάθε συνεκτικό υποσύνολο του

X να τέµνει ακριβώς µία συνεκτική συνιστώσα.

Απόδειξη: Ως κλάσεις ισοδυναµίας, οι συνεκτικές συνιστώσες είναι ξένες και η ένωσή τους είναι ο

χώρος X . ΄Εστω ένα τυχόν συνεκτικό A ⊆ X (µε A , ∅). Τότε, για ένα x ∈ A, το A τέµνει τη συνεκτική

συνιστώσα που περιέχει το x. ΄Εστω, προς άτοπο, ότι το A τέµνει δύο διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες,

έστω C1, C2, και έστω σηµεία x1 ∈ A∩C1 και x2 ∈ A∩C2. Τότε από τον ορισµό της ∼ έχουµε ότι x1 ∼ x2.

Συνεπώς C1 = C2. ∆ηλαδή, το συνεκτικό σύνολο A τέµνει ακριβώς µία συνεκτική συνιστώσα του X .

Μένει να δείξουµε ότι κάθε συνεκτική συνιστώσα του X είναι συνεκτικό σύνολο. ΄Εστω C µία συνεκτική

συνιστώσα του X και x0 ∈ C. Γνωρίζουµε ότι για κάθε x ∈ C, x0 ∼ x, εποµένως υπάρχει συνεκτικός

υπόχωρος Ax του X που να περιέχει τα x0, x. ΄Οµως κάθε Ax τέµνει µονάχα τη συνεκτική συνιστώσα C,

δηλαδή Ax ⊆ C. ΄Ετσι έχουµε ότι C =
⋃

x∈C
Ax . Αφού τα σύνολα Ax είναι συνεκτικά και το x0 περιέχεται

στην τοµή τους, έχουµε ότι το C είναι συνεκτικό σύνολο.

Παρατηρήσεις 8.2.3. (α) Το Θεώρηµα 8.2.2 µας επιτρέπει να ορίσουµε ισοδύναµα τις συνεκτικές συνι-

στώσες ενός τοπολογικού χώρου X , ως τα µεγιστικά συνεκτικά υποσύνολά του (δηλαδή ένα σύνολο C
είναι συνεκτική συνιστώσα του X αν και µόνο αν είναι συνεκτικό και για κάθε συνεκτικό συνολο A, µε

C ⊆ A ⊆ X , έπεται ότι A = C).

(ϐ) Αν ένας χώρος είναι συνεκτικός, τότε προφανώς αποτελείται από µία συνεκτική συνιστώσα.

Μία εντελώς ανάλογη κατασκευή µπορεί να ακολουθήσει κανείς για την τοπικά συνεκτική περίπτωση.

Ορισµός 8.2.4. Σε έναν τοπολογικό χώρο X ορίζουµε µία σχέση ϑέτοντας x ∼p y αν υπάρχει µονοπάτι

στο X , από το x στο y. Η σχέση ‘∼p’ είναι σχέση ισοδυναµίας και οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας

καλούντα κατά µονοπάτια συνεκτικές συνιστώσες του X .
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Ας εξετάσουµε ότι η σχέση ∼p είναι πράγµατι µία σχέση ισοδυναµίας στο X .

• x ∼p x για κάθε x ∈ X , αφού το µονοπάτι f : [0,1] → X µε f (t) = x για κάθε t ∈ [0,1] συνδέει

το x µε τον εαυτό του.

• ΄Εστω x, y ∈ X µε x ∼p y. Τότε υπάρχει µονοπάτι f : [0,1] → X µε f (a) = x και f (b) = y.

Θέτουµε g : [0,1] → X µε g(t) = f (1 − t). Εύκολα ελέγχει κανείς ότι η g είναι µονοπάτι στο X ,

απο το y στο x. Εποµένως y ∼p x.

• ΄Εστω x, y, z ∈ X µε x ∼p y και y ∼p z. Τότε υπάρχουν αντίστοιχα µονοπάτια f1 : [0,1] → X ,

f2 : [1,2] → X µε f1(0) = x, f1(1) = y = f2(1) και f2(2) = z. Θέτουµε τη συνάρτηση

g : [0,2]→ X µε

g(t) =

{
f1(t), αν t ∈ [0,1]
f2(t), αν t ∈ (1,2]

.

Τότε η g είναι συνεχής (Πρόταση 4.1.6(iv)), g(0) = x και g(2) = z. Εποµένως η g είναι µονοπάτι στο

X , από το x στο z, και έτσι, x ∼p z.

Θεώρηµα 8.2.5. Οι κατά µονοπάτια συνεκτικές συνιστώσες ενός τοπολογικού χώρου X είναι κατά µονο-

πάτια συνεκτικά, ξένα υποσύνολα του X , τέτοια ώστε η ένωσή τους να είναι ο ίδιος ο χώρος X , καθώς

και κάθε κατά µονοπάτια συνεκτικό υποσύνολο του X να τέµνει ακριβώς µία κατά µονοπάτια συνεκτική

συνιστώσα.

Απόδειξη: Είναι ανάλογη µε αυτή του Θεωρήµατος 8.2.2 και αφήνεται ως άσκηση.

Παρατήρηση 8.2.6. Κάθε συνεκτική συνιστώσα ενός τοπολογικού χώρου X είναι κλειστό σύνολο (αυτό

έπεται από τη µεγιστικότητα των συνεκτικών συνιστωσών και το ότι η κλειστότητα ενός συνεκτικού συνόλου

είναι επίσης συνεκτικό σύνολο). Επιπλέον, αν ο X έχει πεπερασµένες στο πλήθος συνεκτικές συνιστώσες,

τότε κάθε µία από αυτές είναι και ανοικτό σύνολο (γιατί;). Εν γένει, µία συνεκτική συνιστώσα ενός τοπολο-

γικού χώρου δεν οφείλει να είναι ανοικτό σύνολο. Για παράδειγµα, στο σύνολο Q (µε την επαγόµενη από

τη συνήθη τοπολογία του R) κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι µονοσύνολο, εποµένως δεν µπορεί να είναι

ανοικτό υποσύνολο του Q.

Με το ακόλουθο παράδειγµα γίνεται ϕανερό ότι δεν ισχύουν ανάλογες καλές ιδιότητες για τις κατά

µονοπάτια συνεκτικές συνιστώσες. ∆ηλαδή, µία κατά µονοπάτια συνεκτική συνιστώσα ενός τοπολογικού

χώρου δεν οφείλει να είναι ούτε ανοικτό, αλλά ούτε και κλειστό σύνολο.

Παράδειγµα 8.2.7. Ο χώρος S του παραδείγµατος 8.1.15(ϐ) είναι συνεκτικός αλλά όχι κατά µονοπάτια

συνεκτικός. Οι κατά µονοπάτια συνεκτικές συνιστώσες του είναι τα σύνολα {0} × [−1,1] και S. Το S είναι

ανοικτό σύνολο στο S αλλά όχι κλειστό, ενώ το {0} × [−1,1] είναι κλειστό αλλά όχι ανοικτό.

Η συνεκτικότητα είναι µία χρήσιµη ιδιότητα για έναν τοπολογικό χώρο, αλλά δεν είναι λίγες οι ϕορές που

η ιδιότητα που ουσαστικά µας ενδιαφέρει είναι η ικανότητα του χώρου να διαθέτει οσοδήποτε «λεπτές»,

συνεκτικές περιοχές για τα σηµεία του.

Ορισµός 8.2.8. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X . Ο X καλείται

(i) τοπικά συνεκτικός στο x ∈ X , αν το x διαθέτει ϐάση περιοχών από συνεκτικά σύνολα.

(ii) τοπικά συνεκτικός, αν είναι τοπικά συνεκτικός σε κάθε σηµείο του.
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(iii) τοπικά κατά µονοπάτια συνεκτικός στο x ∈ X , αν το x διαθέτει ϐάση περιοχών από κατά µονοπάτια

συνεκτικά σύνολα.

(iv) τοπικά κατά µονοπάτια συνεκτικός, αν είναι τοπικά κατά µονοπάτια συνεκτικός σε κάθε σηµείο του.

Παραδείγµατα 8.2.9. (α) Κάθε συνεκτικό υποσύνολο του R είναι και τοπικά συνεκτικό σύνολο.

(ϐ) Το σύνολο [−1,0) ∪ (0,1] ⊆ R είναι τοπικά συνεκτικό, αλλά όχι συνεκτικό.

(γ) Ο χώρος S είναι συνεκτικός, αλλά όχι τοπικά συνεκτικός.

(δ) Το σύνολο Q δεν είναι ούτε συνεκτικό, ούτε τοπικά συνεκτικό.

Πρόταση 8.2.10. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι τοπικά συνεκτικός αν και µόνο αν για κάθε ανοικτό

σύνολο U ⊆ X , κάθε συνεκτική συνιστώσα του U είναι ανοικτό σύνολο στο X .

Απόδειξη: ΄Εστω ότι ο X είναι τοπικά συνεκτικός και έστω ένα ανοικτό U ⊆ X . Αν C είναι µία συνεκτική

συνιστώσα του U και x ∈ C, υπάρχει συνεκτική περιοχή V του x, µε V ⊆ U . Αφού όµως το V είναι

συνεκτικό σύνολο, πρέπει V ⊆ C. Εποµένως η συνεκτική συνιστώσα C είναι ανοικτό σύνολο.

Αντίστροφα, έστω ότι οι συνεκτικές συνιστώσες κάθε ανοικτού συνόλου είναι επίσης ανοικτά σύνολα.

΄Εστω ένα x ∈ X και U ∈ Nx . Αν C είναι η συνεκτική συνιστώσα του U που περιέχει το x, τότε το C είναι

συνεκτικό και ανοικτό (από την υπόθεση) σύνολο µε x ∈ C ⊆ U . Εποµένως το x διαθέτει ϐάση περιοχών

από συνεκτικά σύνολα, δηλαδή ο X είναι τοπικά συνεκτικός χώρος στο x. Αφού το x ∈ X ήταν τυχόν, ο X
είναι τοπικά συνεκτικός.

Ανάλογα αποδεικνύει κανείς την ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 8.2.11. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι τοπικά κατά µονοπάτια συνεκτικός αν και µόνο αν για

κάθε ανοικτό σύνολο U ⊆ X , κάθε κατά µονοπάτια συνεκτική συνιστώσα του U είναι ανοικτό σύνολο στο

X .

Η σχέση µεταξύ συνεκτικότητας και κατά µονοπάτια συνεκτικότητας αποτυπώνεται στο ακόλουθο Θεώρηµα:

Θεώρηµα 8.2.12. Σε έναν τοπολογικό χώρο X , κάθε κατά µονοπάτια συνεκτική συνιστώσα περιέχεται σε

µία συνεκτική συνιστώσα του X . Αν επιπλέον ο X είναι τοπικά κατά µονοπάτια συνεκτικός, τότε οι συνεκτικές

συνιστώσες και οι κατά µονοπάτια συνεκτικές συνιστώσες ταυτίζονται.

Απόδειξη: ΄Εστω C µία συνεκτική συνιστώσα του X και έστω ένα x ∈ C. Αν P είναι η κατά µονοπάτια

συνεκτική συνιστώσα του X που περιέχει το x, αφού η P είναι συνεκτικό σύνολο, έπεται ότι P ⊆ C.

Επιθυµούµε να δείξουµε ότι αν ο X είναι τοπικά κατά µοονοπάτια συνεκτικός, τότε P = C. ΄Εστω, προς

άτοπο, ότι P ⫋ C. Κάθε κατά µονοπάτια συνεκτική συνιστώσα του X που τέµνει το C ϑα περιέχεται σε αυτό.

Αν ϑέσουµε Q την ένωση ολων αυτών των κατά µονοπάτια συνεκτικών συνιστωσών του X (που περιέχονται

στο C) εκτός της P, ϑα έχουµε ότι C = P ∪ Q. Αφού ο X είναι τοπικά κατά µονοπάτια συνεκτικός, κάθε

κατά µονοπάτια συνεκτική συνιστώσα του X είναι ανοικτό σύνολο. Εποµένως, η P (ως συνιστώσα) και το

Q (ως ένωση κατά µονοπάτια συνεκτικών συνιστωσών) είναι ανοικτά σύνολα (και προφανώς ξένα). ΄Αρα

συνιστούν µία διάσπαση του C, γεγονός που έρχεται σε αντίφαση µε τη συνεκτικότητα του C. Συνεπώς,

P = C.
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