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7 Μετρικοποιησιµότητα

΄Εχουµε αποκτήσει πλέον τα απαραίτητα αφόδια για να αποδείξουµε δύο ιδιαίτερα σηµαντικά ϑεωρήµατα

για την Τοπολογία, το Θεώρηµα Urysohn (που χαρακτηρίζει τους µετρικοποιήσιµους διαχωρίσιµους τοπο-

λογικούς χώρος) και το ισχυρότατο Θεώρηµα Nagata-Smirnov-Bing, το οποίο χαρακτηρίζει πλήρως τους

µετρικοποιήσιµους τοπολογικούς χώρους. Μέσα από τη διερεύνηση που έχουµε πραγµατοποιήσει στα

δύο προηγούµενα κεφάλαια, ίσως να έχουν αρχίσει να αποσαφηνίζονται οι ιδιότητες που είναι αναγκαίο

να έχει ένας τοπολογικός χώρος για να είναι οµοιοµορφικός µε ένα µετρικό χώρο. Αυτές οι ιδιότητες ϑα

έχουν κεντρικό ϱόλο, όχι κατά τον ορισµό µίας µετρικής στον τοπολογικό χώρο (δε ϑα είναι αυτός ο στόχος

µας, τουλάχιστον όχι άµεσα), αλλά κατά την εµφύτευση του τοπολογικού χώρου σε ένα µετρικό χώρο. Μία

τέτοια τοπολογική εµφύτευση έχει ϕυσικά ως συνέπεια τη µετρικοποιησιµότητα του χώρου.

7.1 Το Θεώρηµα µετρικοποιησιµότητας Urysohn

Προτού προχωρήσουµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος µετρικοποιησιµότητας Urysohn, πρέπει να ανα-

πτύξουµε µία ισχυρή τεχνική τοπολογικής εµφύτευσης. Το Λήµµα εµφύτευσης (Θεώρηµα 7.1.3) αποτελεί

αυτή την τεχνική. Το Θεώρηµα µετρικοποιησιµότητας Urysohn, µπορεί να µην παρουσιάζει έναν πλήρη

χαρακτηρισµό των µετρικοποιήσιµων χώρων, αλλά διευκρινίζει σε µεγάλο ϐαθµό την πορεία που ϑα πρέπει

να ακολουθήσουµε για την απόδειξη του λεπτότερου αποτελέσµατος των Nagata-Smirnov-Bing. Οπωσ-

δήποτε, αποτελεί ένα κοµψό και ϐαθύ αποτέλεσµα για τη Συνολοθεωρητική Τοπολογία, το οποίο σε καµία

περίπτωση δεν επισκιάζεται από το Θεώρηµα Nagata-Smirnov-Bing.

Ορισµός 7.1.1. ΄Εστω X,Yi τοπολογικοί χώροι και fi : X → Yi συναρτήσεις για κάθε i ∈ I . Λέµε ότι η

οικογένεια ( fi)i∈I :

(i) διαχωρίζει τα σηµεία του X , αν για κάθε x, y ∈ X µε x , y, υπάρχει i0 ∈ I ώστε fi0 (x) , fi0 (y).

(ii) διαχωρίζει σηµεία και κλειστά υποσύνολα του X , αν για κάθε x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x , F,

υπάρχει i0 ∈ I ώστε fi0 (x) < fi0 (F)

Η συνάρτηση e : X →
∏
i∈I

Yi µε e(x) = ( fi (x))i∈I λέγεται συνάρτηση εκτίµησης ως προς την οικογένεια

( fi)i∈I .

Παρατήρηση 7.1.2. Αν ο X είναι T1 τοπολογικός χώρος, τότε κάθε οικογένεια συναρτήσεων που διαχωρίζει

σηµεία και κλειστά υποσύνολα του X , διαχωρίζει τα σηµεία του X .

Θεώρηµα 7.1.3 (Λήµµα εµφύτευσης). ΄Εστω X,Yi τοπολογικοί χώροι, fi : X → Yi συναρτήσεις για κάθε

i ∈ I και e η συνάρτηση εκτίµησης ως προς ( fi)i∈I . Τότε :

(i) Η e είναι συνεχής ⇐⇒ η fi είναι συνεχής για κάθε i ∈ I .

(ii) Η e είναι 1 − 1 ⇐⇒ η ( fi)i∈I διαχωρίζει τα σηµεία.

(iii) Αν η ( fi) διαχωρίζει σηµεία και κλειστά υποσύνολα του X , τότε η e : X → e(X ) είναι ανοικτή.

(iv) Αν η οικογένεια ( fi) αποτελείται από συνεχείς συναρτήσεις, διαχωρίζει σηµεία και κλειστά υποσύ-

νολα του X , τότε η e : X → e(X ) είναι οµοιοµορφισµός, δηλαδή η e : X →
∏
i∈I

Yi είναι τοπολογική

εµφύτευση.
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Απόδειξη: (i) Αν πi :
∏
i∈I

Yi → Yi είναι η προβολή στην i−συντεταγµένη, για i ∈ I , τότε

e συνεχής ⇐⇒ πi ◦ e συνεχής ∀i ∈ I ⇐⇒ fi συνεχής ∀i ∈ I .

(ii) ΄Αµεσο, από τον ορισµό της e.

(iii) ΄Εστω U ⊆ X ανοικτό και x ∈ U . Αρκεί να δείξουµε ότι το e(U) είναι περιοχή του e(x) στον υπόχωρο

e(X ), δηλαδή ότι υπάρχει V ανοικτό στο
∏
i∈I

Yi ώστε

e(x) ∈ V ∩ e(X ) ⊆ e(U)

(διότι τότε το e(U) ϑα είναι περιοχή κάθε σηµείου του, στον υπόχωρο e(X ), άρα ϑα είναι ανοικτό στον

e(X )).

΄Εχουµε ότι x < Uc. Από την υπόθεση, υπάρχει i0 ∈ I ώστε fi0 (x) < fi0 (Uc), δηλαδή fi0 (x) ∈ Yi0 \ fi0 (Uc).
Θέτουµε V = π−1

i0
(Yi0 \ fi0 (Uc)). Τότε το V είναι ανοικτό στο

∏
i∈I

Yi . Ακόµη, έχουµε ότι

πi0 (e(x)) = fi0 (x) ∈ Yi0 \ fi0 (Uc)

κι εποµένως e(x) ∈ V , δηλαδή e(x) ∈ V ∩ e(X ). ΄Εστω ένα y ∈ V ∩ e(X ). Αφού y ∈ e(X ), έπεται

ότι y = e(z) = ( fi (z)) για κάποιο z ∈ X . Αφού y ∈ V , έπεται ότι πi0 (y) = fi0 (z) ∈ Yi0 \ fi0 (Uc). ΄Αρα

fi0 (z) < fi0 (Uc) και έτσι, z < Uc, δηλαδή z ∈ U . Εποµένως y = e(z) ∈ e(U). Συνεπώς, V∩e(X ) ⊆ e(U).
Συµπεραίνουµε ότι το V είναι το Ϲητούµενο ανοικτό σύνολο.

(iv) ΄Επεται από τα (i), (ii) και (iii).

Καθώς αναπτύχθηκαν οι απαραίτητοι µηχανισµοί, είµαστε σε ϑέση να δείξουµε το Θεώρηµα Urysohn.

Θεώρηµα 7.1.4 (µετρικοποιησιµότητας του Urysohn). Για ένα τοπολογικό χώρο X τα ακόλουθα είναι ισοδύ-

ναµα:

(i) Ο X είναι διαχωρίσιµος µετρικοποιήσιµος.

(ii) Ο X είναι T1, κανονικός και δεύτερος αριθµήσιµος.

(iii) Ο X είναι οµοιοµορφικός µε υπόχωρο του [0,1]N.1

Απόδειξη: (i)⇒(ii) Κάθε µετρικός χώρος είναι κανονικός. Επίσης κάθε διαχωρίσιµος µετρικός χώρος

είναι δεύτερος αριθµήσιµος.

(ii)⇒(iii) Αφού ο X είναι δεύτερος αριθµήσιµος, είναι και χώρος Lindelöf, το οποίο έπεται (αφού ο X
είναι επιπλέον κανονικός) ότι ο X είναι ϕυσιολογικός χώρος. ΄Εστω (Bn)n∈N µία αριθµήσιµη ϐάση του X .

Θέτουµε:

P = {(m,n) ∈ N × N : Bm ⊆ Bn}.

Για κάθε (m,n) ∈ P τα Bm και Bc
n είναι ξένα, κλειστά και αφού ο X είναι ϕυσιολογικός, από το Λήµµα του

Urysohn, υπάρχει συνεχής συνάρτηση fm,n : X → [0,1] ώστε fm,n(Bm) ⊆ {0} και fm,n(Bc
n) ⊆ {1}.

Ισχυρισµός. Η οικογένεια ( fm,n)(m,n)∈P διαχωρίζει σηµεία και κλειστά υποσύνολα του X (άρα διαχωρίζει

και τα σηµεία του X , αφού ο X είναι T1).

1Ο χώρος [0,1]N καλείται κύβος του Hilbert .
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΄Εστω x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x < F, δηλαδή x ∈ Fc, το οποίο είναι ανοικτό σύνολο. Τότε υπάρχει

n0 ∈ N ώστε x ∈ Bn0 ⊆ Fc. Αφού ο X είναι κανονικός, υπάρχει m0 ∈ N ώστε x ∈ Bm0 ⊆ Bn0 . Τότε,

(m0,n0) ∈ P, fm0,n0 (x) = 0 και fm0,n0 (F) ⊆ {1} (αφού x ∈ Bm0 και F ⊆ Bc
n0

), άρα fm0,n0 (x) < fm0,n0 (F).

Αφού η οικογένεια ( fm,n)(m,n)∈P αποτελείται από συνεχείς συναρτήσεις, από το Λήµµα εµφύτευσης,

έπεται ότι ο X είναι οµοιοµορφικός µε έναν υπόχωρο του [0,1]P , άρα και του [0,1]N, αφού το P είναι

αριθµήσιµο.

(iii)⇒(i) Ο X είναι µετρικοποιήσιµος, αφού ο χώρος [0,1]N είναι µετρικοποιήσιµος. Επίσης, ο [0,1]N είναι

διαχωρίσιµος χώρος, άρα κάθε υπόχωρός του είναι διαχωρίσιµος (Πρόταση 6.3.8). Εποµένως ο X είναι

διαχωρίσιµος.

7.2 Το Θεώρηµα Nagata-Smirnov-Bing

Το Θεώρηµα µετρικοποιησιµότητας του Urysohn αποτελεί ένα πρώτο, αλλά και ουσιαστικό ϐήµα προς το

χαρακτηρισµό των µετρικοποιήσιµων τοπολογικών χώρων. Οι συνθήκες που επιβάλλει είναι ϐέβαια ικανές,

αλλά όχι αναγκαίες για τη µετρικοποιησιµότητα ενός (εν γένει όχι διαχωρίσιµου) τοπολογικού χώρου. Το Θε-

ώρηµα Nagata-Smirnov-Bing παρουσιάζει έναν πλήρη χαρακτηρισµό των µετρικοποιήσιµων τοπολογικών

χώρων. Καθώς η κανονικότητα ενός τοπολογικού χώρου είναι (εµφανώς) αναγκαία για τη µετρικοποιησιµό-

τητά του, το λεπτό σηµείο του Θεωρήµατος είναι η περιγραφή µίας ουσιαστικά ασθενέστερης συνθήκης

από την ύπαρξη αριθµήσιµης ϐάσης, η οποία ϑα συνεχίζει να αναγκάζει ένα χώρο να είναι µετρικοποιήσι-

µος, αλλά παράλληλα ϑα ικανοποιείται από κάθε µετρικό χώρο.

Ορισµός 7.2.1. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και F οικογένεια υποσυνόλων του X . Η F καλείται :

(i) τοπικά πεπερασµένη, αν για κάθε x ∈ X υπάρχει V ∈ Nx που τέµνει, το πολύ πεπερασµένο, πλήθος

στοιχείων της F .

(ii) διακριτή, αν για κάθε x ∈ X υπάρχει V ∈ Nx που τέµνει το πολύ ένα στοιχείο της F .

(iii) σ−τοπικά πεπερασµένη (αντίστοιχα σ−διακριτή), αν υπάρχουν οικογένειες Fn, n ∈ N τοπικά πεπε-

ϱασµένες (αντίστοιχα διακριτές) ώστε F =
∞⋃

n=1
Fn.

Παρατηρήσεις 7.2.2. (α) Κάθε διακριτή οικογένεια είναι τοπικά πεπερασµένη και αποτελείται από ξένα

ανά δύο σύνολα. ΄Αρα κάθε σ−διακριτή οικογένεια είναι σ−τοπικά πεπερασµένη.

(ϐ) Κάθε αριθµήσιµη οικογένεια είναι σ−διακριτή.

Θεώρηµα 7.2.3 (µετρικοποιησιµότητας Nagata-Smirnov-Bing). Για έναν τοπολογικό χώρο X , τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(i) Ο X είναι µετρικοποιήσιµος.

(ii) (Bing) Ο X είναι T1, κανονικός και έχει σ−διακριτή ϐάση για την τοπολογία του.

(iii) (Nagata-Smirnov) Ο X είναι T1 κανονικός και έχει σ−τοπικά πεπερασµένη ϐάση για την τοπολογία

του.
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Το Θεώρηµα 7.2.3 αποτελεί την ενοποίηση των Θεωρηµάτων Nagata-Smirnov ((i)⇔(iii)) και Bing ((i)⇔(ii)).

Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 7.2.2(α), η συνθήκη που επιβάλλει το Θεώηµα Bing για τη µετρικοποιησιµότητα

ενός τοπολογικού χώρου είναι ισχυρότερη από την αντίστοιχη του Θεωρήµατος Nagata-Smirnov (υπό την

έννοια : (ii)⇒(iii) στο Θεώρηµα 7.2.3). Επίσης, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 7.2.2(ϐ), το Θεώρηµα Bing

αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος Urysohn.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος ϑα γίνει σε δύο µέρη ((i)⇒(ii), (iii)⇒(i)), σε κάθε ένα από τα οποία ϑα

χρειαστούµε µία σειρά Ληµµάτων. Το πρώτο από αυτά είναι µία Παρατήρηση, συνολοθεωρητικής ϕύσης,

του Stone, για την απόδειξη της οποίας ουσιώδης είναι ο ϱόλος του Αξιώµατος της Επιλογής, µε τη µορφή

του Θεωρήµατος της Καλής ∆ιάταξης.

Ορισµός 7.2.4. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X και A ένα ανοικτό κάλυµµα του X . Το κάλυµµα B

καλείται εκλέπτυνση του A αν για κάθε U ∈ B υπάρχει V ∈ A ώστε U ⊆ V .

Λήµµα 7.2.5 (Stone). ΄Εστω µετρικός χώρος (X, ρ) και A = {Ui : i ∈ I} ένα ανοικτό κάλυµµα του X . Τότε

υπάρχει σ−διακριτή οικογένεια ανοικτών συνόλων E, η οποία αποτελεί εκλέπτυνση του A.

Απόδειξη: Με χρήση του Θεωρήµατος Καλής ∆ιάταξης, επιλέγουµε µία καλή διάταξη ≺ των στοιχείων

του A. Για κάθε n ∈ N και U ∈ A, ορίζουµε

Sn(U) = {x ∈ X : B(x, 1n ) ⊆ U }.

΄Εστω τώρα

Tn(U) = Sn(U) \
⋃

V≺U

V.

(1) ΄Εστω V,W ∈ A µε V , W . Αν x ∈ Tn(V ) και y ∈ Tn(W ), τότε ρ(x, y) ≥ 1
n .

Πράγµατι, δίχως ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι V ≺ W . Αφού x ∈ Tn(V ), έχουµε ότι x ∈ Sn(V ),
άρα B(x, 1n ) ⊆ V . Επίσης, αφού y ∈ Tn(W ) και V ≺ W , έπεται ότι y < V , άρα και y < B(x, 1n ). Εποµένως

ρ(x, y) ≥ 1
n .

Ορίζουµε ακόµη, για U ∈ A και n ∈ N:

En(U) =
⋃

x∈Tn (U)

B(x, 1
3n )

(2) ΄Εστω V,W ∈ A µε V , W . Αν x ∈ En(V ) και y ∈ En(W ), τότε ρ(x, y) > 1
3n .

Πράγµατι, από τον ορισµό των En(V ) και En(W ), υπάρχουν v ∈ Tn(V ),w ∈ Tn(W ), ώστε ρ(x,v) < 1
3n και

ρ(y,w) < 1
3n . Από το (1) γνωρίζουµε ότι ρ(v,w) ≥ 1

n . ΄Ετσι έχουµε ότι

ρ(v,w) ≤ ρ(v, x) + ρ(x, y) + ρ(y,w) ⇐⇒
ρ(x, y) ≥ ρ(v,w) − ρ(v, x) − ρ(y,w)

>
1
n
−

1
3n
−

1
3n

=
1

3n

(3) Για κάθε U ∈ A, En(U) ⊆ U .

Πράγµατι, αν y ∈ En(U), τότε y ∈ B(x, 1
3n ) για κάποιο x ∈ Tn(U). Από τον ορισµό του Tn(U) έπεται ότι

x ∈ Sn(U) και κατά συνέπεια B(x, 1n ) ⊆ U . Αφού τώρα ρ(x, y) < 1
3n <

1
n , έχουµε ότι y ∈ B(x, 1n ) ⊆ U .

΄Αρα En(U) ⊆ U .
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Τώρα είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε την κατάλληλη οικογένεια συνόλων. Θέτουµε

En = {En(U) : U ∈ A} και E =
⋃
n∈N

En.

(4) Η E είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του X .

Πράγµατι, κάθε στοιχείο της E είναι της µορφής En(U), για κάποιο n ∈ N και U ∈ A, το οποίο είναι

ανοικτό σύνολο (εµφανές από τον ορισµό του). ΄Αρα η E αποτελείται από ανοικτά σύνολα. ΄Εστω τώρα

ένα x ∈ X και U να είναι το ελάχιστο στοιχείο τουA (σύµφωνα µε την καλή διάταξη που επιλέξαµε) ώστε

x ∈ U (τέτοιο στοιχείο υπάρχει, αφού τοA είναι κάλυµµα του X ). Αφού το U είναι ανοικτό, υπάρχει n ∈ N
ώστε B(x, 1n ) ⊆ U . Αυτό σηµαίνει ότι x ∈ Sn(U) και ότι x < V για κάθε V ≺ U , σύµφωνα µε την επιλογή

του U . Εποµένως, x ∈ Tn(U). ΄Ετσι, έχουµε ότι

x ∈ Tn(U) ⊆ En(U) ∈ En ⊆ E,

δηλαδή η E καλύπτει το X .

(5) Η E αποτελεί εκλέπτυνση του A.

Πράγµατι, κάθε στοιχείο της E είναι της µορφής En(U), για κάποιο n ∈ N και U ∈ A, και από το (3)
έχουµε ότι En(U) ⊆ U .

(6) Κάθε En είναι διακριτή οικογένεια, κατά συνέπεια η E είναι σ−διακριτή οικογένεια.

Πράγµατι, έστω n ∈ N και ένα x ∈ X . ΄Εστω ότι υπάρχει ένα ανοικτό σύνολο U ∈ A, τέτοιο ώστε

B(x, 1
6n ) ∩ En(U) , ∅. Τότε υπάρχει ένα y ∈ En(U) ώστε ρ(x, y) < 1

6n . ΄Εστω τώρα ένα V ∈ A, µε

V , U , και ένα z ∈ En(V ). Από το (2) έχουµε ότι ρ(y, z) > 1
3n , συνεπώς

ρ(x, z) ≥ ρ(y, z) − ρ(x, y)

>
1

3n
−

1
6n

=
1

6n
.

Αυτό σηµαίνει ότι z < B(x, 1
6n ) κι εποµένως η ανοικτή περιοχή B(x, 1

6n ) µπορεί να τέµνει το πολύ ένα

στοιχείο της En. ΄Αρα η En είναι διακριτή οικογένεια.

Από τα (4),(5),(6) έπεται ότι η E είναι η Ϲητούµενη οικογένεια συνόλων.

Τώρα µπορούµε να επιστρέψουµε στον αρχικό µας σκοπό, να αποδείξουµε ότι κάθε µετρικός χώρος X
έχει σ−διακριτή ϐάση. Για κάθε n ∈ N η οικογένεια συνόλων An = {B(x, 1n ) : x ∈ X } είναι ανοικτό

κάλυµµα του X , άρα από το Λήµµα του Stone έχει σ−διακριτή εκλέπτυνση από ανοικτά σύνολα

En =
⋃

m∈N

En
m.

Παρατήρηση 7.2.6. Αν A ∈ En και a,b ∈ A, τότε ρ(a,b) < 2
n . Πράγµατι, αφού η En είναι εκλέπτυνση του

καλύµµατος An, A ⊆ B(x, 1n ) για κάποιο x ∈ X . Εποµένως a,b ∈ B(x, 1n ), άρα

ρ(a,b) ≤ ρ(a, x) + ρ(x,b) <
1
n
+

1
n
=

2
n
.
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Θέτουµε:

E =
⋃
n∈N

En =
⋃

n,m∈N

En
m.

Η E είναι µία σ−διακριτή οικογένεια αφού είναι αριθµήσιµη ένωση των διακριτών οικογενειών En
m. Μένει

να δείξουµε ότι η E είναι ϐάση του X . ΄Εστω ένα ανοικτό σύνολο U ⊆ X . Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε

x ∈ U υπάρχει E ∈ E ώστε x ∈ E ⊆ U . Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ U . Επιλέγουµε

ένα n ∈ N ώστε
2
n < ε. Αφού το En είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του X , γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένα E ∈ En

ώστε x ∈ E. Από την Παρατήρηση 7.2.6, αν y ∈ E, τότε ρ(x, y) < 2
n < ε. ΄Αρα, y ∈ B(x, ε) κι εποµένως,

x ∈ E ⊆ B(x, ε) ⊆ U . ΄Ετσι έχουµε ότι η E είναι ϐάση του X . Υπενθυµίζοντας επιπλέον ότι κάθε µετρικός

χώρος είναι κανονικός και T1, έχουµε δείξει, λοιπόν, το ακόλουθο.

Θεώρηµα 7.2.7. ΄Εστω ένας µετρικός χώρος (X, ρ). Ο X έχει σ−διακριτή ϐάση (εποµένως ισχύει η

κατεύθυνση (i)⇒(ii) του Θεωρήµατος 7.2.3).

Μένει να δείξουµε ότι ένας T1 κανονικός χώρος X µε σ−τοπικά πεπερασµένη ϐάση είναι µετρικοποι-

ήσιµος. Κεντρικός µας στόχος είναι να εµφυτεύσουµε τοπολογικά το X σε ένα µετρικό χώρο. Θα

χρειαστούµε τα ακόλουθα Λήµµατα:

Λήµµα 7.2.8. ΄Εστω A = {Ai : i ∈ I} µία σ−τοπικά πεπερασµένη οικογένεια υποσυνόλων ενός τοπολογι-

κού χώρου X και A =
⋃
i∈I

Ai . Τότε ισχύει ότι A =
⋃
i∈I

Ai .

Απόδειξη: Για κάθε i ∈ I ισχύει ότι Ai ⊆ A ⊆ A, άρα Ai ⊆ A. Εποµένως⋃
i∈I

Ai ⊆ A 2

Αντίστροφα, έστω x ∈ A. Αφού η A είναι σ−τοπικά πεπερασµένη, υπάρχει ανοικτή περιοχή U ∈ Nx η

οποία να τέµνει πεπερασµένα στο πλήθος στοιχεία της A, έστω τα A1, A2, . . . , Ak . ΄Εστω, προς άτοπο, ότι

το x δεν περιέχεται σε κανένα από τα A1, A2, . . . , Ak , δηλαδή x <
k⋃

i=1
Ai , το οποίο είναι κλειστό σύνολο.

Τότε το σύνολο U \
k⋃

i=1
Ai είναι ανοικτή περιοχή του x, ξένη προς κάθε στοιχείο της οικογένειας A. Αυτό

όµως έπεται ότι x < A, πράγµα άτοπο. Συνεπώς το x ανήκει στο Ai για κάποιο i ∈ {1,2, . . . , k}. Εποµένως,

A ⊆
⋃
i∈I

Ai .

Από τα παραπάνω, έπεται η επιθυµητή ισότητα.

Λήµµα 7.2.9. Αν ένας κανονικός χώρος X έχει µία σ−τοπικά πεπερασµένη ϐάση B, τότε ο X είναι

ϕυσιολογικός.

Απόδειξη: Γνωρίζουµε ότι η πληροφορία για τη µορφή των ανοικτών συνόλων ενός τοπολογικού χώρου

εµπεριέχεται, σε ικανοποιητικό ϐαθµό, στη δοµή µίας «λεπτής» ϐάσης του χώρου. Για το λόγο αυτό,

αναµένουµε ότι η ύπαρξη µίας σ−τοπικά πεπερασµένης ϐάσης ϑα µας επιτρέψει να περιγράψουµε µε

ένα λειτουργικό τρόπο τα ανοικτά σύνολα του X . Αυτό διατυπώνεται τυπικά µε τον ακόλουθο τρόπο:

2Αυτό είναι γενικά αληθές για µία τυχούσα οικογένεια συνόλων σε ένα τοπολογικό χώρο.
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Ισχυρισµός. ΄Εστω ένα G ⊆ X ανοικτό. Τότε υπάρχει ακολουθία ανοικτών συνόλων (Un)n∈N, τέτοια ώστε

G =
⋃
n∈N

Un =
⋃
n∈N

Un.

Πράγµατι, αφού η B είναι σ−τοπικά πεπερασµένη, µπορούµε να γράψουµε B =
⋃

n∈N
Bn, όπου κάθε Bn

είναι τοπικά πεπερασµένη οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων του X . Για κάθε n ∈ N, έστω

Cn = {B ∈ Bn : B ⊆ G}

Τότε Cn ⊆ Bn, άρα κάθε Cn οφείλει να είναι τοπικά πεπερασµένη οικογένεια. Ορίζουµε

Un =
⋃
Cn =

⋃
B∈Cn

B.

Κάθε Un είναι ανοικτό (ως ένωση ανοικτών) και από το Λήµµα 7.2.8, Un =
⋃

B∈Cn
B, αφού η Cn είναι τοπικά

πεπερασµένη. Επίσης, αφού B ⊆ G για κάθε B ∈ Cn, έχουµε ότι Un ⊆ G. Εποµένως⋃
n∈N

Un ⊆
⋃
n∈N

Un ⊆ G.

Αρκεί τώρα να δείξουµε ότι G ⊆
⋃

n∈N
Un. ΄Εστω x ∈ G. Τότε το σύνολο Gc είναι κλειστό και x < Gc. Από

την κανονικότητα του X , υπάρχουν ξένα ανοικτά σύνολα U και V , ώστε x ∈ U και Gc ⊆ V , δηλαδή

x ∈ U ⊆ V c ⊆ G.

Για κάποιο n ∈ N, υπάρχει ϐασικό ανοικτό σύνολο B ∈ Bn ώστε x ∈ B ⊆ U ⊂ V c. Αφού το V c είναι

κλειστό σύνολο, έχουµε ότι B ⊆ V c ⊆ G, εποµένως B ∈ Cn. Αυτό όµως σηµαίνει ότι

x ∈ B ⊆
⋃

B∈Cn

B = Un ⊆
⋃
n∈N

Un.

΄Αρα G ⊆
⋃

n∈N
Un.

∆είχνουµε τώρα ότι ο X είναι ϕυσιολογικός χώρος. ΄Εστω A,B ⊆ X ξένα και κλειστά σύνολα. Τότε το

σύνολο Bc είναι ανοικτό και, σύµφωνα µε τον ισχυρισµό, υπάρχει ακολουθία ανοικτών συνόλων (Un)n∈N
ώστε Bc =

⋃
n∈N

Un =
⋃

n∈N
Un. Προφανώς, κάθε Un είναι ξένο προς το B και A ⊆

⋃
n∈N

Un. Εντελώς

ανάλογα, υπάρχει ακολουθία ανοικτών συνόλων (Vn)n∈N που καλύπτουν το B µε κάθε V n να είναι ξένο

προς το A.

Με αυτόν τον τρόπο, κατασκευάσαµε τα ανοικτά σύνολα
⋃

n∈N
Un,

⋃
n∈N

Vn τα οποία περιέχουν τα A και B,

αντίστοιχα. Βέβαια, δεν µπορούµε να εγγυηθούµε ότι αυτά τα σύνολα είναι ξένα, γι΄ αυτό και κάνουµε µία

πιο λεπτή κατασκευή. Για κάθε n ∈ N, ορίζουµε:

Ũn = Un \

n⋃
i=1

V i και Ṽn = Vn \

n⋃
i=1

Ui .

Τα σύνολα Ũn, Ṽn είναι προφανώς ανοικτά. Ορίζουµε τώρα τα σύνολα:

Ũ =
⋃
n∈N

Ũn και Ṽ =
⋃
n∈N

Ṽn

Τα Ũ και Ṽ είναι προφανώς ανοικτά, ως ενώσεις ανοικτών συνόλων. Ισχυριζόµαστε ότι είναι ξένα και

περιέχουν τα A και B αντίστοιχα.
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• ΄Εστω ένα x ∈ A. Τότε x ∈ Un για κάποιο n ∈ N, αφού A ⊆
⋃

n∈NUn. Επιπλέον x < V n για κάθε

n ∈ N. Συνεπώς

x ∈ Un \

n⋃
i=1

V i = Ũn ⊆ Ũ .

΄Αρα A ⊆ Ũ . Οµοίως, δείχνει κανείς ότι B ⊆ Ṽ .

• ΄Εστω, προς άτοπο, ότι Ũ ∩ Ṽ , ∅. ΄Εστω, λοιπόν, ένα x ∈ Ũ ∩ Ṽ . Υπάρχουν m,n ∈ N ώστε

x ∈ Ũm = Um \

m⋃
i=1

V i και x ∈ Ṽn = Vn \

n⋃
i=1

Ui .

΄Εστω ότι m ≤ n. Τότε x ∈ Um, αλλά x < U1, . . . ,Um, . . . ,Un, το οποίο είναι άτοπο. Οµοίως

ερχόµαστε σε αντίφαση αν υποθέσουµε ότι n ≤ m. Εποµένως, τα Ũ και Ṽ είναι ξένα.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα ανοικτά σύνολα Ũ και Ṽ είναι ξένα και περιέχουν τα A και B αντίστοιχα.

΄Αρα ο χώρος X είναι ϕυσιολογικός.

Παρατήρηση 7.2.10. Ο ισχυρισµός στο Λήµµα 7.2.9 έχει ως άµεση συνέπεια ότι κάθε ανοικτό σύνολο σε

έναν κανονικό χώρο µε σ−τοπικά πεπερασµένη ϐάση είναι Fσ σύνολο3 και, ισοδύναµα, κάθε κλειστό

σύνολο είναι Gδ.

Θεώρηµα 7.2.11. ΄Εστω ένας T1 κανονικός τοπολογικός χώρος. Αν ο X έχει µία σ−τοπικά πεπερασµένη

ϐάση B, τότε ο X είναι µετρικοποιήσιµος (εποµένως ισχύει η κατεύθυνση (iii)⇒(i) του Θεωρήµατος 7.2.3).

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι ο χώρος X εµφυτεύεται τοπολογικά στο χώρο [0,1]B , εφοδιασµένο µε τη

µετρική ρ(p,q) = supB∈B |p(B) − q(B) |, για p,q ∈ [0,1]B . Προτού συνεχίσουµε, ελέγχουµε ότι η ρ είναι

µετρική.

(i) Για κάθε B ∈ B έχουµε |p(B) − q(B) | ≥ 0. Εποµένως ρ(p,q) ≥ 0. Επίσης

ρ(p,q) = 0⇔ |p(B) − q(B) | = 0 ∀B ∈ B ⇔ p(B) = q(B) ∀B ∈ B ⇔ p = q.

(ii) ρ(p,q) = sup
B∈B
|p(B) − q(B) | = sup

B∈B
|q(B) − p(B) | = ρ(q,p).

(iii) ΄Εχουµε4 διαδοχικά ότι

ρ(p,r) = sup
B∈B
|p(B) − r (B) |

≤ sup
B∈B
{|p(B) − q(B) | + |q(B) − r (B) |}

≤ sup
B∈B
|p(B) − q(B) | + sup

B∈B
|q(B) − r (B) |

= ρ(p,q) + ρ(q,r)

3 ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου X καλείται Fσ σύνολο αν είναι αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων. Υπενθυµί-

Ϲουµε ότι ένα σύνολο είναι Fσ αν και µόνο αν το συµπλήρωµά του είναι Gδ .
4Υπενθυµίζουµε ότι αν U,V ⊆ R, τότε sup U + sup V = sup(U + V ) (όπου συµβολίζουµε U + V := {u + v : u ∈ U, v ∈ V })

και αν K ⊆ L ⊆ R, τότε sup K ≤ sup L.
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Προχωρούµε µε την κατασκευή της τοπολογικής εµφύτευσης. ΄Εστω F ⊆ X κλειστό. Υπάρχει συνεχής

συνάρτηση f : X → [0,1] ώστε F = f −1({0}).

Πράγµατι, από την Παρατήρηση 7.2.10, το F είναι κλειστό Gδ σύνολο. Επίσης, από το Λήµµα 7.2.9, ο

X είναι ϕυσιολογικός χώρος και κατά συνέπεια, από την Πρόταση 5.4.17, υπάρχει συνεχής συνάρτηση

f : X → [0,1] F = f −1({0}).

Σηµειώνουµε ότι, περνώντας στο συµπλήρωµα του F, έχουµε αποδείξει την ύπαρξη µίας γνήσια ϑετικής

συνάρτησης από κάθε ανοικτό υποσύνολο του X στο [0,1]. Επίσης, µε µία κατάλληλη σύνθεση (ποια ;),

µπορούµε να υποθέσουµε ότι η f παίρνει τιµές στο διάστηµα [a,b], a,b ∈ R (µε a < b). Αφού η B είναι

σ−τοπικά πεπερασµένη ϐάση, µπορούµε να τη γράψουµε στη µορφή B =
⋃

n∈N
Bn, όπου κάθε Bn είναι

τοπικά πεπερασµένη οικογένεια. Μάλιστα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι Bn ∩ Bm = ∅ για n , m (γιατί;).

Εποµένως για κάθε ϐασικό ανοικτό σύνολο B ∈ B υπάρχει µοναδικό n ∈ N ώστε B ∈ Bn και από τα

παραπάνω, υπάρχει συνεχής συνάρτηση f B : X → [0, 1n ] ώστε f −1
B ({0}) = Bc. Ορίζουµε την απεικόνιση:

ϕ : X → [0,1]B µε ϕ(x) = ( f B (x))B∈B .

• Η ϕ είναι 1 − 1: ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Αφού ο χώρος X είναι κανονικός και T1, υπάρχουν ξένα

ανοικτά σύνολα U,V ⊆ X µε x ∈ U και y ∈ V . ΄Αρα, υπάρχει ένα ϐασικό ανοικτό σύνολο B ∈ B ώστε

x ∈ B ⊆ U ⊆ V c. Κατά συνέπεια f B (x) > 0 και f B (y) = 0, άρα ϕ(x) , ϕ(y).

• Η ϕ είναι συνεχής: ΄Εστω x ∈ X . Για να δείξουµε τη συνέχεια της ϕ, πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε

ανοικτή περιοχή του ϕ(x) υπάρχει ανοικτή περιοχή U του x µε ϕ(U) ⊆ V . Συγκεκριµένα, για κάθε ε > 0
Ϲητάµε ανοικτή περιοχή U του x µε ϕ(U) ⊆ B(ϕ(x), ε). ΄Εστω ένα ε > 0. Για n ∈ N, αφού η Bn είναι

τοπικά πεπερασµένη, υπάρχει ανοικτή περιοχή Un του x, που να τέµνει πεπερασµένα στο πλήθος σύνολα

της Bn. Αν ένα B ∈ Bn δεν τέµνει το Un, τότε σαφώς δεν περιέχει το x και τότε f B (x) = 0. Επιπλέον

f B (y) = 0 για κάθε y ∈ Un. Εποµένως | f B (x) − f B (y) | = 0.

Υποθέτουµε τώρα ότι B ∩Un , ∅. Γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση f B : X → [0, 1n ] είναι συνεχής, συνεπώς

για το ανοικτό σύνολο

( f B (x) − ε2 , f B (x) + ε2 ) ∩ [0, 1n ] ⊆ [0, 1n ]

ϑα υπάρχει µία ανοικτή περιοχή Wn(B) του x, µε

f B (Wn(B)) ⊆ ( f B (x) − ε2 , f B (x) + ε2 ) ∩ [0, 1n ].

΄Οµως υπάρχουν µόλις πεπερασµένα στο πλήθος τέτοια B, έστω B1, . . . ,Bk . Θέτουµε Vn = Un ∩
k⋃

i=1
Wn(Bi), το οποίο είναι ανοικτή περιοχή του x. Τότε, για κάθε y ∈ Vn ⊆ Wn(Bi) έχουµε | f Bi (x) −

f Bi (y) | < ε
2 . Συνεπώς καταλήγουµε στο ότι για κάθε y ∈ Vn έχουµε | f B (x) − f B (y) | < ε

2 , για κάθε

B ∈ Bn.

Τέλος, επιλέγουµε ένα N ∈ N ώστε
1
N <

ε
2 . Θέτουµε V =

N⋃
i=1

Vi , το οποίο είναι ανοικτή περιοχή του x.

΄Εστω y ∈ V . Τότε y ∈ V1, . . . ,VN , άρα για κάθε n ≤ N και B ∈ Bn έχουµε | f B (x) − f B (y) | < ε2 . Για

n > N και B ∈ Bn γνωρίζουµε ότι | f B (x) − f B (y) | < 1
n <

1
N <

ε
2 (αφού 0 ≤ f B (z) ≤ 1

n για κάθε z ∈ X ).

Εποµένως για κάθε y ∈ V , | f B (x) − f B (y) | < ε2 για κάθε B ∈ B. ΄Ετσι, δείξαµε ότι για κάθε y ∈ V

ρ(ϕ(x), ϕ(y)) = sup
B∈B
| f B (x) − f B (y) | ≤ ε2 < ε,

δηλαδή ϕ(y) ∈ B(ϕ(x), ε). ΄Αρα η ϕ είναι συνεχής.
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• Η ϕ−1 : ϕ(X ) → X είναι συνεχής: Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε U ⊆ X ανοικτό και z ∈ ϕ(U) υπάρχει

σύνολο W ανοικτό στο ϕ(X ), τέτοιο ώστε z ∈ W ⊆ ϕ(U). Αφού η ϕ είναι 1 − 1, υπάρχει µοναδίκό x ∈ U
ώστε ϕ(x) = z. Αφού το U είναι ανοικτό, υπάρχει ϐασικό ανοικτό σύνολο B0 ∈ B, ώστε x ∈ B0 ⊆ U .

Εποµένως f B0 (x) > 0 και f |Bc
0
= 0.

΄Εστω V = {h : B → [0,1] : h|B0 > 0} ⊆ [0,1]B , για το παραπάνω B0. Ισχυριζόµαστε ότι το V είναι ανοικτό

σύνολο. Πράγµατι, έστω h ∈ V . Θεωρώντας την ανοικτή σφαίρα B(h,h(B)), για κάθε g ∈ B(h,h(B))

ρ(h,g) < h(B0) =⇒ |h(B) − g(B) | < h(B0) ∀B ∈ B
=⇒ |h(B0) − g(B0) | < h(B0)
=⇒ g(B0) > 0.

Εποµένως g ∈ V και B(h,h(B)) ⊆ V . ΄Αρα το V είναι ανοικτό.

Τώρα ϑεωρούµε το ανοικτό σύνολο στο ϕ(X ), W = V ∩ ϕ(X ). Από την επιλογή του B0, f B0 (x) > 0. ΄Αρα

ϕ(x) ∈ V κι εποµένως g(x) ∈ W . Μένει να δείξουµε ότι W ⊆ ϕ(U). ΄Εστω µία συνάρτηση p ∈ W . Τότε

p = ϕ(y) για µοναδικό y ∈ X . Αφού p ∈ W = V ∩ ϕ(X ) ⊆ V , f B0 (y) = p(B0) > 0. Αυτό όµως έπεται

ότι y ∈ B0 ⊆ U , δηλαδή p = ϕ(y) ∈ ϕ(U). Συνεπώς W ⊆ ϕ(U), άρα το ϕ(U) είναι ανοικτό. ∆είξαµε,

λοιπόν, ότι αν ένα U ⊆ X είναι ανοικτό, το ϕ(U) είναι ανοικτό στο ϕ(X ). ∆ηλαδή η ϕ είναι ανοικτή στην

εικόνα της και κατά συνέπεια, η ϕ−1 είναι συνεχής.

Από τα παραπάνω έπεται ότι ο χώρος X είναι οµοιοµορφικός µε υπόχωρο ενός µετρικού χώρου, άρα είναι

µετρικοποιήσιµος.

΄Εχοντας δείξει τα Θεωρήµατα 7.2.7 και 7.2.11 (συνυπολογίζοντας την Παρατήρηση 7.2.2(α) έχουµε ολο-

κληρώσει την απόδειξη του Θεωρήµατος Nagata-Smirnov-Bing.
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